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Prólogo 


cQ u « factores importantes deben considerarse en la preparación o en ia selec- 
ción de un texto de cálculo para usarse en la década de 1960? Las palabras "en 
la década de 1960” implican que existe un punto de vista o énfasis en las mate¬ 
máticas que se pueden llamar “contemporâneas" o “modernas". Las actividades 
de gran alcance de The School Mathematics Study Group, The Commission on 
Mathematics of the College Entrance Examination Board, The Committee on the 
Undergraduate Program in Mathematics y The Univcrsity of Illinois Committee 
on School Mathematics apoyan esta consideración. 

Crecmos que las llamadas "matemáticas modernas” que han empezado a hacer 
su aparición en la secundaria y en los niveles inferiores universitários, no sólo 
abarcan las matemáticas tradicionalea sino que además dan rcconocimiento «pi.-- 
cito y usos frrcucntes de algunos conceptos que hasta ahora habían sido consi¬ 
derados y usados sólo brevemente, si acaso, a estos niveles. Entre éstos están 
los conceptos de conjunto , elemento o miembro de un conjunto, universo, conjunto 
solución, subconjunto, intersección de conjuntos, unión de conjuntos, relación como 
conjunto de pares ordenados, función como un tipo especial de relaciones. 
domínio de una función, rango de una función e intervalo. Además. las matemá¬ 
ticas modernas dan reconocimiento más explícito a todos los niveles a definiciones, 
teoremas y demostraciones, que el que antes se les daba. 

Algunos estudiantes inician el estúdio dei cálculo con la intención de especia- 
lizarse cn matemáticas; otro9 fusualmente la mayoria) lo hacen planeando una 
especialización en alguna matéria distinta de las matemáticas y aún los hay que lo 
hacen estando todavia indecisos. Es nuestro deseo que todos estos estudiantes 
logren una comprensión clara de los conceptos y un domínio genuíno de los 
procedimientos básicos de cálculo en un tiempo no mayor (y preferiblemente en 
menos) que el requerido cuando se usa un texto tradicional de cálculo. 

Por una parte, parece que cl estúdio dei cálculo en lu década de 1960 debe 
hacer uso frecuente de los conceptos que hemos enlislado. Creemos que el cálculo 
construido sobre dichos conceptos básicos será no sólo más comprensible, sino más 
interesante y agradable a los estudiantes que el cálculo presenlado en forma tradi¬ 
cional. El capítulo 1 trata de Ia presentación de los conceptos básicos. Nuestra 
experiencia nos indica que el tiempo empleado cn aclarar conceptos básicos al 
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principio dei curso resulta más que compensado después. Un trataraiento dei cálculo 
que haga U 60 de aquellos conceptos, pennite al estudiante comprender la matéria 
de modo más completo. 

Por otra parte, tal parece que muchos, si no la mayoría, de los estudiantes 
que cursan cálculos en La década de 1960 estudiarán aplicaciones de cálculo en 
cursos tales como ecuaciones diferenciales, cálculo avanzado para ingenieros y 
científicos y econométrica, cursos que durante algún tiempo seguirán organizados 
sobre lineamientos tradicionales. Así pues, aunque debemos procurar usar conceptos 
contemporâneos en ei tratamiento dei cálculo, no debemos variar totalmentc de las 
formas tradicionales. Por unto, nos hemos esforzado en escribir un libro dc 
cálculo que prepare a los estudiantes a estudiar, sin ningún obstáculo, ya sea los 
últimos y más complicados libros de cálculo avanzado o libros de ecuaciones 
diferenciales y cálculo avanzado de naturaleza tradicional. 

Suponemos que el estudiante tiene conocimicntos de la geometria analítica 
dementai,* incluyendo los hechos básicos acerca dc gráficos y ecuaciones de líneas, 
círculos, parábolas, elipses e hipérbolas. Los más modernos planes de estúdio de 
preparatórias incluyen estos temas y los tradicionales les dan cada dia más impor¬ 
tância en ellos. Como un escritor afirmo recicntcmentc: “Los elementos de esta 
asignatura [geometria analítica plana] están actualracntc cn los cursos secun- 

darios”.f 

Aunque suponemos estos conocimientos de la geometria analítica básica, pre- 
sentamos considerable material sobre geometria analítica que tiene en cuenta y 
exliende los conocimientos básicos. El mayor énfasis se hacc en la graficación 
de relaciones consideradas como conjuntos de parejas ordenadas. 

Tras de dar el material fundamental acerca dc conjuntos, relaciones e inter- 
valos en las Secs. U y 1.2, cn la Scc. 1.3 definimos función como un conjunto 
de parejas ordenadas en el cual no hay dos parejas con igual primera componente. 
Si F denota una función y si (*,y) € F, llamamos a y la corrcspondiente de 
* ante F, y la denotamos por F(x). Más comúnmente especificamos una función 
poniendo 

F = (Uy) | y = F(x)), 


y si ( a,F(a )) £ F, llamamos a F(a) t valor de F{x) en x = a. 

Nos hemos esforzado consistentemente, en distinguir entre la función F y lo 
correspondiente F{x). Observamos la prccaución dc un distinguido escritor que 
dice: “La decisión de reservar la polabra ‘función’ para expresar F y emplear 
otro término... para expresar F{x) necesitará, si se quiere ser consistente, dc 


• Un opúsculo titulado Geometria Analítica BidimensionalSubconjuntos dei Plano . por 
Taylor y Wsde. publicado por Editorial Limusa-Wiley, S. A., México. D. F., 1965. cata dispo- 
niblc para laa peraona» que dcaeen aprender geometria analítica plana y calculo en ioimo 


conjunta. 


t “Offerings for Freshmen" nor Bancroít H. Broun, The American Maihemaiienl Monthly, 
Mano, 1961, pp. 285-S87. 
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numerosos câmbios en nuestro tratamiento acostumbrado de los entes matemá¬ 
ticos.” * 

Conceptual mente, distinguimos entre la función constante c = {(x,y) | y = c) 
y cl número e(p. 47). Puesto que una función es un conjunto de parejas ordenadas, 
la sumo dc dos funciones, es un conjunto dc parejas ordenadas (p. 52) y la inversa 
de una función (p. 62) es un conjunto de parejas ordenadas (que puede ser una 
función o no). 

El capítulo 2, trata sobre limites y continuidad. Hablamos dei limite de la 
correspondiente F{x), mejor que dei limite de la función F. En la Sec. 2.1, 
después de un análisis informal de limites, se da la definición clisica (r, 8) dei 
limite de F{%) y esperamos que los estudiantes usen esta definición para demos¬ 
trar los teoremas acerca de limites. En la Sec. 22 los limites trigonométricos, se 
tratan con mis detalle que el usual. En la Sec. 2.3 definimos lo que significa 
función continua F. , 

En la Sec N 3.1 definimos la dcriiada de la correspondiente F(x ). Si esta 
derivada de F(x) existe, se expresa por D,F(s:) y escribimos 

r = {(», r )| y = D^(*)). 

Llamamos a la función F\ derivada de la función F, de modo que F'(x) = 
D*f (x). 

Aun cuando creemos que las distinciones conceptuales entre la función F y 
la correspondiente F(x) y entre la derivada F de una función y la derivada 
D*F(x) de la correspondiente ayudan a la comprcnsión dei cálculo, creemos tam- 
bién que el estudiante trabajará primordialmentc con corrcspondientcs y las deri¬ 
vadas de correspondi entes. De cuando en cuando resumimos para el estudiante 
las derivadas dc correspondientcs que ha estudiado (en la p. 175, cap. 6). 

Tal como hablamos de la derivada de una correspondiente y de la derivada 
de una función, hablamos de la antiderivada de una correspondiente y dc la 
antiderivada dc una función (p. 156). Sin embargo, hablamos sólo dc la diferen¬ 
cial de una correspondiente. (Sec. 3.14). 

Puesto que una función es un conjunto de parejas ordenadas no hablamos 
de una Junción crecicnte. Sin embargo, definimos una correspondiente crcciente 
(Sec. 4.1) que nos llcva a la consideración dc los valores máximos y mínimos dc 
corrcspondientes (Sec. 4.2). 

La temprana introducción dei Teorema dei Valor Medio para Derivadas (en 
la Sec. 3.10) nos pennite demostrar pronto en el libro, la unicidad de la solución 
de un sistema con derivadas (Sec. 3.11), los teoremas clásicos sobre correspon- 
dientes crecientes y decrecientcs (Scc. 4.1) y el Teorema Fundamental dcl Cálculo 

(Sec. 5.6). 

Como las antiderivadas se presentan en la Sec. 3.11, el estudiante logra una 

• J. Burkley Rosscr, Logic for Mathemoticians , McCraw-Hill Book Company, New York, 
1953, pp. 305-329, y cspeciaimente p. 317. 
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práctica considerablc en las Secs. 3.11 a 3.14 y en cl capítulo 5, al resolver las 
ecuaciones diíerenciales dy = au* du, dy = a sen udu y dy - a cosia du. Intenta- 
mos que el cstudiante coraprenda que la habilidod para resolver estas tres ecua¬ 
ciones en una gran variedad de aituaciones le permite resolver muchos de los 
problemas que sc le presentan cn los aplicacioncs dei cálculo. 

Después de comentários preliminares sobre sumas, particione», normas y 
aumentos (Secs. 5.2 y 5.3), damos una definición general de la integral definida 
de una íunción F sobre un intervalo cerrado [a; b ] en la Sec. 5.4. Usamos una 
suma de aproximación, pero cuidadosamente evitamos la noción- de que una integral 
definida es, en general, un limite como el definido en la Sec. 2.1 ó en la ~ec. 5.1. 

r* 

Sin embargo, senalamos que si sabemos que existe la integral definida <**. 

entonces podemos definir una sucesión S para la cual F (*) dx = Hm S(n). 

El teorema básico de la existência de la integral de una función continua se 
enuncia sin demostración y se toma como base para las aplicaciones de las .nte- 
grales. Si bien cl estudiante tendrá algunas lagunas, tales como la demostración 
de ciertos teoremas, que habrá de llenar en cursos posteriores de cálculo avan 2 ado, 
todo lo que aprenda en este curso le sera de utilidad. 

El capítulo 6 concierne a las funciones trascendentales y el capítulo 7, a los 
métodos de integración. El capítulo 8 trata de otras aplicaciones de derivadas e 
intcgrales de funciones con una variable independiente. 

D capítulo 9 provee al estudiante de los conocimientos básicos de Ia geome¬ 
tria analítica dei espado, necesarios para cl estúdio dc las derivadas parciales y las 
intcgrales múltiples. Este estúdio de la geometria analítica dei espado se basa en 
los concepto» de triadas ordenadas y relaciones en un espado tridimensional. Ya que 
un conjunto de triadas ordenadas puede considerarse como un conjunto de pares 
ordenados cuyas primeras componentes son pares ordenados, el capítulo 9 brinda 
la base para el estúdio, en el capitulo 10, de funciones con dos variable* indo 
pendientes tales como 

F = {(x,y;z)\z = F{x, y)). 

Nuestra notación para funciones de dos variables independientes es analoga a nues- 
tra notación para funciones cor. una variable independiente, llamamos F{x,y) a 
’.la correspondiente dei par ix.y) ante la función F. 

Después dc un tratamiento más completo de lo dcrivación parcial y sus apli- 
cacionea en el capitulo 10, estudiomos ins integrales múltiples cn el capitulo U, 
con más aplicaciones a problemas de la física en el capítulo 12. Este tratamiento 
dc las integrales múltiples en el capítulo 11 es similar al tratamiento dc integra- 
les simples cn el capítulo 5. Las transformaciones dc intcgrales múltiples se Iogran 
mediante el uso dc Jacobianos (Sec. 11.9). El capitulo 13 trata dc las reg as de 
UHÕpital y las integrales generalizadas, el capítulo 14. de las suces.ones inf.mtas 
y las series infinitas y el capítulo 15 trata de aproximaciones. 


Este texto está arreglado para permitir flexibilidad y selectividad. El material 
más teórico sobre limites y continuidad dei capítulo 2 y sobre integrales, de la 
Sec. 5.7 se puede omitir o posponerse. El material en los capítulos dei 9 al 15 
es independiente dei material dei capítulo 8 salvo dos excepciones: la Sec. 8.5 
acerca de coordenadas polares se nccesita para algunas partes de los capítulos 11 y 
12, y la Sec. 8.9 cs neccsaria para la Sec. 10.13 y para el capítulo 14. Los ca¬ 
pítulos 13, 14 y 15 se pueden dar en cualquier momento después dei capítulo 7 
y la Sec. 8.9. El lector puede proceder a estudiar Ias intregralcs múltiples y sus 
aplicaciones cn los capitulos 11 y 12 después de estudiar só lo un mínimo dei ma¬ 
terial dcl capítulo 10 (Secs. 10.1, 10.2, 10.4 y 10.5). 

Este libro provee suficiente material para usarse en cursos que totalicen de 
10 a 12 horas crédito por semestre. Para curso» de cálculo sobre la base de 
3-3, 3-3 horas semestre, los capítulos dei 1 a! 8 brindan material suficiente para 
los primeros do? cursos (o trabajo dcl ler. ano); y los capítulos dei 9 al 15 
proporcionan material para los dos últimos cursos (o el trabajo dei segundo ano). 
Un programa más intensivo, con los primeros dos cursos sobre la base dc 5-5 
horas semestre puede usar los capítulos dei 1 al 7 con algún material dei capí¬ 
tulo 8 para el primer curso y los capítulos dei 9 al 15 con algunas omisiones 
(posiblemente de los capítulos 10. 13 y 15) para cl segundo curso. Para indicar 
más claramente a que velocidod sc puede usar el material hemos sugerido asig- 
nociones para un cálculo I de 5 horas semestre y un cálculo li y un cálculo m 
de 3 horas semestre coda uno. 

El libro contiene más de 2,800 ejercicios y 300 figuras. 

Howard E. Taylor 
Thomas L. Wade 

TaUahassee, Florida 



Contenido 


Sugestión para la distribución de clases 
Lista de símbolos especiales 


Capítuli 

3 1. Relaciones y funciones 

1.1 

Conjuntos, 25 

1.2 

Relaciones e intervalos, 31 

1.3 

Funciones, 38 

1.4 

Algunas funciones espcciale9, 46 

1.5 

El álgebra de las funciones, 52 

1.6 

Funciones compuestas, 55 

1.7 

Funciones inversas, 59 

1.8 

Dcsigualdodes y valores absolutos, 66 

1.9 

Pendicnte y función pendiente, 74 
Ejercicios adicionales al capitulo 1, 78 


Capítulo 2. Limites y continuidad 

2.1 Limites, 81 

2.2 Àlgunos limites trigonométricos, 93 

2.3 Continuidad, 100 

Ejercicios adicionales al capítulo 2, 110 


17 

21 

25 


81 


Capítulo 3. Derivadas 111 

3.1 Definición de derivada, 111 

3.2 Existência de la derivada y continuidad, 117 

3.3 Algunos teoremas sobre derivadas, 118 

3.4 Segunda derivada y derivadas de orden superior, 125 

3.5 Derivadas por la derecha y por !a izquierda, 127 

3.6 Movimiento rectilíneo, 129 


11 



CONTENIDO / IS 


12 / CONTENIDO 

3.7 Derivación de seno y coseno, 134 

3.8 Fórmulas para produetos y cocientes, 138 

3.9 La derivada de una función compuesta, 142 

3.10 El teorema dei valor medio para derivadas, 149 

3.11 Antiderivadas, 155 

3.12 Derivación implícita, 161 

3.13 La notación de incrementos, 167 

3.14 Diferencialea, 170 

Ejercicios adicionales al capítulo 3, 179 


Capítulo 4. Algunas aplicaciones de las derivadas 

4.1 Correspondicntcs crecientea y decrecientcs. 181 

4.2 Valores máximos y mínimos, 188 

4.3 Concavidad y puntos de inflexión, 197 

4.4 Funciones inversas y derivadas, 207 
Ejercicios adicionales al capítulo 4, 215 


6.6 Derivación logarítmica, 319 

6.7 Derivación de Exp«, 321 

6.8 Leyes exponenciales de creciinicnto y disminución, 327 
Ejercicios adicionales al capitulo 6, 330 


Capítulo 7. Integración indefinida 333 

7.1 Integrales indefinidas; fórmulas elementales, 333 

7.2 Integración por partes, 338 

7.3 Integrales trigonométricas, 342 

7.4 Integración por substitución, 348 

7.5 Integrandos racionales, 362 

7.6 Fórmulas de reducción, 368 

7.7 Tablas de integrales, 371 

Ejercicios adicionales al capítulo 7, 371 


Capitulo 8. Aplicaciones adicionales de la derivación e integración 375 


Capitulo 5. Integrales definidas 

5.1 Sumas en que el número de términos crece sin limite, 217 

5.2 Notaciones para sumas, 222 

5.3 Particiones, normas y aumentos, 225 

5.4 La integral definida, 227 

5.5 El teorema fundamental dei cálculo, 234 

5.6 Deraostración dei teorema fundamental, 239 

5.7 Propiedades de las integrales definidas, 240 

5.8 Areas, 245 

5.9 Volúmenes de sólidos de revoiución, 256 

5.10 Trabajo, 267 

5.11 Fuerza debida a la prcsión de fiuidos, 277 
Ejercicios adicionales al capítulo 5. 284 


Capítulo 6. Funciones trascendentes 

6.1 Funciones trigonométricas, 286 

6.2 Funciones trigonométricas inversas, 291 

6.3 Funciones exponenciales y logarítmicas, 303 

6.4 El Número e , 311 

65 La derivada de log„, 313 


217 


8.1 

8.2 

8.3 

8.4 

8.5 

8.6 

8.7 

8.8 
8.9 


Razones relacionadas, 375 

Representación paramétrica, 379 

Vectores y movimiento curvilíneo en un plano, 391 

Proyectilcs, 401 

Coordenadas polares, 403 

Longitud de una curva, 417 

Area de una superfície de revoiución, 427 

Curvatura, 435 

Fórmula de Taylor con residuo para F{x), 443 
Ejercicios adicionales al Capítulo 8, 454 


Capítulo 9. Geometria analítica dei espacio 457 

9.1 Sistemas de coordenadas rectangulares de 3 dimensiones, 457 

9.2 Ângulos directores, cosenos directores y números directores, 466 

9.3 EI ângulo formado por dos líneas, 472 

9.4 Planos en el cspacio-3, 475 

9.5 Líneas en el espacio-3, 432 

9.6 Cilindros, 488 

9.7 Superfícies de revoiución, 490 

9.8 Superfícies cuadráticas, 494 

9.9 Curvas en el espacio-3, 501 
Ejercicios adicionales al capítulo 9, 505 



14 / CONTENIDO 


Capitulo 10. Funciones en diferentes variables Lndependientes: Di- 

ferenciación parcial 509 

10.1 Funciones de dos o más variables independientes, 509 

10.2 Derivadas parciales, 515 

10.3 Sistemas de derivadas parciales, 523 

10.4 Interpretación geométrica de las derivadas parciales, 527 

10.5 Limites y continuidad, 531 

10.6 Un teorema básico, 535 

10.7 Derivadas totales, 539 

10.8 Derivada direccional, 547 

10.9 Diferenciales, 554 

10.10 Funciones compuestas, 558 

10.11 Dcrivación implícita, 564 

10.12 Derivadas parciales de orden superior, 559 

10.13 Fórmula de Taylor con residuo para F{x,y ), 575 

10.14 Valores máximos y mínimos de 579 

Ejercicios adicionales al capítulo 10, 585 

Capítulo 11. Integrales múltiples 587 

11.1 Integrales dobles, 587 

11.2 Integrales iteradas de F(x,y), 591 

113 El teorema fundamental para integrales dobles, 595 

11.4 Aieas y volúmenes por integrales dobles, 604 

113 Integrales triples, 611 

11.6 Integrales iteradas de 613 

11.7 El teorema fundamental para integrales triples, 617 

11.8 Volúmenes por integrales triples, 625 

11.9 Transformación de integrales múltiples, 626 

11.10 Coordenadas cilíndricas y esféricas, 641 

11.11 Area de una superfície, 653 
Ejercicios adicionales al capítulo 11, 657 

Capítulo 12. Aplicaciones de la intcgración a problemas de la 

física 659 

12.1 Centro de masa de un sistema de partículas, 659 

12.2 Centro de masa de un cuerpo continuo, 661 

123 Centro de masa de una lâmina, 667 

12.4 Centro de masa de un alambre plano, 673 

12.5 Teoremas de Pappus, 676 

12.6 Momentos dc inércia, 682 

Ejercicios adicionales al capítulo 12, 682 


CONTENIDO /16 


Capítulo 13. Regias de L'Hopital. Asintotas. Integrales generali¬ 
zadas . 685 

13.1 Regias de L’Hopital, 685 

13.2 Limites cuando x —► + oo y cuando x —» — co, 692 

133 Correspondientes que tienden a infinito o menos infinito, 692 

13.4 Asintotas, 707 

133 Integrales generalizadas, 711 

13.6 Integrales curvilíneas, 720 

13.7 Teorema de Green, 730 

Ejercicios adicionales al capítulo 13, 745 


Capítulo 14. Sucesiones infinitas y series 749 

14.1 Sucesiones infinitas, 749 

14.2 Series cuyos términos son números reales, 758 

14.3 Series alternadas, convergência absoluta, 768 

14.4 Series cuyos términos son correspondientes, 774 

14.5 Series de potências, 777 

14.6 Representación de funciones por medio de series de potências, 785 
Ejercicios adicionales al capítulo 14, 794 


Capítulo 15. Aproximaciones 797 

15.1 Aproximación polinomial, 797 

15.2 Construcción de tablas exponenciales y trigonométricas, 801 

15.3 Construcción de tablas de logaritmos, 803 

15.4 Integración aproximada usando series infinitas, 806 

15.5 Integración aproximada por medio de la regia trapezoidal, 810 

15.6 Integración aproximada por la regia de Simpson, 814 

15.7 Método dc Ncwton, 818 

Ejercicios adicionales al capítulo 15, 322 


Tablas IyU 335 

Respuestas de algunos ejercicios con números impares 827 


índice alfabético 


859 



SUGESTIONES PARA LA 
DISTRIBUCION DE CLASES 


Para Cálculo I—5 horas semestre 


Clase No. 

Material 

Clase No. 

Material 

1 

Seca. 1.1, 1.2 

28 

Sec. 3.13 

2 

Seca. 1.3, 1.4 


Sec. 3.14 

3 

Sec. 1.5 

30/ 

4 

Sec. 1.6 

31 

Repaso 

5 

Sec. 1.7 

32 

Prueba 3 

6 

Secs. 13, 1.9 

33 

Sec. 4.1 

7 


34 

Sec. 4.2 

8 

Sccs. 2.1, 2.2 

35 

Ejercicios en el pizarrón 

9 i 



Sec. 4.3 

10 

Sec. 2.3 

37/ 

11 

Repaso 



12 

Prueba 1 

(La Sec. 4.4 sc usará como mate¬ 

13 

Sec. 3.1 

rial de referencia) 

14 

Sec. 3 2 



15 

Sec. 3.3 

38 

Repaso 

16 

Secs. 3.4, 3.5 

39 

Prueba 4 

17 

Sec. 3.6 

40 

Sec. 5.1 

18 

Sec. 3.7 

41 

Sccs. 53, 5.3 

19 

201 

211 

Sec. 33 

Sec. 3.9 

* 

421 

43/ 

44 

Sec. 5.4 

Scc. 5.5 

22 

Rcpaao 

45 

Sec. 5.7 (sea ligero en 

23 

Prueba 2 


Ia teoria) 

24 

Sec. 3.10 

46 

Sec. 5.8 

25 

Sec. 3.11 

47 

Ejercicios en el pizarrón 

26 

48 

Scc. 5.9 

27 

Sec. 3.12 

49 

Sec. 5.1*0 


17 
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Clase No. 

Material 

Clase No. 

Material 

50 

Ejercicios en el pizarrón 

64 

Sec. 6.8 

51 

Sec. 5.11 

65 

Repaso 

52 

Repaso 

66 

Prueba 6 

53 

Prueba 5 

67 

Sec. 7.1 

54 

Sec. 6.1 

68 

Sec. 7 2 

551 

Sec. 6.2 

69 

Sec. 7.3 

56! 


Sec. 7.4 

57 

Sec. 6.3 

71J 

58 

Sec. 6.4 

72 

Repaso 

591 

Sec. 6.5 

73 

741 

75J* 

Prueba 7 

60J 

61 

621 

1 

Sec. 6.6 

Sec. 6.7 

Repaso para el examen 
final. 


Para Cálculo II—3 horas semestre 



Clase No. 

Material 

Clase No. 

Material 

V 

Sec. 9.1 

25 

Prueba 3 

2 

Secs. 9.2, 9.3 

26 

Sec. 11.1 

3 

Scc. 9.4 

27 

Sec. 11.2 

4 

Sec. 9.5 


Los métodos de mtegra- 

5 

Ejercicios en el pizarrón 

28| 

ción que se omiten en 

6 

Secs. 9.6, 9.7 

29j 

el primer curso (Véa- 

7 

Sec. 9.8 


se el capítulo 7). 

8 

Repaso 

30 

Sec. 11.3 

9 

Prueba 1 

31 

Ejercicios en el pizarrón 

10 

Secs. 10.1, 10.2 

32 

Sec. 11.4 

11. 

Sec. 10.3 

33 

Secs. 11.5, 11.6 

12 

Scc. 10.4 

34 

Secs. 11.7, 11.8 

13 ' 

Sec. 10.5 

35 

Repaso 

14 

Sec. 10.6 

36 

Prueba 4 

15 

Sec. 10.7 


Sec. 11.9 

16 

Sec. 10.8 

38 J 

17 

Repaso 

39 

Scc. 11.10 

18 

Prueba 2 

40, 

19 

Scc. 10.9 

41 

Material sclcccionado dei 

201 

211 

Sec. 10.10 

42 

43 

capítulo 12. 

22 

23 

Sec. 10.11 - 
Scc. 10.12 

44 

45 

Repaso para el examen 
final. 

24 

Repaso 
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Para Cálculo III—3 horas semestre 


Clase No. Material 

1 Sec. 8.1 

2 Scc. 8.2 

3 Sec. 8.3 

4 Sec. 8.5 

5 Sec. 8.6 

6 Ejercicios en cl pizarrón 

7 Sec. 8.9 

8 Repaso 

9 Prueba 1 

10 Sec. 13.1 

11 Scc. 13.2 

51 Stc - 133 

14 Scc. 13.4 

\l\ Scc. 13.5 

17 Scc. 13.6 

18 Ejercicios cn cl pizarrón 

5) s “- 13/7 

21 Repaso 

22 Prueba 2 

23 Sec. 14.1 


Clase No. 
241 
25 J 
261 
27/ 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 


Material 
Sec. 14.2 

Sec. 14.3 

Ejercicios cn cl pizarrón 
Sec. 14.4 

Sec. 14.5 

Sec. 14.6 
Repaso 

Prueba 3 
Sec. 15.1 
Sec. 15.2 
Scc. 15.3 
Sec. 15.4 
Secs. 15.5, 15.6 
Sec. 15.7 

Repaso 
Prueba 4 

Repaso para el examen 
final. 



LISTA DE 

SÍMBOLOS ESPECIALES 


SÍMBOLO 

Significado 

SecciÓN 

Ç 

Es elemento de 

1.1 

i 

No es elemento de 

1.1 

{c„ c„ ... , c.) 

Un conjunto 

1.1 

(*ÉU|S,) 

fm 

El conjunto de todos los elementos 


de U que satisfacen S, 

1.1 

z 

EI conjunto vacío o conjunto nulo 

1.1 

(a, 6) 

CJn par ordenado 

1.1 

{(*,r)l s n } 

El conjunto de todos los pares or¬ 
denados que satisfacen y 

cuyas componentes son elementos 


dei universo U 

1.1 

c 

Es un subconjunto v de 

1.1 

c 

Es un subconjunto propio de 

1.1 * 

p + q 

Si p cs vercladcro, entonces q es 



verdadero 

1.1 

p*-*-q 

p es verdadero si y sólo si q es ver¬ 



dadero 

1.1 

n 

Intcrsección 

1.1 

u 

Union 

1.1 

Re 

El conjunto de todos los números 



reales 

1.2 

K = <(*,y)|Sr,} 

Una relación en Re 

1.2 

Re X Rc 

El conjunto de todos los pares or¬ 

[o',b] 

(a; 6) 

denados de números reales 

1.2 

Un intervalo cerrado de a a b 

1.2 

Un intervalo abierto de n a 6 

1.2 

[a; 6) 

Un intervalo, abierto por la derecha 


(a; b] 

de a a 6 

1.2 

Un intervalo abierto por la ixquier- ' 


da de a a b 

1.2 
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SÍMBOLO 

Significado 

Sección 

(— co; + 00 ) 

Re 

1.2 

[a; + 00 ) 

El conjunto dc todos los números 



rcales mayores 0 iguales que a 

1.2 

(— co; a] 

El conjunto de todos los números 



rcolcs menores 0 iguales que a 

1.2 

FM 

La correspondiente de x ante la 



función F 

1.3 

F(a) 

El valor dc F(x) cn * = a 

1.3 

[(*,y)\y = F(x)) 

La función que cs cl conjunto dc 



todo* los pares ordenados (x,y) 
tales que y = F(x) 

1.3 

UIV ] 

La compuesta de U con V 

1.6 

lim F(x) 

D limite de F(x) cuando * tiende 


#-•« 

a a 

2.1 

DrF(x) 

La derivada dc F(x) con respecto 



a x 

3.1 

F'M 

La derivada dc F(x) con respecto 



a x 

3.1 

DF 

La derivada de la función F 

3.1 

r 

La derivada de la función F 

3.1 

Ivw 

La n-sima derivada de F(x) con 



respecto a * 

3.4 

dJM 

La diferencial de F(x) con respecto 



a x 

3.14 

lim F(n) 

El limito de F(n) cuando n crece 


n-+* 

sin limite 

5.1 

z 

La suma desde i = m hasta i = n 

5.2 

In» 



[V(»W* 

La integral definida de F sobre 
[a; 6] 

5.4 

\f(x)dx 

Una integral indefinida de F(x) 

7.1 

a 

El vector (o*, oa) 

8.3 

1 

EI vector unitário (1,0) 

8.3 

i 

El vector unitário (0, 1) 

8.3 

R 

El vector de posición xi + y j 

8.3 

V 

El vector velocidad x*i + y»j 

8.3 

A 

El vector aceleración x fl i + y„j 

83 

M b, c) 

Una triada ordenada 

93 

{(x,y,z) | S w ) 

El conjunto de txindas ordenadas 
_ de números reales que satisfacen 



la proposición S**, 

9.1 


símbolos especiales/2S 


SÍMBOLO 

n*y) 

H+b) 

(Xy7í*) 

I z = F(x,y)) 

iVhr) 

lim /(«.y) 

F-M y) 

F„ 

■■■F„{x, y) 

F m 

\\F(*.y)dA 

l* 

dv 

•h) 

lim F(x) 

) -» + co cuando x-> a 
) -» + co cuando x -» + co 

ÍM 


Significado Sección 

La correspondientc de (x,y) ante 

la función F 10 i 

EI valor de F {x ,y) en (a, 6) i 0 .l 

£1 par ordenado cuya primem 
componente es (*, y) y cuya se- 
gunda componente es a 10.1 

La función que es el conjunto de 
todas las pa rejas ordenadas 
(*» r5 z) tales que * = /*(* y) 10.1 

La derivada parcial de F{x t y) con 
respecto a x 10.2 

La derivada parcial de F con res¬ 
pecto a x 102 

El limite de F(x,y) cuando ( x,y) 
tiende a (o* 6) 103 

La derivada direccional de ; = 

F(*>y) en (x l ,y a ) l en la di- 
reccion d 108 

La segunda derivada parcial de 
F{x,y) con respecto a x 10.12 

La segunda derivada parcial dc F 
con respecto a * 10.12 

La segunda derivada parcial de 
F(x*y) f primero con respecto a 
x, después con respecto a y 10.12 

La segunda derivada parcial de F, 
primero con respecto a x, después 
con respecto a y 10.12 

La integral doble dc F sobre la re¬ 

gi 011 R ii.i 

La integral triple de F sobre la 
región R * 

El Jacobiano de una transforma- 
ción 11.9 

El limite de F(x) cuando x crece 
sin limite 13 ^ 

F(x) crece sin limite cuando x 
tiende a a 13 3 

F(x) crece sin limite cuando * 
crece sin limite 13.3 

La integral generalizada de F sobre 
[a; + co) 


13 C 



1 


Relaciones 

y 

funciones 

Sc dicc frccuentemente que !a asignatura llamada cálculo descansa sobre Ires 
conccptoa básicos: el concepto de variable , el conccpto de junción y d concepto 
de limite. Es nuestro propósito estudiar, en los capítulos 1 y 2, estos tres conceptos 
básicos. Puesto que desearnos presentar estas ideas por medio dc conjuntos, 
harèmos primero una breve exposición acerca de los mismos. 

1.1 Conjuntos. Consideramos determinado un conjunto, cuando tenemos 
un medio pam decidir si un objeto está cn cl conjunto o no. Hablando estricta- 
mente, consideramos “conjunto” como un concepto no definido. Los objetos con- 
tenidos cn un conjunto son llamados elementos o miembros dei conjunto. Aunque 
los miembros de un conjunto pueden ser objetos de cualquier clase, a nosotro 9 nos 
interesan aqui, espccinlmcnte, los conjuntos de números reales. Supouemos que el 
lector está familiarizado con los números reales, con los postulados que ellos 
satisfacen y con sus propiedades fundamcntales. 

Usualmentc emplearemos Jetras minúsculas para designar los elementos de un 
conjunto y letras mayúsculas para designar los conjuntos. Así, hablaremos dei 
elemento a (Iéasc: a minúscula), dei conjunto A (lcase: A mayúscula). Si el 
número de miembros de un conjunto se puede cxpicsar mediante un entero 
positivo, diremos que el conjunto es un conjunto finito; en caso contrario se dirá 
que cs un conjunto infinito. Un conjunto finito se puede indicar escribiendo sus 
élèinontos dentro de llnvcs. Por ejcmplo, si A cs e! conjunto de los enteros positivos 
impares menores que 10, entonccs: 

A = {1,3, 5, 7,9). 

Si un conjunto es finito, pero tiene un número grande de elementos, poderao 9 
expresarlo escribiendo una cantidad suficiente de éstos para indicar cómo se 
pueden determinar los restantes y cuántos elementos tiene. Por ejemplo: si B es d 
conjunto de los enteros impares positivos menores que 100, escribiremos 

fí= {1.3, 5, • • •, 99). 
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De forma más general, si cl conjunto C tiene como elementos a o* c„ • • •, c n , 
entonccs escribiremos 

C = 

Especificaremos un conjunto infinito, enlistando un número suficiente de sus ele¬ 
mentos para indicar la regia con que se determinan los elementos restantes segui¬ 
dos de tres puntos, • • •, que ee leen: “etc.” Por ejemplo: Si D es una progresión 
geométrica infinita cuyo primer término es a y cuya razón es r, entonces 

D = {a, ar, ar 1 , • • •}• 

Cuando especificamos un conjunto enlistando sus elementos, como hicimoa con 
A t B,Cy D t se dice que hemos tabulado el conjunto. 

Si un objeto o es un elemento dei conjunto A, escribiremos a € A y leeremos 
“o es elemento de A”. Si un objeto b no es un elemento dei conjunto A, cscribi- 
remos b £ A y icercraos “6 no es elemento de A”. Por ejemplo: 

3 €{1.2. 3,4}, pero 6/{1,2, 3,4). 

Si N es el conjunto de los números naturales, o enteros positivos, entonces 5 £ N, 
pero _* £ N y i { N. 

En general, el orden en que se cscriben los elementos de un conjunto no 
tiene significado y sólo se entiende que los elementos son distintos. Como ilustra- 
ción: no consideraremos cn general que los símbolos a, b, c, d t b, c constituyan un 
conjunto con seis elementos, sino un conjunto con cuatro elementos, al que repre¬ 
sentamos por {ayb,c,d). También consideraremos como iguales a los conjuntos 
{o, b, c) y (o, Cy 6 l Sc dice que dos conjuntos A y B son iguales si tienen los 
mismos elementos. Si los conjuntos A y B son iguales, escribiremos A = B, y si 
no lo son escribiremos A^B. 

Como se ilustra en el párrafo precedente, seguiremos la convcnción de que 
cuando definamos un término matemático mediante una proposición verbal, el 
término se pondrá en “negritas”. Cuando definamos un término mediante el uso 
de símbolos matemáticos y el signo de igualdad ( = ), solamente diremos “defini¬ 
mos”, seguido de la igualdad, con “definimos” en negritas y con cl* término 
definido a la izquierda dei signo dc igualdad. Por ejemplo: Definimos: • 

o 1 ss a • a • a. 

Seguiremos la convención de que cuando enunciemos una definición en cual- 
quiera de las formas siguientes: “q si p” o “si p. entonces q”. significaremos 
u q si y sólo si p”. Como ilustración, hemos dado la definición: “Dos conjuntos, 
A y B, son conjuntos iguales si tienen los mismos elementos”; esto significa: 
“Dos conjuntos, A y B f son conjuntos iguales si y sólo si tienen los mismos 
elementos”. 

Una variable es un símbolo que representa un elemento no especificado de 
un conjunto dado. Dicho conjunto es llamado conjunto universal de la variable 
o universo de la variable, y cada elemento dcl conjunto es un valor de la varia¬ 
ble. Sea * una variable cuyo universo es el conjunto (1, 3, 5,7,9,11,13}; enton¬ 


ces x tiene los valores 1, 3, 5, 7,9,11,13. En otras palabras, x puede reemplazarse 
por cualquier entero positivo impar menor que 14. Por esta razón, a racnudo sc 
dice que una variable es un reemplazo dc cualquier elemento de su universo. 

Consideremos el conjunto A de los enteros impares mayores que 1 y menores 
que 5. Entonces A tiene sólo un demento, el 3; esto es A = {3}. Si la variable y 
tiene como universo A = {3}, entonces y tiene sólo un valor o sea, el 3, y deciraos 
que y es una constante. En general, una constante es un símbolo para designar 
el elemento de un conjunto compuesto dc solo un elemento. 

Supóngase que S, es una proposición que contiene a la variable * cuyo uni¬ 
verso es U . Supóngase también que cuando reemplazamos x por cualquier elemento 
de U, obtenemos una expresión que puede ser cierta o falsa. Entonces liamamos a 
S„ una condición en U. Si o cs un elemento dei universo U t con la propiedad 
de que 5* es verdadera cuando a sustituye a x, décimos que a satisface la con¬ 
dición Sr. Los símbolos 

{* € £/ | S.} (1) 

denotan “el conjunto de todos los elementos dei universo V que satisfacen ln con¬ 
dición S x '\ Para ilustrarlo:. si U es d conjunto de enteros positivos, entonces 

[xÇU\x<9} = {1,2, 3,4, 5, 6, 7,8}; 

{* £ XJ | x 1 — 5* “h 6 — 0} = {2,3}. 

Observamos que la condición x z — 5x + 6 = 0 se satisface por 2 y 3 y que son 
estos los únicos demeutos de U que cumplen dicha condición. 

Si d conjunto universal U a que nos referimos no ofrece ambiguedad, abre¬ 
viamos (1) de la siguiente manera: 

{* I S t ) (2) 

y leemos estos símbolos como “d conjunto de todos los elementos dei universo que 
satisfacen la condición Sr”. Por ejemplo: con el conjunto de enteros positivos 
como universo, podemos escribir las ilustraciones dei párrafo precedente como: 

{* | x <-9) = {1,2, 3,4, 5,6, 7.8}; 

{x\x> — 5* + 6 = 0} = {2,3}. 

El conjunto { x | S,}, formado por todos los elementos dei universo que satis¬ 
facen la condición S„ frecuentementc se llama conjunto solución de la condi¬ 
ción Sg. Por ejemplo: si el universo es d conjunto de todos los enteros. 
d conjunto solución de la ecuación x i = 9 es {—3,3}, 
d conjunto solución de Ia ecuación 2x* + 5x = 0 es {0}, 
d conjunto solución de la desigualdad aç* < 3 es {—1,0,1). 

AI conjunto que no tiene demento» se le llama conjunto cero o conjunto 
yacío y se denotará por Z, Paro indicar que un conjunto dado, A, no tiene de¬ 
mentas, escribiremos A = Z t y para significar que B tiene cuando menos un 
elemento, escribiremos B^Z. 
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Si U = {0,1.2,3,4, 5}, entoncea 

{* € Ü\x‘ — 3x + 2 = 0) = {1,2}, 

{* € V | ** = 0} = (0), 

{*€ U\* = — 1 ) = *• 

Nóiesr qiie el conjunta vacío y <sl conjunto con cl ccro como único demento, son 
diferentes. En ocasiones trabajaremos con conjuntos en los cuales dos o mas ele¬ 
mentos pueden ser iguales, o bien, en que el orden de los elementos puede lener 
significado, o ambas cosas. Pero en tales ocasiones nos referiremos a dichos 
conjuntos con un nombre distinto de "conjunto , tal como par ordenado , 
“n-ada ordenada", “progresiôn finita” o “progresión geométrica infinita . Por 
ejemplo: los dementas de una progresión geométrica infinita D - {o, ar, ar*, J 
están ordenados, siendo o el primer término, ar. d segundo, or 1 d tcrcero, etc. 

En la geometria analítica plana se está acostumbranao a trabajar con coorde¬ 
nadas rectangulares de puntos. Las coordenadas de un punto constituyen un par 
ordenado de números. Tendremo, un par ordenado de objetos cuando tan¬ 
gamos dos objetos, uno de los cuales se identificará como d pnmero y el oiro 
como el segundo. Por ej.t ( 0 , 6 ) » un par ordenado en d cual 0 . « h 
componente y 6 es U segunda. Los pares ordenados (a, 6 ) y (*.<<) *>" 

iguales si y sólo si a = c y b = d. Luego (a, b) * (b •), o menos que a = 6 . 

Las doi componentes de un par ordenado pueden ser elementos de vn 

mismo conjunta o <le conjuntos diferentes. Por ejemplo: st A - (1,2} y O - 
(3,4), los pares ordenados ' * 

(1,3), (1,4), (2,3) y (2,4) 

son de la forma («, 6 ), con a € A y 6 € 6 . 

Se. S„ un. proposición en las variables * y y, con universo U y con la 
propiedad de que cuando reemplacemos * por cualquier elemento de U, y y por 
cualquier elemento de V, obtengamos un predicado que puede ser cierto o falso. 

Se dice que un par ordenado (o, 6 ), con o y 6 € U, satisíace la propos.cion 

S,„ si S„ ea verdadera cuando * se substituye por o, y y se substitnye por b. 
Los símbolos 

denotan "el conjunto de todos los pares ordenados que salisfacen S„ y cuyas 
componentes son elementos dei universo V 

El conjunto {(*,y)|5 w ), es el conjnnto solución de la proposición S n . 
Por ejemplo: si el universo es el conjunto de números reales, Re, el conjunto 
solución de la ecuación 


se exprcaa por 


*—r = 2 
{(*,r)l*—)=2> 
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y consta de un número infinito de pares ordenados de números reales, algunos 
de cuyos elementos son 

(0,— 2), (7,5) y (11,9). 

Para el mismo universo, el conjunto solución de la proposición 

2* + y = 5 y x + y = 2 

se expresa por 

{(x,y) |2* + y = 5 y x + y = 2), 
y consta dc la pareja ordenada (3,—1). 

Un conjunto A, es subconjunto de un conjunto B, si cada elemento de A es 
un elemento de B, indicamos esto escribiendo A Q B. Por ej.: {1,2} Ç (1,2,3) y 
{1, 2, 3} C {l. 2. 3). Nótesc que cualquier conjunto es un subconjunto de s» mismo: 
A C A. Si A no cs un subconjunto de B. escribimos A B. Así (1, 4} (1, 2, 3). 

Hallamos conveniente el uso de los símbolos 

p + q 

como abreviación de Ia proposición: 

“Si p es verdadera, entonces q es verdadera”. 

De modo aemejante, usaremos los símbolos 

p*-+-q 

como abreviación de la proposición: 

“p cs verdadera si y sólo si q es verdadera”. 

Como ejemplo dei uso dc estos símbolos, tenemos: 

“El conjunto A es subconjunto dc 8”, significa: “* Ç A ■> x ÇB”; 

U A QBy B C A A = B”. 

Si A es un subconjunto dc B, y si hay al menos un elemento de B que no es 
miembro de A, entonces A es un subconjunto propio de B, y escribimos A C B. 
Si A no es un subconjunto propio de B , escribimos A <f. B. Por ejemplo 
(o,6) /{a, 6). 

Seguiremos la convención que el conjunto vacío Z, es subconjunto de cualquier 
conjunto y es subconjunto propio de cualquier conjunto excepto de sí mismo. 

Los subconjuntos de {a, b, c} son [a, b, c), {a, b }, {a, e}, {6, c), {a}, { b ), {c}, 
Z. Con excepción dei primero, todos son subconjuntos propios. Nótese que el nú¬ 
mero de subconjuntos de {a, b, c) es 2* = 8. lln conjunto con n elementos tiere 
2 * subconjuntos. 
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La intersección de los conjuntos A y B, se expiesa por A fl B y se Ice 
“A intersección B ”, representa el conjunto de objetos que son elementos de A 
y de B. Esto es 

* 6 A n B <->• * 6 A y x € B. 

La unión de los conjuntos A y B, se expresa por A U B, y sc lee ' C A unióti B” t 
representa el conjunto de objetos que son elementos de cuando menos uno ele los 
conjuntos A y B. Esto es * 

x € A U B -<->■ x Ç A y/ò x € B. 

Por ejemplo si: 

A = (o. b, c, d) y B={c t d,c,l}, 

entonces 

AC\B = {c,d} y /lUfi={a l 6,c,(l,í l /}. 

Nótese que A n A = A y A U A = A. Adernas A n Z = Z y A U Z — A. 

EJERCICIOS 


Si el universo U es el conjunto de los enteros positivos menores que 25, 
tabule cada uno de los conjuntos en los ejercicios dei 1 al 3. 

1. («){*|*€ U) (&){*!*’ É */}• * 

2. (a){x |* a <10) (&){* I — 5a: = 0). 

3. [a) {x | x* — IX* + 28 = 0} (6) {* | ** — 24*— 25 = 0}. 

En cada uno de los ejercicios dei 4 al 7 halle el conjunto solución dc la 
ecuación dada si el universo ca el conjunto de los enteros. 

4. 2* + 4 = 12. 5. —3* 3 + 12 = 0. 

6. 3* a — 4 = 23. 7. ** — *—12 = 0. 

En cada uno de los ejercicios dei 8 al 11 encuentre el conjunto solución de la 
ecuación dada si el universo es cl conjunto de los números rcales. 

8. x* — 4** = 0. 9- ó* 2 — * — 35 = 0. 

10. V3x* — 4* + V3" = 0. 11. ** — 5** + 4 = 0. 

12. Si U — {1, 2), enliste todos los pares ordenados cuyas componentes sean 
elementos dc U. 

13. Si U = {1,2, 3,4), enliste todos los pares ordenados cuyas componen¬ 
tes sean elementos de U. " • 

14. Para los conjuntos A = {o, 6, c, d) y B = determine A Q B ; 

A U B\ A O A; B O B; A U A; B U B; A fl Z\ B O Z; A U Z\ B U Z. 

15. Seau A = {2,4,6,8,10} y B = {3,6,9}. Halle A O B y A U B. 

16. Para los conjuntos A = {o, b, c, d) y B = [b.d,e) t enliste los conjuntos 
C que tienen la propiedad de que C C A y C C B, y compruebe que cada 

CQ(ADB). 

17. Enliste los subconjuntos de {a, b, c,d). <>Cuáles de ellos son subconjuntos 
propios dei conjunto dado? 

18. Si A = {1,2, 3,4), ^cuáles son los conjuntos B, tales que {1,2} C B 
y D C A? 

t Seguiremos la convención de usar Vo" par. indicar el “o" inclusivo que significa una 
u otra o ambos posibilidadea. Esto es, x (z.A U B n x £ A 6 x £ B 6 xÃ n B. 
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1.2 Relaciones e intervalos. Hicimo, breves eoment.rio, sobre lo, p- 
"* ordenados y noumo, que e.t« se presentan en rel.ción con Ua ecuacione: 
con dos variabies. Por ejemplo. una solución de una ecuación 

ax + by = c ( 3 ) 

en las variabies * y y, es una pareja ordenada de número (*„ n ) que satisface la 
ecuaaon. H conjunto solución de una ecuación de Ia forma (3). es un eoniunto 

y no e ‘ °" ÍV " B " '* C ° njUn, ° dí "™ *•- 

Sin embargo, si se toma como universo V = {1,2,3), podemos tabular los 
siguientes conjuntos soluciones de las expresiones dadas en las variables * y r 
que tienen Ia propiedad dc que * 6 J y y Ç U: 

= {(*. y) I y = *} = {(1,1). (2,2), (3,3)), 

** = \y > *) = (d,2), (i,3), (2,3)}, 

?* = í, ( *’ r l ! * +1=4) = ((1 ’ 3)> (2 - 2) ' (3 - «í. 

R, = {(*, y) | a» + y’ = 5) = {(1,2), (2,1)). 

un u^Tir 0 m de P 0 "* ord * n «|Í°» euy»s imponente, sean elemento, de 
un un.verso V, se Jlama relación en U. Los conjuntos R„R„R„Fu, antes espe- 

cificados, son relaciones dei conjunto {1,2,3}. El conjunto 

= {(*»y) I* —y = 2 } 

tratado en la sección precedente, es una relación dcl conjunto de números reales. 

U domínio de un» relación R, en un conjunto V, es el subconjunto de V 
cuyos elementos son la primera componente de los pares ordenados que perte- 
necen a R. El rango de una relación R en V, es el subconjunto de U, cuyos' 
elementos son la segunda componente de los pare, ordenados que están eu N 
Pa ™ “ reUc, ° n “ y «• q«e dimos, y para las cuaies 

cl domínio de R, = (1,2, 3), el rango de R, = (1,2,3); 

ei dorainio de R, = {1,2), d rango de R, = {2.3}; 

el domínio de R, = (1, 2 , 3 ). e! rango de R, = {1,2,3}; 

“ dominio de = {1.2}, el rango de R . = {1,2}, 

Si el univers. U no está especificado, consideraremos que es el conjunto de 
numeros reales, Re. Seguiremos la convención de que, a menos que se especifique 
lo contrario, el domínio dc una relación en Re, ™ 

* = ((*7) 15»), 

es el conjunto D de lodos Io, números reales, con la propiedad de que a Ç D si y 
solo n, exute un número b € Re, tal que («, b) € R. 7 

Para la relación 

Rrs = {(*,y) I*— y = 2 } 

^ ^ COnjUnl ° de números rea,es * Re ’ V d rango es tarabién Re. Para 


= ((». y) I y = **) 
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el dominio ca cl conjunto de números reales y cl rango es cl conjunto de números 
reales no negativos. Para la relación 

R, = {(*,y)|r=VÍ> 

tl dominio es el conjunto de los números reales no negativos y cl rango es, así- 
mismo, el conjunto de números reales no negativos. Para la relación 

R. = {(*.r> |y = sen*> 

el dominio es el conjunto de números reales y el rango es el conjunto de los 
números reales desde —1 hasta 1, incluyendo a ambos. 

Para la relación 

el dominio consiste en lodos los números reales, excepto —2 y 2. Para lo rdacion 

((*.?> |y s =4^r) 

el dominio consiste cn todos los reales mayores que —2 y mfnores que 2. 

El produeto cartesiano, V X V, de dos conjunto, dados. U v V es la 
totalidad de pares ordenados que se puedan formar con elementos de U. como 
primeras pomponentes, y con elementos de r, como segundas: 

(*, r ) 6 VY.V ** x €Vyy€V. 

Por ejemplo, ai O = {1,2} y V = {1,2.3}, entonces 

t/X V = {(1,1). (1.2), (1,3), (2,1), (2,2), (2, 3)}. 

V X U = {(1,1). (1,2), (2,1), (2.2), (3,1), (3,2)}. 

Aunque V X V y V X U tienen el mismo número de elementos, en el ejemplo 

anterior, en general, V X V V X U. 

El produeto Cartesiano de V y V, esto es U X V, se llama conjunlo Carie- 

siano de U: 

(x,y) £ UXV *£U yy£U. 

Frecuentemente encontraremos el conjunto Cartesiano de un conjunto univenal 
dado, U, y subconjuntos dc este conjunto Cartesiano. Sea el universo U - II. 
Entonces 

UXV = {(1,1). (1.2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3)). 


I 


Hay que tener presente que una relación en U cs un conjunto de pares orce 
nados, cuyas componentes son.elementos de U. Por tanto, una relación en U, es un 
subconjunto ce u X U. Por ejemplo: las relaciones R u Ru R, y R*, «pecihca- 
das en el segundo párrafo de esta sección, son subconjuntos de l X U, siendo 

Una relacwn en Re, es un subconjunto de Re X Re. Las relaciones R„ Rs y 
R„ son relaciones en Re, y cada una de ellas es un subconjunto de Re X Re. 


RELACIONES E INTERVALOS/SS 


En la geometria analítica plana cada punto P[a, 6) dei plano, corresponde 
a un elemento dei conjunto Cartesiano Re X Re, siendo Re el conjunto de núme¬ 
ros reales, y cada elemento de Re X Re corresponde a un punto dei plano 
coordenado. 



Fig. LI R.» «*,y> |y-*) Fig. L2 R« - {(*,y) \y y -1 < 

x<2) 



Fig. 1^ R»-{(*,*) |y-|*|) Fig. 1.4 R,8 — ((*, y) J —1 < * 

< 2 y 0 < j < 3} 


La grafica de una relación R, ea cl conjunto G, de todos los puntos dei 
plano coordenado, con la propiedad siguiente: 

P(o,6) 6 G (o,6) € R. 

Adcmás, Ia gráfica de una proposición S^,, que comprende las variables x y y, 
es la gráfica de la relación 

A = «*r)!«*> 

En las Figs. 1.1-1.8 se dan algunos ejemplos de gráficas de relaciones. 
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En la Fig. 1.1 se debe entender que la gráfica de R„ es la recta que bisecta 
los cuadrantes primero y tercero, y que se extiende indefinidamente en las dos 
direcciones. El punto P(.% 3) está en la gráfica porque (3.3) £ {(x,y) \ y = x ). 
Por lo contrario el punto P(2,1) no está en la gráfica porque (2, 1) £ {(x. y) | 
y = x )• k figura 1.2, la gráfica de R x , es un segmento de recta que incluye 
sus puntos extremos, los cuales están indicados en forma visible. En la Fig. 1.4, 
la gráfica de consiste de todos los puntos que están en el rectángulo som¬ 
breado y sobre la frontera dei rectángulo. 

Al describir el dominio y cl rango de una relación en Re, frecuentemente 
conviene usar la notación y terminologia de intervalos, que son subconjuntos dc 
Re. D escrib iremos nucve intervalos, cuatro dc cllos finitos y cinco infinitos. En la 
definición do intervalos finitos, a y b son números reales, siendo a < 6. 



Fig. LU [a;b) - {* | a <x<b) Fig. LI 2 (a: b) - (x | o < * < i) 


El conjunto de todos Jos números reales mayores o iguales que a y menores 
o iguales que b, se expresa por {* | a < * < b). Este conjunto se llama inter¬ 
valo cerrado áeaaò;y también se expresa por [a; ò]; esto es: 

[a; 6] = b). 

El conjunto de números reales mayores que a y menores que b, se expresa 
por {x | a < a: < 6). Este conjunto se llama intervalo abierto de a a b y tam- 
bién se denota por (a; 6); esto cs: 

(a; b) = [x | a < x < 6}. 

El conjunto de todos los números reales mayores o iguales que a y menores 
que b, se expresa por {* | a < * < b). Este conjunto se llama intervalo abierto 
a la derecha, de a a b, y también se expicsa por [a; b) ; esto cs: 

(a; b) = (x | a < * < b). 

El conjunto dc todos los números reales mayores que a y menores o iguales 
.que b, se expresa por {x ( a < x b). Este conjunto se llama intervalo abierto 
a Ia izquierda de a a b y también se expresa por (a; 6]; esto es: 

(o; b] = {x\ a < x < b }. 

Representamos estos intervalos en la escala de números reales en las Figs. 
1.9-1.12. 

Pucsto que existe una correspondência biunivoca entre los números reales y 
los puntos de una escala numérica, frecuentemente hablarcmos dc la represen- 
tacion de un intervalo en la escala numérica, como dei intervalo misrao. Conse- 
cuenteraente, usaremos la palabra “intervalo” para significar uno de los conjuntos 
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de números reales antes definidos, o la represcntación de esc conjunto sobre ia 
escala numérica. 

En cada una de las Figs. 1.9-1.12, los puntos visibles (como en e! punto o 
en la Fig. 1.11), indican que el punto está incluído en el intervalo y un arco de 
círculo cn un punto (como en el punto b en la Fig. 1.11), indica que el punto 
no está incluído en el intervalo. 

Como ejemplo [0; 4] = {* | 0 < * < 4), es el intervalo cerrado formado por 
todos los números reales desde 0 hasta 4, inclusive (Fig. 1.13). 

Similarmente, (0; 4] = [x | 0 < .r < 4), es el intervalo abierto a la izquier- 
da, formado por todos los números mayores que 0 y menores o iguales que 4 

(Fig. 1.14). 

Cada uno de los intervalos [a; 6], (a; 6), [o; b) y (a; 6] se llaroa intervalo 
finito, con o como punto extremo i^quierdo y b como punto extremo 
dereeho. 



Fig. 1.13 Fig. L14 

A veces es conveniente considerar una porción de la escala numérica real, 
que se extiende indefinidamente cn una o ambas direcciones. Al haccrlo osí, usa¬ 
remos los cinco intervalos infinitos 

{x|a<x}, {% | a < x), 

[x I x < 5), (x I x £ Re) = Re. 

Sc pueden tener notaciones alternativas para estos intervalos, usando el sím¬ 
bolo oo como sigue: 

[a; + co ) = (x | a < x}, (o; + oo ) = (x | a < *}, 

(— co; 6) = (x I X < è), (— » ; b) = [x | x < f>), 

(— co ; -b co) = Re. 


Tabla 1.1 


Kelación 


Dominio 


Ri = (l*.y) I *— y = 2} (—»; + «) 

R. = {(*.r) \y = *) (—«; + ») 

R t = [(*,y)| r = VI) [0; + oo) 

R. = Ux,j) |y = sen*} <— =o; + «) 

R. = {(*.y) Ir =*) <—«; + «>) 

R,. = {(x, r )|y = xy — 1 < * < 2} [-1.2] 

= {(«. 7 ) Ir = 1 * 1 ) (_«;+•) 

*„ = {(*,r) |-!<*<2y0<y<3) [—1,2] 

*.. = ((*.7) |y = i*’> (—»; + « 

*.,= ((*.7) 17' = *} [0;+-») 

*..= ((*.7)l* 5 + 7’ = 25} [—5; S] 

*.. = ((*.7) Ir = V2S-* 1 } (-5:51 


Rango 

(— co; + oo) 
[0; + co) 

(0; + oo) 

[—i; i] 

(— co ; 4- co) 

C—i; 2] 

[0; + co) 

[0; 3] 

(0; + oo) 

(— ; + oo ) 

[-5; 5) 

[0; 5] 
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For cjcmplo: cuando escribimos (—co; ò] representamos el conjunto de 
todos los números reales de los cuales b es el mayor, pero en que no hay uno 
que sea cl menor. Cuando escribimos (a; + co) representamos el conjunto de 
todos los números reales mayores que a y en el que no hay uno que te a el raayor. 

Mediante el uso de intervalos indicamos en la tabla 1.1 el dominio y el 
rango de cada una de las relaciones R a , • • •, R l0 , antes especificadas. 


1. Si V = (1,2), tabule cada una de las relaciones: 


*!=;{(*, 7 ) y = *), 
£ = {Ur y >4 
rt« = {(*»y) y<* . 


. > - /1 i / j - 

Grafique cada relación y dé el dominio y el rango. 

2. Si U = {1,2, 3, 4), tabule cada una de las relaciones: 


5 * = 7 = *}. 

*» = {(*» 7 ) y<*}. 


£ = {(*,y) y>x), 

*« = {(*» 7) x + y=.S). 


• * ' ' r i r v • - % « * j * | — ■ j ^ j - 

8. Si el universo U , es el conjunto de los enteros: 

(а) encuentre cinco pares ordenados que sean elementos de la relación 
*= {(*>7) l7 = ^)í 

(б) encuentre cinco pares ordenados que sean elementos de la relación 

* = {(*,y) \x* + y' = 2S). 

4. Tabule el conjunto Cartesiano A X A, si A = {1,2,3, 4). 

5. Si cl universo es A = {1,2, 3, 4), tabule y dé el dominio y el ranso de 
cada relación. 

W 5» = (*.7 * = 2 \ (d) R 4 = {(x t y)\y = 3) 

( e)R s =((x,y ) y<ix) (7) = { (x, y) | y < x). 

6. Si el universo cs A = {l, 2,3,4,5), determine una proposición S rgt en 
•forma de ecuación, que describa la relación dada por 

(a) f(l,3). (2,3). (3,3), (4.3). (5,3)) 

(f.) {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4). (5.5)) 

(c) ((3.1). (4,2). (5,3)). 

En cada uno de los ejercicios 7-18, el universo es el conjunto de los núme¬ 
ros reales. Grafique cada relación y dé el dominio y el rango. 

?• R = {(*.7) |* = 2yy>0), 

8. R = ((x, y) |* = 2y0< y <3}. 

9. /? = {(x,y) |y = x 3 -—4xy y <0). 

10. * = {<*,y) |** + y’< 9). 

11. R = ((x,y) |x* + y*<9). 

12. R = {(x,y) |** + y»>9). 

13. R = { (x, y) I x s + y 3 = 4). 

14. R=((x,y)ly=V4=7>). 

15. R= ((x,y) \y = — VÍ=?). 

16. R = { (x, r) I 7 a = —8x). 

17. R = ((x,y) | 25x* + 9y = 225). 

18. R = {(*,y) | lóx 5 — 9y 5 = 144). 
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En cada uno de los ejercicios 19-22, grafique la relación especificada por 
la ecuación dada. Dé el domínio y el rango de cada relación, en forma de inter¬ 
valo o dc unión de intervalos. 

19. ** + y* + 10y — 75 = 0. 20. y = |*« — 9|. 

21. y = V3 — *. 22. y = 

En cada uno de loa ejercicios 23-26, represente el intervalo dado o el con¬ 
junto dado, mediante un diagrama semejante a los de las Figs. 1.13 y 1.11. 

23. [2; 7]. 24. [-3; 2). 

25. {*|—4<*<5}. 26. {*|*>2}. 

En cada uno de los ejercicios 27-30, se da una relación cn Re. Grafique 
dicha relación. Dé el dominio y el rango dc cada relación, como un intervalo o 
una unión de intervalos. 

27. R ={(*>■) |y = 4=í) 28 - fi =U*.y)l7>í*-2>. 

29. R = {(*.y) |* : + y=<9y* + 2y>4}. 

30. « = {(*.y) |xy = 4). 

1.3 Funciones. Consideramos otra vez las relaciones 

= {(*,?) |y = **} y Ri4 = {(*,y) |y a = *} 

ya examinadas en la sección 1.2. Nótesc que a cada demento dei dominio de K*, 
se le asocia sólo un elemento de su rango; por ejemplo: al número 4, cn el do¬ 
minio, se le hace corresponder el número 16, en el rango. Esto es, (4,16) 6 /?*. 
Sin embaTgo, a cada elemento dcl dominio de R l<t se le asigna más dc un elemen¬ 
to de su rango; por ejemplo: al número 4, en el dominio, le correspondem los 
elementos 4-2 y —2, dei rango. Esto es, (4,2) 6 R ltt y (4,—2) 6 K lt . 

Una relación con la propiedad dc que a cada elemento de su dominio se le 
asocia un único elemento dc su rango, se llama íunción. Definimos una función, 
como un conjunto no vacío de pares ordenados, de los cuales no hay dos con 
primera componente igual. E<to es, una relación, E, es una función si y sólo si 

(a,b) £ Fy (a, b') ÇF 6 = 6'. 

Aunque los pares ordenados que son elementos de una función, pueden ser 
objetos de cualquier clnsc, a nosotros nos interesarún oqucllas que sean pares 
dc números realcs; esto es, nos referiremos a funciones en Re. A una función en 
Re, Ia llamaremos función real. 

Puesto que hemos definido una función (real), torno una clasc especial de 
relación (real), y ya que las gráficas de relaciones han sido ampliamento estu- 
diadas en la geometria analítica, y además han sido analizadas en la sec. 1 . 2 , no 
existe aqui la necesidad de profundizar cn el tema. Bastará el comentar que 
la gráfica de una función F, es inlerseclada cuando más una vez por cualquier 
recta perpendicular al eje sobre el cual se grafica su dominio. Esto es cierto, 
puesto que para cada número a, dei dominio, hay uno y sólo un par ordenado 
(a, 6) 6 E, y por tanto un y sólo un punto dc la gráfica dc F, cuyu primera 
coordenada sea a. 
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Observemos en 1. Fig. 1.15 que la gráfica de la relación K c (la cual es una 
uncon) se corta, cuando maa en un punto, con una recta perpendicular al eje *; 
> en la F.g. 1.16, que la gráfica de /?„ (que no es una función) se corta cn do. 
puntos con una recta perpendicular al eje positivo de las x. 

un ri™ r Ubl 'V? “ rr “P° ndencU , media " ,e I* cual prccisamrnte 

un demento 6, dei rango F dc F, ,e asocia con cada elemento o, dei dominio 

A rte Sm embargo, un demento dei rango puede asociorsc con más de un 
elemento dei dominio. Por ejemplo: sen 

x = í* 1 » ** x " x *) y Y = (ri* r*. y>), 
y 



y consideremos’ la función 

F ={(*•*) (**' y>)» (*3.y«). (-r 

La correspondência establccida por esta función, está representada en la Fig. 1.16. 

Sean F una función, x una varlaWe cuyo universo es el dominio D de F y 
y una variable cuyo universo es el rango de F; y si (*, r ) £ F, llamaremos a’y, 
Io corrcspondiente de x ante F. La correspondiente dc x ante F se expresa 

F(x) % 
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que leeremos simplemente como U F de x \ F(x) es la única segunda componente 
de la pareja ordenada que pertenece a F, y cuya primera componente es x. 
Esto cs 

7 = F{x) *+ («,?> ÇF (4) 

Si o es el valor de x t esto es, si a £ D , entonccs existe un valor 6, de y, tal 
que (a, b) £ F. Si (a, 6) € F, escribircmos 

b=F(a), 

llamaremos a F(a), el valor de F(x) en a. Por tanto, si F es una función 
y d y 2 son elementos dei dominio de F, entonces 

F(d) es la segunda componente dei par ordenado que pertenece a F y cuya 
primera componente es d; F{d) es el valor de F(x ), en d; 

F{ 2) es la segunda componente dei par ordenado que pertenece a F y cuya 
primera componente es 2; F( 2) es d valor de F(x), en 2. 

Por cjemplo: si 

r = {(*.r)IV = *’ + 2*-l) 

con 

F(x) =x' + 2x — 1, 

entonces 

% F{d) = <P + 2tf—i y F<2) = ( 2 )’+ 2(2)— 4 = 7*. 

En sinteais, eníaticemos que si F es una función y si a £ (dominio de F ), 
entonces el símbolo F(a ), tiene una sola reprcsentación: la segunda componente 
dei par ordenado, que pertenece a F y cuya pnmera componente es a. Si tenemos 
una fórmula que exprese la segunda componente de un par ordenado de F , en 
términos de la primera componente, esto es, si tenemos una fórmula para la co- 
rrespondiente de x ante F, podremos encontrar una expresión para F(a), en tér¬ 
minos de a. 

Mediante la notación F(x), para la correspondiente de x ante F, podemos 
escribir 

F={(*,y)|y = F(*)). 

Cuando F(x) es una expresión iencilla, usaremos a veces los símbolos 
{(x,F(x))), para representar al conjunto {(x,y) | y = F(x)}. Por ejempto po¬ 
demos escribir: 

{(*,*=)} en vez de {(x,y) | y = xr) 
y {(*, sen x ) } en vez de {*, y) | y = sen x). 

Antes de poder decir que una función F ha sido especificada o definida, 
debemos (i) conocer el dominio de F y (ii) estar en posibilidad de determinar 
cl elemento dei rango de F que corresponda a cualquicr miembro dado dei do¬ 
minio. Hay muchas formas para rcolizarlo. La mayor parte de las vcces. especifi¬ 
caremos una función, escribiendo F = {(*. y) | $»). o bien dando una fórmula 
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para F(x); en ambos casos establecereraos explíeitaroente el dominio de F 6 
(usando la convención citada en la sec. 1 . 2 ) entenderemos que el dominio es cl 
subconjunto, D t dc los números reales, que tiene la propiedad de que a 6 D, 
si y sólo si existe un número real, b, tal que (o, b) € F. 

Ejemplo X. Considérese la función 


'-(m|7=£=í}. 


que cs la función F dada por 


FM = 


x l — 4 
x — 2 * 


Observemos que la expresión - ^ ^ no es real si x se sustiluye por 2; por tanto 

no hay valor de F(x), en 2, y de ahí 2 £ (dominio de F). Sin embargo, Ia ex- 
x* —— 4 

presión ^ ^ es un número real, cuando x se sustituye por cualquicr real 

diferente de 2; si a £ Re, y a ^ 2, hay un valor de F(*) en o, que es F(a) = 
a* — 4 

a Z_2 ' y por k™ 10 * 

el dominio de F = {x | x € Rt y x^=2) 

En este cjemplo el símbolo F( 2) no tiene significado, o como se dice comunmen- 
te, F(2) no está definido. 


Ejemplo 2. Considérese la función F x , definida por la ecuación 

F,(*) =2x I — 3* + 4. 

Çaesto que la expresión 2x* — 3x + 4 tiene un valor cuando x se substituye por 
cualquicr número real, el dominio de F x es el conjunto de los números reales. Ante 
« función F u corresponde a cada número real a, el real 


„ F i (®) = 2a = — 3a + 4. 

En particular, 

/x(0) = 2(0)* — 3(0) +4 = 4; 

*x(3) = 2(3) 3 —3(3) +4=13; 

^x(2a) = 2(2a)* — 3(2o) + 4 = 8 o 3 —6a + 4; 

Fl (t) = 2 (t) - 3 (t) + 4 = T~T + 4 - 

Ejemplo 3. Consideremos la función F 2 definida por 
F,(x) = 2 x 2 — 3.T + 4, — 3 < x < 5. 
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Aqui el dominio está dado explícitamente como ei intervalo (—3; 5]. Por tanto. 
Fi(a) = 2a* — 3o + 4 si a £(--3; 5]; 

fl in embargo, para b £ (—3; 5], F(b) no está definido. 

Nótese que aunque la expresión para F x (x) en el cjemplo 2 y la expresión 
para /*,(*) cn este ejemplo, son la misma, las funciones F , y F Zt no son la misma 
junción. 

Ejemplo 4. Sea G la función dada por 

G(x) = x donde —1 < * < 2. 

Aqui, el dominio de G-estú dado por ê intervalo [—1;2], y puesto que ante la 
función G, la correspondiente de * cs igual a x, podemos decir que el rango de 0 
es el intervalo [—1; 2]. La gráfica de G, aparece en la F.g. 1.2. 

Ejemplo 5. Sca H la función especificada por: 



La gráfica dc H es la gráfica de {(*, y) \ y = V^2} ; y se muestra 
en la Fig. 1.17. La gráfica consiste de los puntos de la parabola con ecuocion 
y t — x _2 cuyas segundas coordenadas sean no-negativas. Aqui, 

cl dominio dc H = [2; + ») J «1 ran B° <•' H = C°* + a>) ' 

Por tanto, para cualquicr número real o, que sca mayor o igual a 2, existe H[a). 
En particular, 

m 3) = V3 —2 = 1, «(6) = V6 —2 = 2; 

H(w) = Vt0 — 2 si u>€[2;+oo); 

fH 2 lt) — V2 h 2 = V2V/i—'1 si 2Ag[2 ;+co), o AÇ [1; + «0 ). 

En cl ejemplo 3, sciialamos que las dos funciones f, y F, no eran la misma, 
aunque la expresión para F,(x) y FAx) fu.ra igual. Puesto que las fune.one. 
„ n coaianu», do, funcione» son .guales si y sólo si tienen lo, m.smos pares or 
^.“« =00» elementos. Por esto d» funciones F y C. son fnnclones tguales 

si y sólo si 

(i) dominio de F = dominio de G ; 

(ii) para cada x en el dominio de F, F(x) = G(x). 

Por ejemplo, la» funciones 

F = {(*, r )|y = 4 Er! * C = {(x.r)lr = * + 2.^2} 
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Fig. 1.17 H= ((x,y) \y~ 

son iguales, porque el dominio de F (véase el ejemplo 1) y el dc G, son cada uno 
d conjunto de lodos los reales, excepto 2, y dentro de este dominio 

F{x) ~ T—~2 = z + 2 = C(x). 

Cuando consideramos una función dada por una fórmula para F(x), a veces 
desçamos encontrar una expresión para F(x + A), aiendo xy* + À, elementos 
dei dominio de F. Puesto que F(x + h) representa la segunda componente dei 
par. ordenado que está en F y cuya primera componente es x + A, obteneraos 
una expresión para F(x + A), usando simplemente la fórmula dada para F(x) y 
reemplazando x, por x + A. Para ilustrarlo: si F está dada por la fórmula 


F(x) = 2*= — 3* + 4, 


entonces 


F{x + A) = 2(x + A) 3 — 3(x + A) +4 

= 2x’ + 4xA + 2A # — 3x — 3A + 4. 

Frecucnteracntc para una función dada F> deseomos expresar el cociente 

• '**° 

de modo tal que A oparezea explícitamente como factor dei numerador; si hace- 
mos esto, podemos dividir numerador y denominador entre A, para obtener Io que 
llaraamos Ia forma más simple dcl cociente. Por ejemplo, para F(x) tal como íue 
dada en (5), tenemos: 

HH + A) —F(x) _ [2 x- + 4xA + 2A» — ix — 3A — 4) —- ( 2x 2 — 3* + 4) 


* A 

= (4* —3 + 2A) A = 4 t _3 + 2/,, h =£Q. 

Es intéresante notar cn este ejemplo, que F(x + k) ^F(x) + F(h). 


Ejemplo 6. Sea G la función dada por C(x) = 5'. 
(a) Hallc G( 0) ; , G(— 2). G( 2), G(x + A). 
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(6) Exprcse G( * términos de « y de h, donde h=£ 0. 

(c) Demuestre que C(o) • C(6) = C(» + b) - 

Solución. («) C(0) = 5» = 15 C(-2) = 5- = 1/5* = 1/25, C(2) = 
5* = 25; C(* + A) = 5-*. 

C(* + A) -C(«) _ 5- 1 —5 -_ 5*(5> —1 ). 


(c) C(o) • C(6) = 5‘ • 5* = 5“**, y C(a + 6) = 5“*. 

Ejemplo 7. Para la función F dada por F(*) = V»expresc 

F{x + h)—F(%) , &?!:C| 

h 

en la forma más simple 

F(x + K) — Fjx) _ V7+T—V* 

Vnrneinn ■ — L 


Solución. 


_ (Vs+~/> — V*)(V* + Ã+ ^). 

“ A(V* + Ã+ V») 

(*+/») — («) _ JL -— 

Ã(V7TÂ+VÍ) A(Vm+Va) 

= , 1 . ■ 7 7" * ft ^°- 


En matemáticas, frecuent,mente se hace referencia a la gráfica de u „a ecua- 
ciôn de la forma y = FM- U e>*«ca âe una ecu^.on y - F(x) gra 

fica de la función F = {(*.y) | y — .. « , • ii nra J 

Una variable cuyo universo sea el domínio de una func.òn F dada, se 
variable independiente, y una variable cuyo umvcrao sca el rango de F. es 
llamada variable dependiente. Por ejemplo en 

F = C(*,y) | y = **} 

i es la variable independiente y y es la dependiente. En 

C = {(«,<*) | u = sen í}, 

, es la variable independiente y u es la variable dependiente. 

Observemos que las letras usadas para representar las variables indepen- 
dientes o dependientes. o independiente y dependiente, pueden reemplazarse por 
otras letras sin cambiar la función. Por ejemplo. si 

F = (( x,y ) | 7 = * s ). Y C = 1 “ = 

entonces F = C. porque el.ramente F v C eonstan de lo. mismos pares ord, 
nados de números reales. 
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EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 10, diga si la relación dada es una 
función o no y dó una razón para su respuesta. En cada ejercicio dé el domínio 
7 rango de la función o la relación no funcional. Grafique cada relación. 

!• {'(*r) |y* = 25}. 2. C(*>y) | ** + y" = 16). 

8. {(*,y) | y = 4x 5). 4. {( x t y) \ y= V'8 — x). 

5- (Ur) \ y = 6/x). 6 . {(u,v) I « = Vs^Tv). 

7. {(z, w) I z = UT*}. 8. {(I, s) \õ ;=■ VI +|»}. 

9. { (x, y ) | y 5 = 9x 7 ). 10. {(u>, y) | y = V^T^}. 

La gráfica de cada ejercicio dei 11 al 14, es la gráfica de una relación en 
Re. En cada caso, diga si la relación es una función o una relación no funcional 
y dé una razón para la respuesta. 

12. 


y 



llí’ o" Ü ^ CC ’ 12 relaciones. Hemos discutido dos 

de ejias, n e y Ru, y senalando que /?« es una función y que /? 14 no lo es. CJasi- 
fique como función o como relación no funcional cada una dê las otras diez re¬ 
laciones de dicha tabla, y dé razones para Ia clasificación. 
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10. Cas»-*1 comicnzo do la Scc. 1.2 están listadas cuatro relaciones, R }t R„ 
R, y /?„ en U= {1,2,3}. Grafique cada relación, diciendo si es función o 
relación no funcional y dó razones para las respuestas. 

En cada uno de los ejercicios dei 17 al 20, dé d domínio y cl rango de la 
función especificada. Grafique la función en el plano coordenado xy, haciendo 
y = F(x). _ 

17. F(x) = 4 — *’. 18. F(x) = V3 — x. 

19. F (x) = J W —16. 20. F(x) = 3. 

21. Si F es la función dada por F (*) = 2x a hnlle 

(a) F(— 2),F(— \),F(0),F{l),F(2) t 

( b ) F {% a ), FM, F(x t — x 0, FM —FM, 

(c) F S X ») ~ ^ ^ en la forma más simple, donde *3 ¥=x k . 

%2 %\ 

F[x,) — FM cn la forma más simple, donde Xt^x x . 

22. Si C es la función dada por G(x) = ax + b, halle G(x + 6). Hallc 

también ^ + ^ ~ *~en la forma más simple; donde ó^O. 

23. Si F{x) = <x%* + ò* + c, halle / ( * + ^ en la forma más sim¬ 

ple, donde h=£0. 

24. Si V{x) = ax\ halle U( ' % + ^ ~~ en la forma más simple, donde 

A*0. ' . 


Para cada uno de los ejercicios dei 25 al 28, dé una fórmula para la corres- 
pondiente indicada ante la función descrita 

25. La función F, ante la eual F(e) es el volumen de un cubo de lado e. 

26. La función G, ante la cunl C(t>) es la arista de un cubo de volumen v. 

27. La función V , ante la cual V{r) es el volumen de una esfera de radio r. 

28. La función V , ante la cual V(x) es el volumen de una caja cuya des- 
cripción cs la siguiente: la caja (ain tapa) se construye a partir de una pieza 
rcctangular de metal, de 12 por 15 cms., recortando cuadrados iguales, de lado *, 
de cada esquina dc la pieza, y dobbndo hacia arriba el metal para formar los 
lados de la caja. 

29. Sea I % el conjunto de todos los enteros y sea Rc , el de todos lo? reales. 
Considere las funciones 


f = {(*,y) e/■ x/. I F(*) = ** y —3<*<4). 

G = l(x,y) € RcXRc\C{x) = *= y —3 < * < 4}. 


Grafique las funciones F y G y dé el dominio y cl rango de cada función. 

30. Dada la función F = {(r, s) | s = r* + 3), use letras distintas de r y s, 
para dar la misma función. 


1.4 Algunas funciones especiales. La función F dada poi la ecuaciói) 
F{x) = ax + 6 cs lo función general de primer grado, 

f = {(*.7) |r = ax + b), 

donde a y b son constantes y a^O. 
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Un caso especial de Ia función general de primer grado es la función iden- 
tidad 

/={(*,y) Ir = *}. 

para lo cual /(*) r z x. 

La función F, dada por la ccuwión F(x) = ax* + bx + c es la función RO- 
neral de segundo grado, 

F •= {(*. 7 ) |r = «** + bx -f c}, 

donde a, b, y c son constantes y a ^ 0. 

Un caso especial de la función general de segundo grado, es la función 
simple de segundo grado, 

F t = {(x,y) | y = *=}, 

para la cual I*(x) = x *. U gráfica de /* está dada en la Fig. 1.15, y cl dominio 
dc /* = Re, y el rango de /* = [0; + 00 ). 

Kecuérclese que una exprcsión de la forma 

+ «**■"• + + - - - + a n , 

ifSpf* ° 1 ’*“*'".* cr "' 1 y 500 constantes reales, n es un entero no negativo, 
y a* 9 = 0, es un polinomio en x, de grado n. 

jSS 

°oX n + + ... + a n -\X + a n 

cs un polinomio de grado n, la función 

F={(x,y)\y zzaoz” + a,**-» + ... + o*-,* + a»} 


es una función polinomial de grado n y 

F(x) = aoX n + a»*"* 1 + ... + a,.,x + 

Polinomial cs de grado n, 0 es Ia función cero, ((x,y) \y = 0). 
d|dommio de una función polinominl F, no está dado en forma explícita, se 
attnsiderara como el conjunto de los números reales Re. El rango de F será un 
subconjunto de Rc. 

Los funciones de primero y segundo grados, son casos especiales de funciones 
pphnomiales. Otra función polinomial especial es lo función constante general, 

C = ((z,y) |y = c), 

cual C(x) = c t siendo c un número real. Ante la función constante C, 
|P^^ 03 «lementos dei conjunto de los números reales correspondcn al número 

el dominio de C = (— 00 ; + co), rango de C = {c}. 

M.gjáfic^ de C es una recta paralela al eje xy ac unidades de él. A veces re- 
iftltn conveniente denotar la función constante mediante c, esto es, 

c = {(x,r) |y = c). 
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Por ejemplo 

7 = {{x,r)\y = 7h —5= {(*,y) I y = — 2 )- 
Hoy otras varia» funciones polinomialc» e»pecioles, de la» cuales sólo mencio¬ 
naremos dos. 

La función simple de tercer grado es: 

i 9 = {(*,r) I y~ **}» 

para la cual /»(*) = *>. La gráfica de /> está dada en la Fig. 1.18 y el dominio 
de /* = (—co; + co), rango de I a = (—«; + co). 

y 



Fig. 1.18 

La función sünplo de grado n, siendo n un entero positivo, cs 

/*= {Ur) Ir = *")» 


siendo /"(*) = Si n es par, /" tiene una gráfica semejante a la de / ! y tiene 
el mismo dominio y el mismo rango que /*. Si n es impar, /" tiene una gralica 
similar a Ia de 7 a , y tiene el mismo dominio y el mismo rango que /*. 

Si V y V son funciones polinomiales, la función F, dada por 


F(x) = 


U(x) 

TW 


FUNCIONES ESPECIALES/49 


ca una función racional. Como ejemplo, la fuución C dada por 

c <*> = 

es una fuución racional. El dominio de G cs el conjunto de todos los reales, ex- 
cluyendo al 2 y ol —2, ya que C(2) y G(—2) no existen, y G(a) existe para 
cualquier número real a, distinto de 2 y de —2. 

Una función F t para la cual se puede obtener una fórmula para >*(*), ex- 
presada mediante un número finito de operacioncs de suma, resta, multiplicación, 
división y extracción de raíces para x y constantes, es una función algebralca 
simple. Las funciones dadas por las igualdades siguientes son ejemplos de fun¬ 
ciones algebraicas simples: 

F,(x) = 2x’-U + 7. F,{x) = ^=1 . FM = ('£±4V'’ 




x + 5 


= (srl)- 

_\ V* 

5 )- 


Las funciones algebraicas simples, incluyen a Ias funciones racionalcs como casos 
cspecialcs. 

Sea Smv la proposición 

PÁ*)r + PsWy - 1 + • • • + P~il*)r + P»(x) = o, 

cn la cual P 0 , P u ..., 7V„ P„ son funciones polinomiales y n es un entero posi¬ 
tivo. Entonces, si la relación 

{(*.r)lS*.* € *.7 € r} 

es una función, será una función algebraica. Por ejemplo, la relación 


((*.r) I*r — 1 = 0,* £ € [i;l]} 

es una función algebraica. 

Toda función polinomial es una función racional, y toda función racional 
cs una función algebraica. Sin embargo, existen funciones no algebraicas. tales 
como la función seno 

Sen = {(*,y) \ y = sen*}. 

Las funciones no algebraicas se llaman, a veccs, funciones irascendentalcs. 

Reciiérdese que |n| se lee “valor absoluto de a” y que está definido de la 
manera siguiente: 

|«| = 0 , si a > 0; |o| = — a, si u < 0. 


La función F expresada por 

F{x) = |*| 

es la función valor absoluto. Los elementos dei conjunto F son pares orde¬ 
nados de la forma (x,\x\). La gráfica de F está dada en la Fig. 1.3 (Sec. 1.2). 
Puesto que /(*) > 0, para x Ç Re, 

el dominio de F = (— co, -f co), rango de F = [0; + oo). 
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Una función cuya gráfica consiste de un segmento de recta o cie la unión 
de segmentos de recta, es llamada función seccionalmente lineal. Por ejemplo, 
sea la función dada por 

—2, si —4 < * < —2; 

F (x) = *, si— 2<*<4; 

4, si 4 < x < 6; 

que e» una función seccionalmentc lineal. La gráfica de F aparece en Ia figu¬ 
ra 1.19. En elia 

el dominio dc F = [—4; 6), el rango de F = [—2; 4]. 

Sea [a], el mayor cntero que es menor o igual que a, para toda a real. 


y 



Fig. 1.19 


Como ejemplo, [—3] = —3, [—%] = —2, [2.3] = 2. La función F, dada por 

n*) = m 

cs la función entero mayor. En virtud dc la definidón dei símbolo [a], po¬ 
demos especificar F, mediante 

F(x) = n para n < * < » + 1, siendo n entero. 

Para obtener una base, con objeto de poder graficar F, especificaremos F para 
algunos intervalos de longitud unitaria, a cada lado dei origcn: 

'—3, para —3 < x < —2 
—2, para — 2 < x < —1 
—1, para —1 < * < 0 
F(x) = [*] = # 0, para 0 < * < 1 

1, para 1 < x < 2 

2, para 2 < x < 3 

3, para 3 < x < 4 

En la Fig. 1.20 se muestra la porción de la gráfica de F comprendida entre^ 
—3 < x < 4. Obsérvese que está formada por un conjunto de segmentos de’ 
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cualquier real, F(x) es un entero. Por esto, el dominio de F 
de Fj es el conjunto de los entoros. 

La función 

I^ = {(x,y)\y=Vx) 


rango 


mio 
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5. F(x) = 

6. F{x) = 


2x — 2 
* — 1 


F(*) = 


7. 1, para 0 < x < 1 

P , . 3, para ! < * < 2 

^(*) *• 2, para 2 < x < 3 

O, para 3 < x < 4. 

8. [x, paras < —2.5 

F{x) = V4-—x*, para—2 < * < 2 
I g J . para 3 < x < 4. 

9. Dé los valores dc cada una de las siguientes cxpresiones: 

(o) Vl5 (6) 

(e) [—15] (<*) [5/3]_ 

(e) V[9T] U) V(-3)«+VSÜ 

(g) [cos (2w/3) | W V—J[cos (W3)]. 

Grafique la función dada cn cada uno de los ejercicios dei 10 al 13. 

10. {(*,*»)}. n - {(*.<*«*)}• 

12. {(x,*|x|)}. 13. {(*,x—[x]}. 

14.. l Cuáles son el dominio y êl rango de la función dada cn el ojercicio 13? 

15. (a) Senale las diferencias entre cl símbolo 4 y el símbolo 4. 

(6) Grafique la función 4. 

(c) Grafique la función 7. 

1.5 El álgebra de las funciones. Scan V y V dos funciones para las 
cuaies las correspondientes de x scan U(x) y V{x ), respcctivamcnte. Denotemos 
los correspondientes domínios de U y de V, por D 0 y Dv. Definimos entonces las. 
cualro funciones expresadas por U + V/U — V , U-V y U/V, dc la manera 
siguiente (donde D a O D v Z): || 

U -f V = {(x,y) | y = U(x) + V(x),x £ (Du n Dy) }, 

U — V = (x,y)\y = U(x)—V(x),x £ (D v n Dr)l 

U-V = [x t y)\y = V(x)V{x) % xZ{DvC\Dv))< 

£= (*. y )|y = yêp*€(D 0 nD r ) y j 

Estas funciones se llaman, respectivamente, la suma de V y V % la diferencia, 
de V y V, el produeto de U y V j el cociente, d tU + V. Nótesc que el dominio^ 
para cada una de las primeras tres funciones es Du fi Dy, pero que el domínio dcl| 
cociente de U entre V es Dv O D v menos los elementos de Dv para los cualeíj 
V(x) = 0. 

Ejemplo 1. Hállese U + V, U — V, U • V y U/V donde 
U = {(4,3), (5,6), (0,5), (3,2), (8,11)} 
y K = {(5, —4), (0,6), (3,3), (8,9), (7,10)}. 


y 
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Solución. Obviamente no existe un número a £ Dy, tal que V(a) = 0. 
Por tanto, el dominio de cada una de Ias funciones que deseamos determinar es 
Du O Dy = (5,0,3,8}, y usando las definiciones dadas para estas funciones, 
tenemos: 

V+V= {(5.2), (0,11), (3,5), (8,20)}; 
t;—V = {(5,10), (0,-1), (3,-1), (8,2)}; 

U • V = {(5, -24), (0,30)), (3,6), (8,99)}; 

U/V = {(5,-%), (0,*), (3,§), (8,1#)}. 

íi Ejemplo 2. Dadas las fünciones U y V tales que 
í||í; U(x) = X» y V(x) = 4x* 

halle las ecuaciones para Ias funciones U + V, U — V , U • V y U/V. Dé el do¬ 
minio de cada función. 

Solución. Paro U + V la correspondiente de x es U(x) -f V(x) = x* + 4x\ 
p ara U — K, es U(x) — V(x) = x 3 —4x». 

. Para U - V, es U(x) • V(x) = 4x s . 

Para U/V, finalmente, la correspondiente de x es U(x)/V(x) = l/4x. 

. El dominio de U y V es Re. Puesto que Re H Re = Re, el dominio de 
U 4- V, U — V , y U‘V, es igualmente Re. Como el único valor de x tal que 
V (x) = 0, es 0, entonces el dominio de U/V es Re, excepto 0. 

• Ejemplo 3. Si las funciones U y V están dadas por 

£/(«)= Vy V(x) = i-. 

encuentre las ecuaciones para U + V y U/V, dando ademós los domínios de 
U + V y U/V. 

Solución. Aqui el dominio de U = [—2; 2], y el dominio de 
V = (— co;0) U (0; + cc), y 

<*(*) + V{x) = + 2/x, Da.v = [—2; 0) U (0; 21. 


^ = — 2 /g = è x V4 — x 3 ; D 0/ y= [—2;0) U (0;2] S 

Recuérdese que, como vimos en la Sec. 1.4, para cualquier constante c, la 
ón c está definida porc" = {(x, y) | y = c}. Entonces, para cualquier función 
{(x,y) | y = V(x)) t se sigue que 
SÉ . C + V = ((x,y) I r = c + V(x)). 


Como frccuentemente trataremos de funciones de la forma c+F, c 
donde V r£Õ t seguiremos Ia convención de escribiT: 

^..;ç + ; K^en vez Je c+F, c — V en vez de c— V, 

■ " cV'"^tn vez de c-V y c/V en vez de c/V. 
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Eu rcalidacl este convênio indica que usaremos el símbolo c para repre¬ 
sentar tanto al número real c, como n la función constante c. El significado que 
se deba dar a c, sc verá claramente dei contexto; por ejemplo: cuando c sc 
presente en una suma, diferencia, produeto o cociente con V , c representará a la 
función constante c. 

Un caso especial de cV es (—1 )V % que usualmcnte representaremos por — V. 

De acuerdo con el convênio cstablecido, escribiremos 7 + 4 T 3 para designar 
la función ({x,y) | y = 7 + Xx*}. O sea que, en la expreaión 7 + 4/» (donde 
n representa la función ((*.y) | y = los símbolos 7 y 4 S representan fun¬ 

ciones constantes, aunque en la ccuación y = 7 + 4**, los simbolos 7 y 4» repre¬ 
sentan números reales. De modo semejante 

3/* + 2 I, x, _3* 4 +2l 

(c*’ y ) l y_ T—rr 

y 5 + Sen = (U.y) \ y = 5 + sen a}. 

Ejercicios 

En cada uno de los ejercicios 1-8, se dan dos funciones, ü y V. Hallc las 
ccuaciones para las funciones U + V, U — V, U‘V y U/V, dando ademas el 


ccuaciones para las funciones U + V, U — V, U’V y U/V, dando adcxnáa eb 
dorainio d e U, V, U + V, U — V, U ‘V y U/V. 

I. U(x) = Vx^—2\ V(x) = V* + 3. 

2.. U{x) =.V9 —*«5 V(x) =x, x>0. 

3. U(x) ~ V9^r^; V(x) - Vx 2 — 1. 

4. £/(*) = Vl6 —P(*) = Vs* —9. 

5. C7(*) = 2x,0 < x < 3; V[%) = *U < * < 3. 

6. U(x)=x >; V(x) =l/x. 

7. tf(*) = V9 — X 7 ; F (x) =sena-. 

8- í/(*) = V9 —«en*»; F(x) = *• 

9. Hallc U + V,U — V,U 'V,y U/V siendo 

(a) U = {(2,4), (3,9), (4,6), (5,7) , 

V = ((2,2), (3,3), (4,2) (5,0) ; 

(6) 1/ = ((—1,0), (3.9), (4,6), (7, 0)), 

K = £(0,3), (3,3), (4,2), (8,11 ). J 

10. (o) Encuentre V — U para las U y V dadas en cl ejcrcicio 9 (o). fM 

V—U — U — V? J§ 

(b) Para las mismas U y V. dadas en el ejercicio 9(a), calcúlese V/m 
<Es V/U = U/V ? 

II. Recuerde que la función constante 7 y la función identidad /, puedenj 
expresarse mediante: 

7 = {(*,r) |» =7} e / = {(*,y) Iy = *}■ 

respectivamente. Entonces, 7 + /, o simplemente 7 + /, puede expresarse como: j 

7 + / = {(*.r) |y = 7 + *}. . 

Dc expresione» semejantes para las funciones: 

(fl) 4 + /, 4 —7,4/ y X/l , 

(6) 77 —4 y 7/+ 4. fl 


FUNCIONES COMPUESTAS/65 



12. Recuerde que para la función identidad /,/(*) 
otras funciones aplicando a / las operacioncs de suma. 
division.-Note que en particular 

/•/ = /== {(*,y) ly = x-x)={{x,y) 

e : l‘ = {(*,y) |y = **}. 

bstos resultados indican por oué ya habíamos encontr 

1 mI' med ,' a . n,e Y. {.(*.*■)} mediante /", siendo n 
_v Ncte taxnbicn que c-7, o simplemente c/", está dado 


= x. Podemos construir 
resta, multiplicación y 


|SS(«) (2 + /)/’ (<f) ff + 3 

^ Demuestre que la función general de primer grado, F dada por 

F(x) = ax + b, 

donde ay b son constantes, puede expresarse en la forma 

F =ã*/ + 5 = a/ + 6. 

rMultado ’ a ve “ 5 K *■■*“ p° r al + '* 

Hemuestre que la función general de segundo gTâdo F, dada por 
F{x) = ax 2 + bx + c, 

|donde a, b y c son constantes, se puede expresar en la forma 
F = ó/ > + 6-/ + c = «/» + 6/ + c. 

-iC^mo consecuencia de este resultado, la función general dei segundo grado se 
designa a vcces por a/ 2 + 67 + c. En fonna semejante, a una tuSá * * “ 

^tíe grado n se le designa, en ocasiones, por 

;í •: ■ ■ ' a «'" + <hl~ l + ■■■ + o.-,/ + Oo ^ 0. 

• S .‘ V = 31 + 4, y V = tf —2, entonces U+V = f‘ + 3I + 2 

!W»|a»„ la;jÇorrespondiente de * ante tf + y es: 

I, ' 1 tf(*) + y(x) = x’ + 3x + 2. 

& cada uno de los ejercicios 15-18 dé una cxpresión semejante 
•' T\- ■T.y/O 7 urxa lormula para Ia correspondientc de 


y en conse- 


emos; escribir 


eralmente, 6i 
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cnloncct» 

y = W[K(*)]. 

Las últimas tres ecuadones especifican. respectivamente, las funciones 

u = {(u,r) |r = ^(“))> v = ((*•“) l“ = 

y F =t(*.y)lr = tw*)]}- 

La función F para la cual 

F(x) =U[V{x)] 

cs la compuesta de U con V-, llamamos a F función compuesta y la denotamos 
mediante 

F = U[V]. 

Los símbolos U[V(x)] denotan la correspondiente de x ante la composición 
dc U con V y se lecn “í/ de V de 
Por ejemplo, supóngase que 

u = {(4,r) \y = » 3 > y f = {(*,a) |u = 2 »* + i}, 

paru las cuales 

U(u) = u l y V(x) = 2** + l. 

Entonces la compuesta de U con V es la función 

f = U[V] = «*,y) Ir = U[V{x)]} = {(*,r) Ir = <2* ! + i)’>. 

para la cual 

F{x) = (2** + D*. 

El dominio de V[V] está formado por todas las a £ Dy, tales que V{a) £ Dç. 
Esto es 

dominio de U[V] — [x\x £ Dv ) y V(x) 6 Dg). jl 

En coiisecuencia, cl dominio dc U[V j « un subconjunto dei dominio de Vi 

Ejemplo 1. Calculemos F — U[V ], siendo 

(a) £/ = {(0,5),(8,l),(2,9)}, V = {(2.0),(3,8),(4,8),(6,2),(5,0))|; 
(i) U = {(1,7),<5,4),(3,5),(4,6)}. K = {(0,— 3),(3,S),(4,1)}. 
Solución (a). Puesto que 

el dominio de U[V] — {x \ x £ Dy y V{x) £ Du }, || 

scleccionamos los pares ordenados de V cuyas segundas componentes aparezean 
entre la, prime... de loa pare» ordenado, de U. Par. U y F. tal como eatén d.d.j, 
en (o), todos lo» pares ordenados de V tíenen dicha orooiedad. Por tanto, dj 
dominio de la compuesta e. {2,3,4, 5,6). As! pues, tenemos: 

F = {(2, ), (3, ).(4s ),(5, ),(6, )}, 

dejando vaoías, la segunda componente de los pares ordenado» indicados. |j 
que para cada a £ Dr sucede que F(o) = V[V (o) ], se tiene 

F(2) = £/[K(2)] =£/(0) =5. 

En igual forma ralculamos las restantes segundas componentes y encontramos qi 
F = {(2,5), (3,1), (4,1), (6,9), (5,5)}. 


(b). Observamos que en V hay sólo dos pares ordenados cuyas segundas 
componentes aparezean como primeras cn U> siendo estas (3, 5) y (4,1). Por esto, 
cl dominio de F es {3.4}. Procediendo como cn (a), encontramos que 
& F= {(3,4), (4,7)}. 

Para dar claridad a la definición de la compuesta de U con V, usamos u 
para denotar la variable independiente al especificar la función U t y la variable 
dependiente para la función V\ también usamos * para representar lo variable 
independiente en la especificación de la función V. Obviamente, la definición no 
depende, en modo alguno, de la selección de los símbolos usados para las variables, 
y a menudo encontraremos composiciones de funciones en las que el símbolo para 
la variable independiente es el mismo que se usa en la especificación de ambas 
funciones, U y V, y asimismo, el símbolo de la variable dependiente es el mismo 
para las dos funciones. 

S Por ejemplo, consideremos las funciones: 

:■; V = { {x, y) | y = ** + 3*} para la cual U(x) = x 1 + 3x, 

Wm 


; y = {(*» y) | 7 = “ 2 ~ j para la cual V(x) = 


x — 3 


Para Ia compuesta E, de U con V, sucede que si x £ D r y V{x) £ D Uy 
F{x) fV[VM ] = {F(*) )« + 3F(*) =(^=1^ + 3 


F = ((, r „y = -i). 


Ejemplo 2. Para Ias funciones U y V dadas por U(x) = Vx y V(x) = 
1 — x s , escribir la ecuación de Ia función F = U[V], y cl dominio de U t de V 
#y 4e U[V]A 

%:■: Solución.. Para F = U[V J, se tiene 

] F(x) = U[V{x)] = VTU) = Vl — 


el dominio de U = [0; + co),el dominio de V = (— a>; + ao). 


el dominio de U[V] = [—1; I]. 

Ejemplo 8. Si U(x) = Vx y V (x) = 1— x- y si el dorninio de V = 
3], especifique V[V] y dé cl dominio U y el de U[V]. 

U $ Solución. Para F = U[V\, tenemos, como en el ejemplo 2, 

C F( x ) = U[V{x)) = Vl— 

i este caso el dominio de U = [0; + oo), y no existe un número a, en el do- 
(niò-de>;F, para el cual V{a) esté en el dominio de U. Por tanto, el dominio 
es el conjunto vacío y en ese caso no existe la compuesta de U con V. 

-Ejemplo 4. Si 

& ■ u= {(*,y) |y = 2 ) y r = {{x,y) |y = 2**-5}. 
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especifiquemos (a) F , = U[F] y (6) = ^[^]- 

Solución (o). Para determinar F u recordemos que F\(x) = U[V(x)] y no¬ 
temos que si a £ cntonces existe 6 = V(a) £ Do y que £/[P(u)] = L (b) = 

2. (O seá que si (a, 6) ç V, entonces b £ Dv y 6/(6) = 2). Por tanto, si 

* £ Re, 

F\(x) = 2* y tf[P)=2. 

(6). Para determinar una cxpresión para F t , ponemos F«(x) = P[6(x)] 
y notamos que si a £ Du, cntonces V{a) = 2, de modo que ciertamente 
í/(a) ÇDpy V[ü( o)] = P(2) = 3. Por tanto, para toda x £ Re 

Ft[x) = 3 y F[l/]=3. 

A veces resulta conveniente encontrar la compuesta de dos funciones dadas, 
de la siguiente manera: 

Para encontrar (4/ + l)[/=], hagamos U = 4/ + 1, y P =/ 3 - Entonces 
£/(*) = 4x + 1 y P(x) = x». De donde í/fF(*)] = 4** + 1 y (4/ + l)[/ a ] = 
4/ a + 1. 

De modo semejante para ias U y V especificadas tenemos: 

P[í/<*)] = (4* + D* = 16x* + 8* + 1, ’ 

y asi 

/ a [4 I + 1] = 16/* + 8/ + 1. 

EJER CICIOS 

1. Para las U y V dadas cn d ejemplo l(fl) dc esta sccción, liallc V[U].] 
iEs V[V]=V[IT\? 

2. Calcule t/[P] y K(l/] # si 

(o) U={ (6, 9), (9,12), (4, 7) } t V = {(3,6), (5.9), (8,4) (7,6)); 

(b) U = {(6,9), (9,12), (4,7), (8,10)}, 

V = {(3,6). (5.9). (8,4), (7,6), (10, 5)}. 

Se dan dos funciones en cada ejercicio dei 3 al 6. Encuentre las expresiones 
correspondientes para las compuestas U[V] y F[í/]. Dé cl dominio de cada una 
de Us funcione» U . V, U[V\ y V[V] % y enl.ate cuacro pares ordenados que sean | 
elementos de cada función. 

3. U= {(*,y) |y = 4},P = {(x,y) |y = 4x — 4). 

4. U= {(*»y) |y = x a ),P = {(%,y) |y = 2x + 3). 

5. U(x) =7 — 2x,F(x) = (7 — x)/2. 6. £/ (*) = x\ V(x) = sen *. 

En cada uno de los ejercicios dei 7 al 10 se dan dos funciones U y V. Dé 

una cxpresión para la función compuesta U[V]. Dé los domínios de las funcio¬ 
nes V,V y U[V). 

7. U(x) = V7, P(*) = 1 —x 4 . 8- #<*) = Ví ^(*) = 1 — sen*x. 

9. tf(x) = l/(x —2), F(x) = Vx. 10. U{x) = Vã, V{x) = 1 + *.j 

1L Demuestre que U[I] = U y que /[í/] = U, si U cs cualquier funciói 
e 1 es la función identidad / = ((*,y) Lr = *}. Como consecuencit de «tos 
resultados décimos que la función identidad /, es neutral ante la composicion dej 
funciones. , 

Para cada ejercicio dei 12 al 15 encuentre (a) F = U • V y (6) G = V[V ]| 


12. V = {(x, 2 *)},? = {('*, 3*)}. 

Solución (a) . P(x) = V(x) ■ V(x) = 2* • 3* = 6x>. Asi que 
f v v i ; F = U • V = {(x t 6* 8 )}. 

(6). C(x) =r U[V(x)] = 2(3*) = 6*. Asi que C = V[V) = {(*,6*)}. 
v 18. U = {(*,* + 1)}, V = ((*,**)). 

14 - V = {(*,sen x)} t V = {(x,2x)}. 

V “ {(*> 2*)}, P = {(*, sen x )). 

demuestre que la función seno, que cs expresada por Sen y está dada por 

iJj «L* Scn y) lr= «en *) 

M puede escnbir Sen = Sen [/]. 

.Acausa de esto resultado la función seno se llama a veces Sen [/]. En forma 
semejante, la función coseno, expresada por Cos y dada por 
fe#’* , Cos = {(x, y) | y = cos *}, 

recibe a veces el nombre de Cos [/]. 

De “ u « lre e! dominio dc C[U] = dominio de U, y que C[U) = C, 
^ípido U cualquier función y C una función constante. 

18. Dadas U = 3/ + 1 y V = / a + 4, calcule (a) Í/[P], (6) F[t/J. 
g : 19. Dadas U = 2 y V = /*, calcule (a) Í/[P], (6) P[£/j. 

Dadas 6/ = / s + 3/ + 2 y V = Scn, calcule (a) U[V ], (6) V[U]. 

^ L7 Funciones inversas. Si R es una relación, la inversa de R es Ja rc- 

lación R* definida por la expresión: 

(<hb) £ R <-+ (6, a) £ tf • (6 ) 

Esto es, la inversa dc una relación tf, es la relación tf* que se tiene al intercam- 
4>ur das componentes de cada uno de los pares ordenados de tf. Por ejemplo, 
É< 4, “- 5 ). (6,3)), entonces tf* = ((1,2), (—5,4), (3,6)). De 
la defimcion expresada en (6), se ve claramente que el dominio de R es el rango 
de tf* y que el rango de R es el dominio de tf*. 


mg. lzz 


Gráfica de R: o 
Gráfica de/t«:» 
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Ejemplo 1. Sea R la relación dada por 

• R = ((*,y) \y = 3 *)- 

y cuyo dominio es (1, 2, 3,4). Encuentre una cxprcsión para Grafique R y /?* 
Sofcckm. Ei dominio dc R cs (1,2,3.4} y su rango es {3,6,9,12}; por 
tanto, cl dominio de R 9 es {3,6.9,12} y su rango es {1,2, 3,4}. Pu esto que la 
especificación de R indica que la segunda componente de un par ordenado es el 
triple de la primera, es evidente que la primera componente de un par ordenado 
que esté en R m , será el triple de su segundo componente, o sea 

K # = ((*,y) |* = 3y), 

y dominio de R* = (3, 6 ,9,12). 

Las gráficas de R y R* se muestran en la Fig. 1.22. 

Observemos que cn el ejemplo 1 la proposición * = 3y, que se usa en Ia 
especificación de K*. se puede obtener de la proposición y = 3* usada para espe¬ 
cificar R, mediante el cambio de papeies de * y y. En general resulta cicrto que 

ff = {(*,y)|S„) ff* = {(*.y) |S„}. (7) 

La expresión (7) se sigue inmediataroente, de que 

(a, 6 ) £ U*.7)\Sm) 

si y sólo si S r „ resulta una proposición verdodera si a: se reemplaza por a y y 
se reemplaza por 6 . De donde 

. (0,6) 6 ((*»y> \S*) ( b ' a) € t*»y) IU 

Ejemplo 2. Si 

* = ((*,y) |7* = 9 *— 1 y *>*>• 

encuentre una especificación para R\ Determine el dominio de R\ Grafique 

R y /?*• 

Sofucion. Mediante la expresión (7), tendremos: 

R m = (<*,y) |* 4 = 9y — 1 y y > D- 

De esta especificación para /?*, notamos que si (a, 6 ) £ K*, entonces b > 1 y. 

a 3 — 96 — 1 > 8 ó bien |a| > V 8 ; luego: 

dominio = (— oo;— V5) U (V 8 ; + co). 

Notamos, por supuesto, que 

rango R* = (1; + *®) 

que es igual al dominio de R. Us gráficas de ff y ff * están dadas en la Fig. 1.23.j 
Al considerar laa gráficas de una relación ff y de su inversa ff*, observamos» 
que el punto P, de coordenadas ( 0 , 6 ). estará en la gráfica de ff s. y sólo s» eij 
punto P 3 de coordenadas ( 6 . o) están cn la gráfica de ff*. Notamos tamb.en q«| 
el punto P, ( 0 . 6 ) « el r e/kjo dei punto P, <M) . la blM 

ecuación es y = *; 0 sea que la línea cuya ecuación es y = * es la mediatriz deli 
segmento de recta que une a P, (o, 6 ) con P, ( 6 .a). De estas observactones «J 
sigue que Ia gráfica ff* es el reflcio de la gráfica de ff respecto 0 la Unea cuyM 
ecuación es y = *. Eato se evidencia en las Figs. 1.22 y 1.23 donde la lme| 
punteada cs la gráfica de y = *. 


1 
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Si F es una función, entonces /*, siendo relación, tiene una inversa defi¬ 
nida por la expresión (6). Sin embargo, la inversa dc una función F puede a su 
vez no ser función. Un ejemplo sencillo es suficiente para probaT esta aseveración. 
Sca: 

F= {(1,2), (3.2), (4,6)}; 

luègo la inversa de F es {(2,1), (2,3), (6,4)}, que no es función porque con- 
tiene dos pares ordenados con la misma primera componente. 


S&L ..v,! . Gráfica deJfc - 

." Gráfica doR+ - 

; Gráfica dey - 

. ; Fig. 1^3 

1* inversa de una función F consiste dd conjunto de pares ordena- 
os-,que se obtiepen al intercambiar las componentes de cada par ordenado 
^resulta evidente que la inversa de F será también función (esto es quo no 
P a ™ °rdenados con la misma primera componente), si y sólo 
MfflM Cdrtcn pwes ordenados de F que tengan la misma segunda componente. 
§§? %F, que posee esta propiedad, sc dice que es biunívoca o uno n 

Eg; Üna función F es biunívoca o uno a uno si 

[(a 6) £ F y (e, ó) £ F] a = c. (8) 

^'Otras palabras, la expresión (8) nos dice que con cada elemento 6 dei rango de 
Q^®:^8P c »ado un solo elemento a dcl dominio de F. Como ejemplo: la función 
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F 1 expresaJa por F x (x ) = 3* -f 2 es biunívoca, puesto que F l (a) = F, (c) t 
implica que 3a + 2 = 3c + 2 y que a = c. La función F 3 = {(x, y) | y = x 2 ) t 
para la cual F a (x) = x 1 , no es biunívoca, puesto que los dos pares ordenados 
(2,4) y (—2,4), pertenecen a F t . 

Si la función F es biunívoca, entonces la inversa de F es tarabién función 
y se expreaa por F* . Si F es biunívoca y si F = {(x, y) | y = F(x)}, usando 
(7), hallamos que F° = ( (x, y) \ x = F(y)}; esto es: 

F= {(x,y) |y = F(x)) F* = {(x,y) | x = F(y)}. (9) 

Notemos que usamos el símbolo F* para la inversa de una función F, sólo 
en el caso de que dieba inversa sca tnmbicn función, esto es, sólo si F es 
biunívoca. 

Recordemos que la gráfica de una función F tiene la propiedad dc que toda 
línea perpendicular a! eje sobre el cual está graficado el dominio, intersectará 
a la gráfica cuando más en un punto. Ahora bien, si la función F es biunívoca, 
la gráfica de F, tendrá también la propiedad de que toda recta perpendicular al 


cn estos pares ordenados y verifique el que los pare 
son elementos de F*. Verifique que 

F*in=l y xÇD„ 

F[F*J =/ yí çV 

es biunívoca, ya que la gráfica dc F ci 
la Fig. 1.26 y cualquier recta perpen 
ando más en un punto. Dc (9) tenemos: 

F * = (Uy) |x = 2y + 2,y £ C—1; 2]}. (l 0 ) 

De la especificación (y gráfica) dc F vemos que: 

D,= :[—1;2] y (U) 


Solucióru Claramente, la función F 
cl segmento de recta de trazo grueso ci 
■ e Í c F * corla a cs,c segmento cu 


eje sobre cl cual está graficado el rango, intersectará a la gráfica cuando raás; 
en un punto. Por ejeraplo, la función cuya gráfica se muestra en la figura 1.24, 
no es biunívoca, mientras que la que sc muestra en la figura 1.25, sí lo es. 

La expresión (9) nos dice que si F es biunívoca y que si tenemos uní ; 
fórmula para F(x) y el dominio de x está dado o implicado, podemos expresar,] 
una especificación para F° en la forma F* = {(x, y) | x- = F(y) ; * Ç £#«}| 
Eu ciertos casos esto nos permite hallar una fórmula para F 0 (x), como se ilustra; 
en los ejemplos 3 y 4. 

Ejemplo 3. Considere la función 

F={(x,y) \y = 2x + 2 t x € [—l;2]j. 

Demuestie que F es biunívoca y por tanto, que la inversa de F es una función] 
F\ Dé F m en la forma 

F« = {(x,y) | r = F*(x),x£ ^r.}. 


(10) y (11) podemos escribir 


ira la cual F 9 (x) = (x/2) - 
entò de recta de trazo ligero. 
Cuatro elementos de F t 
rápidamente que (0,- 
tas igualdades 
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tenemos 


F'[F{x)] = i (2 jv + 2) — l 


Observemos 


de modo que 

Dg* = [0; + co), R c * = (—oo;—1], ( 13 ) 

De ; (12) n otamos que si (x,y) £ G a , entonces x = y 1 — 1, o sea que y = 
±VxTT. También de ( 12 ) vemos que y £ (—oo;—1], y por tanto detemos 
poner y = —V7+T Así pues, de (12) y (13) tenemos: 

I; K . C* = (( x, y ) |r = —VTTT* € [0; + oo)}. 

para la cual G*(») = —V* + 1 

La gráfica de G* es el arco de trazo ligero de la Fig. 1.27. Cuatro elementos 
de C son (—3,8). (—%, 2 i/ 4 ), (—2,3) y (—1,0); es fácil verificar que ( 8 , 
3)> < 21 / 4 ,—%)• (3,—2) y (0,—1) son elementos de G*. 

De las igualdades 


tenemos,.; 

^ ^ — 1 ) + 1 = —V** = * para a: £ (— oo; — 1 ] 

.':?[?*(*)] = (—V^+T) 2 — 1 = * para x € [ 0 ; + oo). 

/•iò • <l ue ^ as Figs. 1.26 y 1.27 nos proporcionan, a dem ás, ejeraplos de que 
Jjff* gráficas de R y R* son reflejo una de la otra, aobre la Iínea dada por y = x. 
È| i ÍEn los ejemplos 3 y 4 hemos presentado ilustracionca dei Teorema 1. 

1%; fP®? rema Si la función F es biunívoca y si F* es la inversa de F, 
entonces 

,4'2w- ' 

(i) F[F*] = I sicndo el domínio de l = R r . 

(iij F*[F] = / sicndo el dominio de I = !)><. 

Demostración. (i): Sea a 6 Rn esto es, sea a £ G r .. Entonces F*(a) = 6 . 
(á,ó) €/\ y esto implica que ( 6 , o) ÇF ó sea que F( 6 ) = a. Por 
tanto, si a Ç Ff, 

F[F°(a)]=F( 6 ) =a, 

/ *i * € Ff, entonces 

' F[f (*)]=*. . 

Sea a £ Z>f. Entonces F(a) = b donde ( a,b ) £ F, y de ahí que 
$? a ) G o sea que F*( 6 ) — a. Por tanto para a 6 D rt 

I f [f(o)] = f (b) = «. 

Ê x € Pn entonces 

i. . F*[F(*)J = *. ■. 

. símbolo ■ 


G= {(*, 7 ) |y = * 2 —1.*€ (—*>;—1]). 

Demuestrc que G es biunívoca. Sea C* la inversa de G; especifique C 4 en 
la forma 

C* = f(*,y) |y = C*(*).* 6 D c .}. 

Encuentre cuatro pares ordenuaos que pertenncan a C; intercambie las corapt- 
nentes priraera y segunda en dichos pares ordenados y verifique que los par« 
así formados están en G\ Verifique también que 

G*[C]=f para x £ U 0l y GLG # ] = / para * € Rq- 
Solución. La gráfica dc G es el arco de trazo gnieso en la Fig. 1.27; dichi 
gráfica es ta porción de la parábola cuya ecuación es y = — 1 , que queda ct 

el segundo cuadranle. Es claro que G cs biunívoca. Puesto que 

G = {(*. y) \ y = ** — 1.» € (— co; — 1 J}, 


se usará para indicar el fin de una demostración 


< 

« 


I 

I 


« 

t 




I 




iva mente. 
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EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 ai 8 , dé ei domínio y cl rango de F y 
de F # . Exprese f en ia forma F* = {(*,y) |y = (*)•* € 0**}. Grafique 

F y F* sobre ei mismo sistema coordenado. Halle cuatro pares ordenados que 
scan elementos de F ; intercambie la primera y segunda componentes en dichos 
pares ordenados y verifique que los nuevos pares ordenados así formados son 
elementos de F. Verifique que 

F°[F] — / con dominio dc / = D ?* 

F[F*] = / con dominio de / = Rr- 

1. F = { (x, y) | y = x + 1, * € [— 1 í 3]}. 

2 . /= {(*,y) |y = —*}• 

3. F = «*,y) |y = 4/*}. 

4. F = {(*,y) | y = 3x—4, [0; 5]}. 

5. F = {(*,r) lr = *’ — 4 » * € (— 00 5 — 2 D- 

6 . F = {(*,y) | y = * # — 4 , * € [ 2 ; + »)}. 

7. F={(*,y) |y = *»}. 

8 . F = {(*,y) |y = * 4 , * € [0; + oo)}. 

^Cuál de las funciones dadas en los ejercicios dcl 9 ai 12 tiene una inversa 
que sea función? Dé una razón para dicha respuesta. Si la inversa de una función 
G es una función G*, dé el dominio y el rango de G y de C\ exprese C* en ln 
forma C # = {<*, y) | y = G\x)>x € D 09 ) y grafique G y G* sobre un miaroo? 
sistema coordenado. 

9 .. G = {(*,y) |y = *.* € (— «>; + <»)}• 

10 . C={(*,y)|y= Vx,x € ( 0 ;+ oo)}. 

11. G = {(*,y) Iy = *• — 4*, * € [—1;5]}. 

12 . c = {(*,y) |y = **—4*. *€ [2;5]). 

En cada uno dc los ejercicios dei 13 ai 16 demuestre que Ia función dada. 
cs su propia inversa 

13. F = {(*,*) |y=«). 14. F = {{x,y) |y = 6 /*}. 

15. C = {(1.4), (4,1), ( 6 .3). (3, 6 ). (0.0)}. 

16. V = {(x,y)\y = —x — 2) : 

17. ^Es función la inversa de la función constante t = {(*,y) |y = 4j*| 
Dé una razón que justifique su respuesta. 

18. {a) £ Es función la inversa de la función F = {(*,y) |y = senx,— 
oo<*< + o 3 )?Dé una razón para dicha respuesta. 

( 6 ) iEs función la inversa de la función F = {(*,y) | y = sen*. — r/2 
< * < v/2)? Si así es ^cuál es el nombre dado generolmcnte a esta inversa’ 

1.8 Desigualdades y valores absolutos. Por sus estúdios prévios de, 
matemáticas, el estudiante está familiarizado con Ias desigualdades y con expre-, 
aiones como 2 < x < 4. Pueato que nos referiremos frccuentemente a Ias desiguaí 
dades, repasemos brevemente, de un modo formal, las nociones y propicdadeS 
básicas de Ias desigualdades. . Jj 

Si a es un número real positivo, decimo? que a es mayor que ccro y escrihi 
mos a > 0. Si a es un número real negativo, décimos que a cs menor que cei) 
y escribimos a < 0. De esc modo 4 > 0, —3 < 0. 
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Si a y 6 son números reales, y si existe un número real positivo p, tal que 
. —6 = p, décimos que a es mayor que b y escribimos a > b. Esto equivale a 
j.,'dccir que b cs menor que c, lo que escribimos b < a. Por ejemplo: 1.8 > V2 
y — 2 < ~ Los símbolos a < 6 se usan para indicar que a = b o que a < b; 
ji los símbolos a >ò se usan para indicar que a = b o bicu o > 6 . Una proposición 
de Ia forma a < 6 , a > 6 , a < b, a > 6 es una desigualdad. 

Resolver una desigualdad con una variable, significa encontrar los núme- 
, ros (dcl universo de la variable) para los cuales la desigualdad resulta una pro- 
pcaición verdadera. El conjunto de'números dcl universo para los que es verda- 
dera la desigualdad, constituye Ia solución de la desigualdad. Por ejemplo: la 
solución dc la desigualdad 3x > 9, cn el universo de números reales, es la 

totalidad de números reales mayores que 3; en la notación usual para intervalos 

;Ia solución cs (3; + oo). 

:• L*® propiedades de las desigualdades, más usuales, se expresan en el si- 
• guiente teorema. 

RV . ; Teorema 2. Para cualesquier números reales o, b y c; 

Ifel.® °> 6 r *><= +• «>c. 

a >b -<-*■ a + c> b + c, 
tfam) Si c es posilivo a > 6 <-> .cc > bc, 

(iv) Si c es negativo a > b <-> ac <bc. 

Dcmoslración. Las demostracioncs de estas afirmaciones se siguen de las pro- 
gpiedades conocidas de los números reales. 

Ji) . Püesto que a > b, a — b = p, siendo p un número positivo. En forma 
psemejante, dado que b > c, b —c = q, siendo q positivo. De Ia igualdad 

* ! '■ % ° — c = (o — b) + (6 — c) 

j^rnos^guc a — c = p + q. Puesto que Ia suma de dos positivos es positiva, se 
igue que a c es positiva, luego a > c. De este modo queda demostrada (i); 
Jpiden alj estudiante demostraciones para (ii), (iii) y (iv) en los ejercicios 
esta seedón. wm 


-8 ^-7,. -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 

Fig. 1-28 

Se.pucdc demostrar que el Teorema 2 es válido si se intercambian los sim* 
y <>y íateblén si los símbolos > y < se sustituyen por > y <, res* 

rifamos' . " ^ 

* a<b<e (U) 

Mmdicar que a < 6 y que b < c (y consecuentemente según el Teorema 2(i), 
&^yc)v'-Sl-’íe curaple (14) para los números a, b, y c, décimos quo 6 está 
ma Bf’'c; l Por ejemplo: \ / 2 esta entre 1 y 2, ya que 1 < V2 < 2. 



I 
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Dc forma semcjantc, cscribimoa 

a < b < c 

para indicar que a < b y que b < c. 

Se puede demostrar que para números reales tales que p < r, 

p < \ (p + r) < r. jj 

Esto cs, que entre dos números reales hay otro número real, y consecuentemente, 
entre dos números reales hay un número infinito dc números reales. Por esta: 
raxún se dice que cl sistema do los números reales, Re, es denso. -.1 

Las partes (ii), (iü) y (iv) dei Teorema 2, constituyen una base para resol¬ 
ver cualquier dcsigualdad de ler. grado con una vnriablc. Tal solución se ohtiene 
de modo muy semejante al seguido para la solución dc una ecuación dc ler. grado. 
Observemos que, de acuerdo con el teorema 2(iv), si se multlplican los 2 rniembros 
de una dcsigualdad por un número negativo, se invierte el sentido de Ia desigual- 
dad; esto es, se intercambian los símbolos < y >. 

Ejemplo L Resuelva lo dcsigualdad —3x + 7 > — x + 12. 

Solución. Si se suma x — 7 a cada miembro de la dcsigualdad dada, se obtient 
según el teorema 2(ii), —2 x > 5. Si multiplicamos ambos miembros por —1 « 
inverti mos el sentido de la desigualdad (puesto que —} < 0 , usamos cl teorema 
2<iv)), obteniéndose x <—%. La solución de U dcsigualdad dada es (—« ; 
_ 6 ^). Esta solución está representada en la Fig. 1.28. Como una comprobacion 
parcial dç nuestro resultado seleccionemos un demento dc la solución, digamos 
e l — 3 t y probemos si satisface la desigualdad dada. Sc ve que —3 (—3) + 7 >. 
__ (— 3 ) +12, o sca 16 > 15 es cicrto. De este modo podemos comprobar un. 

ciTor en el sentido de la desigualdad. 

Recuérdese que el valor absoluto, valor numérico o módulo de cualquier numere 
real a, se denota por \a\ y ac define como siguc: 

|a| = a si a > 0 ; | fl | = —a si a < 0 . 

Por ejemplo: |5| =5; [0| =0; |—5| =5. .jn 

Las principales propiedades dei valor absoluto que nos interesan, estan dadssj 

en los Teoremas 3, 4, 5 y 6 . 

Teorema 3. Para todo número real a: 

(i) |a| > 0 (d valor absoluto de a nunca es negativo ); 

(ii) j«| = 0 ++ a = 0 ; 

(üi) |o|* = a 2 ; 

(iv) Va* = |o|5 

(v) — |a| < a < \a\. í 

Demostracíón. Demostraremos (i) y (ii) simultáneamente. si notamos que 
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La recíproca de cada una de estas proposiciones también es válida. Así pues, quedan 
demostrados (i) y (ii). 

(iii) . Nótese que |a| x = \a\ • |a|. De donde, si a > 0 entonces |a | 2 = a • a = o 2 ; 
y además si a < 0, entonces Ja | 2 = (— a) • (— a) = à*. Por tanto queda demos¬ 
trada (iii). 

.(iv), Recuérdese que desde el Álgebra, a la raiz cuadrada positiva de un núme¬ 
ro poaitivo n, se le llama raíz cuadrada principal de n y se expresa por \/n. Luego 
a si a > 0 , pero Va 5 = — asia<0. Estas son precisamente las propie¬ 
dades de \a\, por tanto Võ 2 = |a|. 

(v). Primero demostraremos que u < |o|. Si a > 0; entonces, de la defini- 
' ción dei valor absoluto a = |a|; por otra parte, a < 0 implica que |a| = — a > 0 , 
de donde a < 0 < |a|. Por tanto a < \a\ para todo real a. 

|En seguida probaremos que — \a\ < a. Si a > 0, entonces — \a\ < 0 < a; 

de igual modo, si a < 0, entonces \a\ = — a y —|a| = a. Por tanto, — \a\ < a. 
£’’* Ambos resultados se pueden combinar, quedando 

—W<«<H 

^pára todo número a, y así queda demostrada (v). ■ 

* Teorema 4. Para cualesquiara números reales a, x y b, siendo b > 0: 

|(i) W <6 —ó<x< 6 ; 

|,|(ii) \x — a\ < b — b < x — a ^ ò; 

Ui v(iii) |x — a' < b <-> a — b < x < a + b; 

(iv) | |*| > b X < — 6 ó * > - 6 . 

^úDemostradón (i). Priraero demostraremos que si b > 0 y |x| ^ b, entonces 
< * < b. Puesto que x < |x| y |*| < b, entonces * < b. Además —b < — |x| 
-t|*| < *, de modo que —b < x. Por tanto \x\ < b implica que — b < * < b. 
En segundo lugar demostraremos que si b > 0 y —b < * < 6 , entonces 
b. Si x > 0, entonces |x| = x; esto, junto con la hipótesis de que x < b, 
mueitra que \x\ ^ b. Si x < 0, entonces |x| = — x, y puesto que —b < * 
imos qtíç —x < b; por tanto |x| < b. 

JiiJv Si ponemos x — a en lugar de x en |x| <, b, el Teorema 4(i) se trans- 
jrma.en el Teorema 4(ii). 

(iii),.,; Si —6 < x — a entonces a — 6 <* y si x— entonces 

por el Teorema 2(ii). Así pues, el Teorema 4(üi) se siguc dei Teo- 

RecuérdtíSc que \x\ = x ó bien que |*| = —x, de modo que 
^ — x > 6 ó * > 6 ; 


Consecuentemente 


a < 0, a = 0, ó a > 0. 

si a < 0, entonces |a| = — a > 0; 

si a = 0 , entonces 'a| = a = 0 ; 

si a > 0 , entonces \a\ = a > 0 . 


eljfTeorema 4 (iv). ■ 

ío^^èique el Teorema 4(i) establece que |x| <6 si y tólo si x es mayor que 
áCTÓr .qúe b ; raientra 9 que el Teorema 4(iv) establece que |x| > b si y 
^es menor que —fc, ó x es mayor que b. 

Ife'' ' i ; ■ 
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Teorema 5. El valor absoluto de la suma de 2 números reales, a y b, es 
menor o igual que la suma de sus valores absolutos: 

|a + 6| < |a| + |6|. 

Demos! radón. Del Teorema 3(v) tenemos que 

—y -w <*<M- 

De estas desigualdades sc sigue que 

—(W + W) <a+6<(|a| + |6|), 

que por el Teorema 4(1) es equivalente a |a -f 6 | < \a\ + \b\. I 

Debe notarse que el Teorema 5 incluye dos casos: 

(i) Si loã dos números reales, a y 6 , tienen igual signo, entonces \a + b\ = j 
\a\ + | 6 |. Por ejemplo: |3 + 5| = 8 = |3| + |5|; |—3 + (—5)| = 8 = |—3| + 

|—S|. 

(ii) Si los dos números reales son de signos opuestos, entonces \a + ò| ^ 
\a\ + | 6 |. Por ejemplo: |3 + (—5)| = 2, mientras que |3| + |—5| = 3 + 
5 = 8; así, |3 + (— 5) | <|3j + |—-5|- 

Teorema 6 . El valor absoluto dei produeto de dos números reales a y b 'À 
igual cl produeto de sus valores absolutos: 

W = M • W I 

Demostración. En cl Teorema 3 (iv) demostramos que Vã* = |a|. Por lo q* 
\ab\ = = V5 • Vb= = \a\ • | 6 |. fl 

Ejemplo 2. Resuelva la ccuación \x — 5| = 4. 

Solución. De la definición de valor absoluto 

|a| = 6 , (6 ^ 0 ) +->■ a = —b 6 a = b. 

Por lo que 

\x — 5| = 4 <-*- x — 5 = 4 ó x — 5 = —4 

x = 9ò *= 1 . 

Concluímos entonces que 9 y 1 son soluciones de la ccuación dada, dejamor. 
comprobación para el estudiante. 

Ejemplo 3. Resuelva la desiguaidad 1* — 4| < 3 y exprese la solución cot 
un intervalo. 

Solución. Según cl Teorema 4(ii) ia desiguaidad propuesta es equivalente] 

—3<x —4<3, ó 1 < * < 7. 

Por tanto [ 1 : 7 ] = {* | 1 < * < 7} es la solución y está indicada cn la Fig. 12 


-2 -1 0 1234 567 

Fie- 1-29 
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Ejemplo 4. Resuelva la desiguaidad |* — 3j > 6 , y eaprese la solución 

como Ia umon de dos intervalo*. 

! !. Solución. Según cl Teorema 4(iv) 

\x — 3| > 6 x — 3 <—6 ó x — 3 > 6 . 

La proposición — 3<— 6 óx — 3>6*« equivalente a 

W00 X<—3 ó X > 9. 

ím ****™ de * < — 3 es (— 00 i — 3) y la solución de * > 9 es (9; + co) 

, Por tanto, la solución de la desiguaidad dada es 

(— co;—3) U (9; + co). 

V* W debC üllcr P rclarac como ,a distancia entre el origen y el punto 
I p/*v' w \ a r r C00rdcnada * y 9 UC I* —«I es la distancia entre los puntos 
WWW P(a) - P x or U solución de \* — : H <3 (véase ejemplo 3) puede 
8 * aflcaraente co«o el conjunto de puntos cuyas distancias hasta el 
I f Um °£ menorca 0 ''**** * 3- Por razones semejantes, la solución de 

I j. • • f 4 ) Poede interpretarse como cl conjunto de puntos 

|. .cuyas distancias ai punto P( 3) es mayor que 6 . 

I ’ . : Ejemplo 5. Para F(x) = 3*, deraueslre que: 

Ül (a) Si \x —1| < o.l, implica que \F(x) —3| < 03; 

I: i- l^(*) —3[ < 0.3, implica que \x — 1| < 0.1; 

IPÚ)—3|<°.3 -«-► I* — X|< 0.1; 

Kj;'; I* — *i < 0*1» implica que |F(x) —3| < 0.6. 

11% (e) ^ dert0 si —3| < 0.6 entonces |*—1| < 0.1? 
mWW ciert0 <*** l^(*) —3| < 0.6 ^ \x— 1 < o.l? 
fe 5o/ucidn. (a). Puesto que F(x) = 3x, tenemos: 

!/•(*)—3|=|3* — 3|=3|«-1|. (15 , 

pDe.esta desiguaidad resulta obvio que si |* — 1 ) < 0 . 1 , entoncea 

Pfi ;|^(*)—3|< 3(0.1), ó \F(.x)— 3|< 03 

De ln igualdad (15) y de la hipóteais de que |f(*)— 3| < 0.3, tenemos 

I ;; 1 ■ 31*— ij < 0.3; ó \*— i| < 0.1. 

HÉM°) dcmOÍ,raci ° n 3e (e) se sigue de las demostraciones de (o) y ( 6 ). 

“ "° ta en la deraosl «<=Wu de («), I* — 1 | < 0 . 1 . implica que 
R ^ Claramente 0.3 < 06. Entonces, dei Teorema 2(1) se sigue 

ijMdgpte las condiciones dadas | F(x) — 3 | < 0 . 6 . 

cs cierto que: 

M- [ l ,( *)-3|<03) -» [|* —1| < 0.1], 

igualdad (15) se deduce que: 

< 0 - 6 l • [3 \x — 1| < 0.6] [|*—1| < 0.2]. 
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Laa desigualdades \x —1| < 0.2 y \x —1| < 0.1 no son equivalentes, ya que 
hay valores de x que satisfaciendo a la primera desigualdad. no satisfacen a la 
segunda. 

(/) Puesto que la respuestn a (e) es negativa, la de (/) será negativa 
también. 

EJERCICIOS 

1. Escriba una desigualdad dc la forma a < b para cada uno de los si- 
guicntes problemas, usando los números dados. 

(o) 3,8; (6) —2,4; (e) —4,—8; (d) V§T3. 

2. En cada uno de los siguientes problemas considere que * está graficada 
sobre la escala numérica convencional dirigida hacia la derecha v mediante una 
desigualdad apropiada de la forma x> a 6 x < b t exprese la proposición dada. 

(o) * está a la derecha de 5; 

(6) * está a la derecha de —4; 

(c) x está a la izquierda de 5; 

(d) x está a la izquierda de —3. 

Halle la solución de la desigualdad dada en cada uno de los ejercicios dei 
3 al 10 y cxprésela coroo un intervalo. Indique dicha solución sobre una escala 
numérica. Compruebe el resultado seleccionando un elemento de la solución y 
demostrando que realmente satisface la desigualdad propuesta 

3. 2* — 2>%* — 6. 4. 5% — 5 > —9 + 3x. 

5. •*(* + 10) > \x + 5. 6. i<3* + 7) < %* —4. 

7. |*| <4. . 8. I* — 6|<4. 

9. |2* — 3| < 5. 10. |3*|<2. 

En cada uno dc loa ejercicios dei 11 al 14 cncuçntre la solución de la des¬ 
igualdad dada y cxprésela como Ia unión de dos intervalos. Indique dicha solución 
sobre una escala numérica. 

11. |2x| > 8. 12. |3x — 5| > 4. 

13. j* — X| > 5. 14. I*—J|>*. 

15. Si el universo es el conjunto de los enteros positivos, tabule los siguientes j 

conjuntos. 

(o) {* | * < 8}; (6) {*| 2* < 21); 

(c) {x | * < 11}; (d) {*]3*<43}. 

16. Si el universo cs el conjunto dc los enteros, tabule los siguientes con-jj 
juntos: 

(«){*!*•< 9}í (fe) {* | 4* 3 < 25). 

17. Dé desigualdades de la forma |x— a\ < b que sean equivalentes a l»] 
desigualdades siguientes: 

(o) 2 < * < 4; (6) —1 < * < 5; 

(c)—2<*<8; (d)— 5<*<1. 

Resuelva las ecuaciones propuesms en los ejercicios 18-23. 

18. I*—4| = 3. 19- |3* + 2|=5 —*. ’ 

20. |*+4| = |*+2|. 21. |3—*| = |1+*|. 

22. |*_4| = I* — 2|. 23. I* — 5| = 7. 
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. E,crib> igualdades de la forma a<x<b equivalenlea a Ias des- 
igualdades propuestas. 

?; 531 <Jl . (*) |*/3| < 2; 

' 4 e) *~2|<3; (J) |*_f| <$. 

des i ^ida D dL U d n a a dar Í8UBldad * “* < “ 6 3 > P™ - * I- 

;■«; ^ Derauestre que si p y r son números real es y si p < r, entonces 

P < è(p + r) < r. 

r B ^|v 7, ' i J8e rcsul * ado deI «jercicio 26 para calcular un número real entre 
cada par de numeros dados. 

(6) VÍVS; 

ipt!^ A *, ?. . (d) — V§, —V2. 

gp- Detcrmin c los números para los cuales las raíccs dadas son reales. 
íWyS — 5 * (6) VS* —9 

(d) V— 4x — 5. 

caso lM * M han de Umi,ar * va,orM que n ° 



ySL 

1 

1 

1 


O 1 

/ía 

____d_ 

:: :> y\) 

Q(*vy\í 


Flg-. 1.30 


= ** 1 ’ de ,as 8i 8 uienle * propoiiciones son vei 

i|$ 3 I < 0.1,'entonces \F(x) —5j < 0^; 
ê^ 0-2, entonces \x —3| <0.1; 
p).SiÍ* 3| < 0.1, entonces |/*(x) —5| < 0.4; 

^ < ^-4, entonces \x — 3| < 0.1; 

Wv$ < 0.2 si y sólo si \x — 3| < 0.1; 

;|F (*) — 51 < 0.4 si y sólo si \x —3| < 0.1. 
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PENDI ENTE Y FUNCION PENDIENTE/75 



dominio 


30. Demuestre el Teorema 2(ii). 

31. Demuestre el Teorema 2(iii). 

32. Demuestre el Teorema 2(iv). 

1.9 Pendiente y función pendiente. Rccucrdese que la pendiente m 
(la tangente dc la inclinación a) de la línea I. (Fig. 1.30), a través de los puntos 
/\(*i»y») y JV**.y 3 ) «*« dada P° r 


z a — 


Uno de loa principales problemas que condujeron al desarrollo dei cálculo, 
fue d de encontrar la pendiente de la línea tangente a una curva. C en cuolquier 
punto de C. Pascmos ahora a considerar este problema. Supóngase que C es li 
gráfica de una función F como se muestra en la Fig. 1.31. A una recta deter 
minada por dos puntos sobre una curva, se le llama línea secante, o siraplemenU 
secante de dicha curva. Sea * £ D r y sea h^O un número tal que (* + h) 
£ Df \ entonces los puntos 

P(*,F(*)) y Q(x + h,F(x+h)) 


aon dos puntos sobre C, con la propiedad de que la secante PQ de C, que 
por P y Q, no es perpendicular al eje sobre el cual está graficado el doí 
Usando ln fórmula (16) tenemos 

.. . F(* + A) — f<*) _ r(x + A) —/•(*) 

pendiente de la secante PQ - -^ + ^ _ x ” * 


Si dada x £ V,- t podemos hacer que cl valor de + -Líil > se 

acerque a un número M(x) tanto como deseemus, con sólo hacer h suficiente- 
mente pcqnena, llamaremos a 

tf = <(*.y)|y = tf(*)) 
la función pendiente de la gráfica de F. 

•Z.Definimos la (línea) tangente a la gráfica de F en d punio Ff^Fí*)) 
como la línea PT (Fig. 1.31) que pnsa por P y tiene pendiente igual a Af(*). 
Recuérdesc que una línea que pasa por el punto {a, b) con pendiente m, 
[f es la gráfica dc la relación. 

I • R = {(*.y) I y—b = m(x — o)). 


Fig. 1.32 


^tçnto, si M es la función pendiente dc la gráfica de F, j si (a, F(a )) es un 
5.ql?re la gráfica de F para el cual existe Aí (o), entonces la tangente a la 
Tde'F cn (o, F(a )) es la gráfica de 

; K ==,{(*, y) |y — F(a) = A/(a) • (* —a)}, 
rásfpalabras . 

y —f(«) = M{a) • (* — a) (17) 

-.liación de la tangente a la gráfica de F en el punto (a,F(a)). 

Mg-' Nótese que cn la ccuación (17) usamos Aí (a) y no M(x) para 
fdé la línea tangente a la gráfica de F cn el punto cuya absciaa es a. 







■i. 
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Para ilustrar catos conceptos, considéreso la gráfica de la función 

/•={(*,r) | y = 4* —**), 

dada en la Fig. 1.32. En este caso 

F(x) =4x —x 3 , 

F(x + h) = 4(x + h) — {x + A) 3 = 4* + 4A — at — 2xh — A 3 , 
y ' P(* + /») — P (*) = 4/* — 2%A — A-'. 

Por tanto 
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(c) Lna ecuación para la tangente y una para la norma] a la curva en cl 
punto cuya abscisa es 1. 

Solución. (a) Aqui F (*) = -i- %- — 3; 

F(x + h) =Hx + h)’-3 = f + xh + £-3, 

F(x + h) — F{x) =xh+'Ç: 


la pendiente dc la secante PÇ 


= F{x + h)—F(x 


Por tanto. 


si A^=0; entonces y = 1 y tendremos que 

la pendiente de la secante PQ =4 — 2x — h 
Escogiendo A suficientemente pequena podemos hacer que 4 — 2x A esté tan 
cerca de 4 — 2x como queramos. Luego 

M(x) =4 — 2*. % 

y la función pendiente para la gráfica de F es 

((*»?) |y = 4 — 2x). 

Si consideramos el punto sobre la gráfica de F cuya abscisa cs 1, encontramos: > 
F(l) = 4(1) — (l) s = 3 y A/(l) = 4 — 2(1) = 2. 

Do esto resulta que una ecuación de la línea tangente en el punto (1, 3) es 
y — 3 = 2{x — 1) ó 2x — 7 + 1=0. 

La (línea) normal PN a la gráfica de F en el punto P(x, F{x)) es la línea que | 
pasa por P y que es perpendicular a la tangente PT (Fig. 1.31). Recuérdesc quef 
dos líneaa que tienen pendientes m,ym, respectivamente, *on perpendiculares n! 
y sólo si mi • m 2 = —1. Por tanto, podemos escribir una ecuación de la normal a l«j 
parábola de la Fig. 1.32 en el punto (1,3) en la forma: 

y — 3 = — i(* — 1) à x + 2y — 7=0. 

Ejomplo 1. Para la curva cuya ecuación es: 

y = jx* — 3 

hallc 

(а) La más simplo exprcsión para la pendiente de Ia secante PÇ, donde 
tiene abscisa x y Ç tiene abscisa x + h y h=£0. 

(б) La pendiente de la secante PÇ para a = l y 

iõ ; '*“Tõõ’ a -1ÕÕÕ 5 1.000,000 * 

(c) La función pendiente para la gráfica de la ecuación dada. 

(d) La pendiente dc la tangente a la gráfiea de F en el punto en que * =| 


la pendiente de la secante PÇ = — + ^ = 2xfl + ** - v + !i . 

#) ^ ara * = lyA = -^,la pendiente de la secante PÇ = 1.05; 

; para x = 1 y A = , la pendiente de la secante PÇ = 1.005; 

para x = 1 y A = —, Ia pendiente de la secante PÇ = 1.0005; 

para x = 1 y h = j q^qqq » la pendiente de la secante 
RO = 1.0000005. 1 ’ 

j|v ( c ) Seleccionahdo h suficientemente pequena, podemos hacer el valor de 
f lV2)' tan cercano dei de x como descemos. 

uiiego 

M(x)=x, y M=[(x t y)\y = x). 

^ ui ^(1) = PÜ) = —% y la pendiente de Ia tangente a lu curva 

te!i? nnto ^ *- 

(e): Una ecuación de la tangente en (1, — %) es: 

7 + %=!(*— 1) ó 2x — 2y — 7 = 0, 
jiupa ecuación de la normal en (1, — %) es: 

y + % = — (x — 1) ó 2x + 2y + 3 = 0. 

Ictíòs establecido ya que - ( * + ^ ~ F{x) pued* “aproximar» «" «(») 

^ csecnioa ’ hacicndo A “suficientemente pequena". I expresiones 
MSÍ*?* a * y * su ^ c * cnlc,ncn I c pequena” carecen dc un significado preciso. 
Oiente, en Ta Sec. 2.1, afinaremos sus significados. Usando In notación y 
ptos que introduci remos allí, escribimos: 




h-0 


r «»ultado obtenido anteriormente en Ias ilustraciones de la pá* 


lim (4 — 2x — A) = 4— 2x. 
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EJERCICIOS 

de los ejercicios dei 1 al 4 tratan sobre la gráfica de la respectiva 
y la secante PQ de esta gráfica. Para cada uno dc ellos: 

Dé una expresión, de la forma más simple, paro la pendientc dc PQ 
ticne abscisa x y Q tiene abscisa x + A, siendo h 0. 

(6) Dé cl valor de la pendiente de la secante PQ para los valores dados 
de x y de k. 

(c) Dé la función pendientc para la gráfica dc la ecuación dada. 

(d) Dé la pendiente dc la tangente a esta gráfica cn cl punto P„ cuya absci¬ 
sa es el valor dado de x. 

(e) Dé una ecuación de la tangente y una ecuación de la normal a la grá¬ 
fica en P». 

(/) Grafiaue la curva, la tangente y la normal cuya ecuación se encontro 
anteriormente (todo sobre el raismo sistema coordenado). 

rí. y = 5* — **; * = li h = ± , jjp , ^3-. TÇT • 

2 . r = i**» * = 2 * h = fij • ■ 

2 1,11 1 
® r = - x -* = — 2- h -w' W W 

4. y = 3x= —*=, * = 2, A = JÕ-, Ygr , jgr- 

En los ejercicios de.l 5 al 8, halle la función pendiente para la gráfica de la 
fundón F especificada. 

(J) F(x) = 4 — »». 

6. F(x) = 2/*’. 

© F(x) =2x+(3/x). 

8. F(x) =Vx. 

Sugcslión para cl ejercicio 8: Demuestrc que la pendiente dc la secante, 
PQ = ^ X : Racionalice el numerador y simplifique. 

À 

EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 1 

Tabule el conjunto descrito en cada uno de los ejercicios dd 1 al 4. 

1. El conjunto de todos los enteros positivos mayores que 2 y menores que 13 

2. La totalidad de enteros primos entre 10 y 20. 

3. La totalidad de enteros positivos con la propiedad de que sus cuadradí 
sean menores que 50. 

4. El conjunto de los coeficientes de la expresión 5x 4 -f 3x*— 4x a + 

Si d universo es d conjunto de los rcales, tabule d conjunto correspondiente a 
ejercicio dd 5 al 8. •.*•:« 

5. (x | x s = 81). 

6. {* 1 x 3 = 64x). 
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7. {* | x impar, positivo y menor que 10). 

8. {*|(4/x) =*}. 

Dado que el universo es d conjunto de números xealcs, grafique las relacio- 
m nes dadas en cada uno de Ios ejercicios dei 9 al 12, y dé su dominio y su rango. 
9-R=((x,y) |x>2). 

10- R = {(x,y) |y<4 y * > 0}. 

||ll. H = {(*,r)IW<2). 

| 12. R = {(x,y)||x|<2 y — 1 < y < 4). 

En cada ejercicio dd 13 al 16 compruebe si la relación dada es función o no 
una razón para la respuesta. Asf mismo grafique las relaciones y dó su 
io y su rango. 

13. {(*,y) i 9** = 16y=}. 

14. {(x,y) j ** + y* = 25, —4 < * < 3,y > 0}. 
j 1 ?- iiky) | * 3 + y 3 = 25, —4 < y < 3,* > 0). 

ÉSÈp- Ifey) [** + *y—-y = 0). 

JÊn los ejercicios dd 17 al 18 sc especificai» dos funciones: U y V. Dé espe- 

icaciones, así como cl dominio, para cada unu de las funciones U + V, U _ V, 

^Y/y U/V. 

17. U(x) = V25 — x *; V(x^V^4, 

Ê?; — V{x) = tan x, —(ir/2) < x < n/2. 

= {(*>y) I y — **}, y v — {(x, y) |y = Vx), cncuentre una cs* 
jfi^ciqn para las funciones compu estas U[V J y V[U]. Dé los dominios dc 
de las funciones U, V , U[V] y V[U]. 

J?°|Í T iene inversa la función F={(*,y) |y = x 3 }, tal que también sea 
icion? Explíquese el porquê dc la respuesta. 




2 


* 


% 



Limites 


continuidad 


2.1 Limites. En Ia Scc. 1.9 comentamos que ol cscoger h 6uficicntemcnte 
uefia podemos liacer que 4* — 2x — h t donde h 0, se aproxime a 4 — 2x 
íàntò como deseemos, y que para indicar esto escribimos 

Iim (4 — 2 x — h) =4 — 2x. 


*-♦ o 


el uso: de las desigualdades y de los valores absolutos estamos en posibilidad 
■'precisar el significado de la proposición precedente. 

^Representemos mediante la letra griega e, la medida de qué tan cerca de 
í2*‘de$eamos el valor de 4 — 2x — h; esto es, supóngasc que desçamos 
I;,Valor absoluto de la diferencia entre 4 — 2x — h y 4 — 2x sea menor 
;c. -En òtras palabras, deseantos que 

(4 — 2x — A)— (4 — 2%)| < . (1) 

é cs equivalente, que 

— e<(4 — 2x — h) — (4 — 2x) < t 

,es çualquier número real positivo. Ahora bien, h es pequeiía si su valor 
mo a cero. Supóngasc que la letra griega 8, representa la medida de qué 
címa de cero se debe tomar h para que se satisfaga (1) ; o sea, supóngase 
idición (1) se satisfoce para todos los valores de h, h^O, y tales que 

0 < |A — 0| < 8 (2) 

ivale a • v . 

t —8 < A — 0 < 8, hsfiO, 

P|un'número real positivo. Generalmentc, el valor seleccionado para 8 


wmã 


iando simplificaciones obvias en (1) y (2) vemos que dada çualquier 
íós seleccionar un número 8 > 0, tal que 
..para todos los valores de h para los cuales 0 < ;/*| < 8 (3) 

entô què basta seleccionar çualquier 8 ^ e para que (3) sea verdadera. 
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Como otra Uustración sea, 

F(x) = 5x— 4. 

Parece razonable dccir que podemos aproximar F{x) hacia 11 tanto como quere¬ 
mos con sólo escogcr * suficientemente próxima a 3, sin necesidad de que sea| 
igual a 3. Hagamos más precisa ésta exposición. Obsérvese que 

| F(x) — 11| = |5x — 4 —111 = |5x —151 = S|x — 3|. | 

Supóngase que desçamos que F(x_) difiera de 11 en menos de 0.05; 

|F(x) — 11| < 0.05 ó —0.05 < 5(x — 3) < 0.05. 

Para que se satisíaga esta condición basta cscoger un valor de x tal que 

—0.01 < x — 3 < 0.01, * ^ 3 

ó 0 < |« — 3| < 0.01 

De modo semejante, no importa que tan pequena sea una e dada, podemos hacerj| 

|F(*) — ll|<e (4)í 

tomando Jã 1 

0 < I* — 3| < e/5. (5)] 

Por supuesto si la condición (4) sc satisface cuando 0 < \x — 3| < 8, donde, 
5 = r/5, también se satisfará cuando 0 < \x — 3| < 8 para 8 < e/5. Escribiriài 

, liraF(x)=ll (6)j 

y con esto indicamos que, “dada cualquier e > 0, existe una 8 > 0 (cn este Cl 
5 < t/5), tal que |F(x) —11| < e para iodos los valores dc * que satisfacenj 
la cxpresión 0 < \x — 3| < 8". 

En forma más general, denótesc por F(x) la correspondicnte de x ante 1^| 

ftmción F: 

F = {(x,y) \y = FU),* € -*}• 

Supóngase que a cs cualquier número real, no ncccsariamentc elemento df| 
dominio X de F, que tiene la propiedad de que todo intervalo abierto que coi| 
tenga a conticnc también elementos dc X , distintos de a. 

El limite de F(x ) cuando * tiende a a es b, lo cual escribimos: 

lira F(x) = 6, -SB 

si dada cualquier e > 0, existe una 8 > 0, tal que 

|F(x) — b\ < c -a 

para todos los valores de * 6 X % que satiafagan 

0 < I* —o| < 8. 

Si existe un número b para el cual (7) es verdadera, décimos que existe^ 
lini F(x); si, por otra parte, no bay tal número 6, décimos que cl lim F{x) j 

r 

existe. Si existe limF(x), puede demostrara* que es umeo. 
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La existência dcl limite de F(x) cuando * tiende a a no depende de F(a ); en 
realidad F(o) puede estar definida o no, puesto que a no está necesariamente 
en cl dominio dc F. Si existen limF(x) y F(a), éstos puede ser iguales o no. 


*-a 


: §V v Aunque la definición de limite establece que para que b sea el limite de 
F(x) cuando * tiende a a, debe existir una 5 para cada e, debe observarse que 
éi hemos encontrado una 8 correspondicnte a una e dada, cntonces 8', tal que 
; 0 < 5' < 8, debe ser igualmente aatisfactoria para la e dada. 

Frccuentemente se nos presentan funciones F, tales que F(x) está especificada 
para todo un intervalo, exceplD para algún valor de x, digamos o, y desçamos 
saber si existe limF(x). En cl ejcmplo 1 se ilustra un procedimicnto para analiwr 

leste tipo de situaaones. 
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Flg. 2.1 

SJemplo 1. Considcrcse la función G especificada por 


** — 9 
a —3 


stcjél lim C(*) ? Si es así /.Cuánto vale? 
gjl&iÉ ’.£(3) nó^estú definida, puesto quo no sc permite la diviaión entre 


IÈISI^ÍP e * ** rtcla CU ^ a ccunc ^ n cs y = x + 3, excepto que el punlo 
la gráfica? esto sucede porque 3 no está en cl dominio de G 
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Es evidente que podemos aproximar G(x) a 6 cuanto queramos, cou sólo 
escoger una x sufieienlemeiitc cerca de 3, esto es, 

lim G(x) = 6. 

J—i 

Vamos a probar que esto realmente sucede, usando la deíinición de limite. 

Puesto que C(x) = x + 3 si * 3, entonccs para x # 3 

|C(x) —6| = I* + 3 — 6| = \x — 3|. 

Ei, esla situación, dada una e > 0, basta escoger 8 - c. Porque nótese que a 

8 = e, lí 

|C(x)—6| < « cuando * 0 < |x— 3| < 8. 

Hemos probado que limC(x) = 6. 

í-í 

Cualquier valor 8' tal que 0 < 8' < 8 habria sido igualmontc satisfuelorioj 
en este caso. 

Indiquemos el significudo geométrico dei nnálisis precedente. 

Con el punto (0,6) como punto medio, trácese un intervalo AB , sobre e 
eje Y , de longitud 2a. (Fig. 2.1). Dibújense líneas horizontales que pasen por jj 
y por B ; éstas forman una banda de ancho 2e. En los puntos P y Q, donde estai 
líneas horizontales intersectan la gráfica de la función dada, trácense líneas ver- 
tieales, que crucen nl eje X en los puntos C y D. La abscisa dc cualquier puntij 
entre C y D, excepto el 3. formará un par mediante la función G, con un núr 
que será In ordenada de un punto entre A y B. Por tanto, una «clección apropiadaj 
para 8 será, en este caso, la mitad de la longitud dei intervalo CD, con cenff| 

en (3,0). .... 

Puede suceder que para una F(x) y una a dadas, no haya un numero 0 

la propiedad de que 

. • lim F(x ) = b. 

En esle caso, como ya liemos establecido, décimos que no existe limF(x). Par 
ilustrar cato conaidércse la función G, mayor enteio en .r, que está especificada 

Gix) = [*], | 

y cuya gráfica está dada en la Fig. 1.20. Demostraremos que no existe 

lim C(x) 
r-*l 

Pudemos sentimos inclinados a suponer que dicho limite es 2, puesto que 
valores du C(x) = [x] está» próximos a 2 cuando x t» igual a 2 ó un poco mij 
qun 2. Pero si x ta un poco menor que 2, ejiloitcet [x] = 1. Estn 
O < 8 < 1, 

G(x) =1 si 2 — 8 < x < 2, 
y C(x) = 2 si 2 < x < 2 + 8 

• -Cuando" está usado aqui, y en expreaione» aemejantes. con el significado tóS 
todos lôs valores de x, que son elementos dei domínio de la iunción, pa:a los cuales . 
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De aqui que G{x) no sc puede aproximar a 2 cuanto deseeraos con sólo aproxi- 
inarse x sufioicnlementc a 2. O sea que dada t > 0 no existe una 8 > 0 tal que: 

|G(x) —2| < e para 0 < \x — 2[ < 8. 

dRealtnentt, no hay número b tal que lim G(x) = b, porque no importa qué tan 


x-*a 


.pequena hogamos^ n 8 , siempre existirán números c x y c a que salisfagnn 
$ < l*~ 2 l < 8 » V para los cuales G(e,) =1 y G(c a ) = 2. 

{:■ Sin embargo, sí existen números Haniadoa “limite por la derecha" y “limito 
poria izquicrdn” de G{x) cuando x liende a 2. 
â v?‘ l^ra cualquier r > 0 dada, existe una 8 > 0 tal que 
|f (*) —ò,| < e cuando 0 <a — x < 8, 
limite por la izquierda de F(x ) cuando x tiende a n. Para esto escri* 

)imos 

lim F(x) — ò|. 

í? ^cs^aldad 0 <a — x < 8 es equivalente a a — 8 < x < a, de modo que 
(?!§** restringe» las x n valores menores que a; F(x) puede estar definida para 
Sfcttt o no. " ' 

P*** cualquier e > 0 dada, existe una 8 > 0 tal que 

|F(x) — 6 ,| < . cuando 0 <x— a < 8 , 

H ' 1 1'™'^ por la derecha dc F(x) cuando x tiende a a. Para esto ponemos 

lim F(x) = 63 . 


. |desigualdad 0<x — a < 8 es equivalente a a < x < a + 8, de modo que 
fc.mtringen las * a valores mayores que o; F{x ) puede estar 0 no definida 
menores o iguales que a. 

lé^iante lá notación y conceptos para limite por la derecha y por la izquierda 
iriéndonos de nucvo a G{x) - [x], escribimos 

lim G(x) = 1 y lirnC(x)=2. 


r-i- 


í puede demostrar que para que exista el lim F(x), es neccsorio y suficiente 
islan lim F(x) y limF(x) y que sean iguales. 

ÍH^ r J a dèfinición de limite para demostrar que limF(x) = b, necesita- 


J Bp 

^ ue ^ ada cualquier * > 0, podemos hallar una 8 > 0 tal que 
■^P*) —A| < ê cuando 0 < |* — a| < 8. 

Kpicf.paso, factorizamos |x — a\ dc |F(x) — 6|; esto es, expresamos 
en la forma 

fe ; ò| = |«-o|-|C(«)|. 

gible. encontrar dos números positivos, r y j, que tengan la propiedad de 
■T~ a \ < r implique que |C(x)| < s, entonces 
M(*) l>\ < |x — o| • s cuando 0 < \x — a| < r. 
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Aliora bicn, 

\x — o|**<e cu ando |x— a\ < t/s. 

Si escogemos a 8 como cl menor de los números r y e/s , entonces las dos des. 
igualdades 

o < I* — al < r y |x — a\ < ,/s 

se cumplcn, y 

]F(x) —6| = I* — o|-|C(*)| < I* — •!■*<» 

cuando 

0 < |at — a| < 8. 

Ejemplo 2. Pruebe que Hm (x ? + 2x) = 3, encontrando 8 en términos áj 

f-i 

una b > 0 dada, dc modo que 

|*’ + 2x — 3| < e cuando 0<|x —1| < 8. 

Sohición. Sca F (*) = + 2x. Entonces 

\F(x) — 3| = !*• + 2* — 3| = I* —1| • \x + 3|. 

Como a nosotros nos inteTCsa el Hmitc F(x) cuando x tiende a 1, restringirenfl 
nuestras consideraciones a valores de x cercanos a 1 pero distintos de l. Así pwj 
hncemos 

I * — 1 | < 1 . 6 - 1<*-1 6 0 < x < 2 . 

Dcsesjnos hallar un número J para el cual |x + 3| < s cuando |x 1| < 1. De 
desigualdad 0 < x < 2 vemos que 3 < x + 3 < 5, de modo que |x + 3| <| 
luego 5 es un valor apropiado para .% En consecuencia: 

|x— l|.|x + 3| <5|x—1| cuando |x—1|<1. 

Ahora bien. 5 < |x—1| < * cuando |x —1| < »/5. Por tanto si 8 se toma cog 
el menor de los números 1 y r/5, 

|F(x) — 3| < e cuando 0 < \x — 1| < 8. 

Por ejemplo, si se noa da c = 10, haremos 8 = 1. Entonces . 

|F(x) — 3| < 5 |* —1| < 5 cuando 0<|x —1| < 1. 

Si se nos da e = 2. haremos 8 =$. Entonces 

|F(x) — 3| < 5 I* —1| < 2 cuando 0<|x —1| < i 
La determinación dei limf(x) mediante el uso directo de la dcfinición 

en general, difícil. El limite se determinará usualmente con la ayuda de 
teoremas que en seguida consideraremos. 

Teorema 1. Dados los números reales m y b 

lim ímx + 6) = ma + b. 

Demostración. Sea F(x) = mx + b. Entonces 

|F(x) —ma — 6| = |mx + 8 —m«—6| = |m(x —a)| =|m| • |x —a|.^ 


HNriÇ ’* 

'^-Càso 1, m=£ 0. Dada cualquier e > 0, |m| • \x — a\ < *, siempre que \x — 

í/M; P° r lanl ° si 8 = e/|«i|, 

jgk- !/■ (*) — ma — b\ < t cuando 0 < \x — a\ < 8. 

fe * V ^ 050 m ~ P flra m = \ mx + k — ma — — 0. Entonces, dada cual- 

[uier e > 0 |í(x )—ma — £>| < e para todos los valores de x y consccuente- 

* snto •" ' •• . 


f lf(*)— mo — 6| < e cuando 0 < |x — a\ < 8, 

> 0. b 

p;--?É Como casos especiales dei Teorema 1 tenemos los siguientes: 

Teorema 2. lim b= b. Y 

-' 

W:1 Teorema 3. lim x = a. 

jjllTeorema 2 sc sigue dei Teorema 1, hnciendo m = 0 cu éste último; cl Tco- 
m ?. sc sigue dei 1 haciendo m = 1 y b = 0 en el Teorema 1. 

'Téprema 4, Si existe el limF(x) y k es un número real, entonces 

lim k • F(x) = À* • Hm/*(x) 

■Demostración. Sea. limF(x) = 6. 

■ • • *-•<« 

|;?;pcliemos prohar que 


lim k • F(x) = k • b , 


; demostrar que dada cualquier e > 0, existe una 8 > 0, tal que 
‘IV V \k\P{x) — k‘b\ < r cuando 0 < |x — ol < 8. 

^Es^hvijp que, en el caso trivial cn que k = 0, se cumple la igualdad (8), de 
^uc consideremos que k=£ 0. Nó tese que 

’; jk • F(x) — k • 6| = \k\ . |F(x) — b\. 

isecúencia 

l**f(*) —k-b\ < r cuando |F(x) — b\ < «' (9) 

ontlÇ:^ =-«/|^|* Puesto que lim F(x) = b , dada una t > 0, existe una 8 >0 


r-»<i 


~ 6 I < *' cuando 0 < |x— a\ < 8. 
ãíjhisma S sc sigue, de la (9), que |4-F(x) —A-b| < e, y asi queda 

'v'i 'i ' *' * ■ 

linnVx = Vã, a > 0. 

C aso a = Tendremos que prohar que 

-iíifi;-' lim Vx = 0 , 


r— « 


^tnoív de hacer ver que dada cualquier r > 0, existe una 8>0 
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I 


IV»'— 0| = Ví <« cuando 0 < \x — 0| = |*| < í y * € [0; + co), 

o sca cuando 0 < * < !. Obsérvesc que Ví < 6 »> * < €*■ De donde, « 
8 = € *, entonces 

Vx < * cuando. 0 < \x — 0| < 8. 

Por tanto queda demostrado (10). 

Caso 2: a > 0. Deieamos probar que 

Mm ví = va; oil 

es decÍT, demostraremos que para toda c > 0 dada, existe una 8 > 0 tal que 
|V*— VS| < t cuando 0 < \x — a\ <8 y * € [0; + «)• 
Obsérvese que para x ^ 0 

vs-ví- ^ «Ví-va = ^ 

Entonces |V* — Vü| < c siempre que 

(1/VÍ) I* — a| <r ó I* —a| < Ví«. 

O seo que si 8 = Võf, entonces 

| Vx— Võ| < e cuando 0 < |*— a| < 8. :j 

Por tanto queda demostrada (11). M 

Teorema 6. Si U y V son funciones para las cuales existen 

lim U(x) y lim V(x) 


entonces 


(i) lim [V[x) + V(x) ] = lim V(x) + lim V{x) 

I “W 

(ii) Nm [{/(*) — K(*)] = lim £/(*) —Hm V(x) 
liii) lijij [t/l*) -K(*)] = 

lim U{x) 

r-«« 

(\r) Hm VDuT = Vp» U(x ); si n es un entero positivo 

Nótcse que cuando en (v) n es entero par. el universo de la variable que 
restringido a valores para los que ü(x) > 0. Nótese, asimismo, que cn los Ti 
remas 1, 2, 3, 4. 5 y 6 significa “existe y es igual”. Por cjemplo, 

Teorema 6íi) puede leerse como sigue: 

Si U y V son funciones para las cuales existen Hm U{x) y Hm V{x), j 

tonces lim [U(x) + V{x)] existe y e*, igual a [lim U{x) + Hm V{x)]. 
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; El Teorema 4 es un caso especial dei Teorema 6(iii) cuando V(x) = k. 

El Teorema 5 es un caso especial dcl Teorema 6(v) con n = 2 y U{x) = x. 

El Teorema 6(i) se puede extender a la suma de n términos, Fi{x) + ••• + 

f ■('*)»'y el Teorema 6(iii) puede ser extendido al produeto de n términos, 
i(x) y • F«(x). En particular, el limite de la enésima potência de F(x) es la 
enésima potência dei limite de F{x): 

fr fcj [#■(*)!■ = [ga f( *) ]“• (ia» 

Demostraremos ahora el Teorema ó(i); las demás partes dei Teorema 6 se 
pueden demostrar por un procedimiento semejante. 

■Ái^DemoStracián dei Teorema 6(i). Sea 

Ü- É lim U(x) =6 y lim V (x) = c. 

j^eiseanios probar que 

MàW ifclim [U(x) + V(x)] = lim U(x) + lim V{x) = b + c. 

KEsSf- Ml ^ *"** 

Para esto nécesitamos demostrar que para toda e > 0 dada, existe una 8 > 0 


jí ; |[U(*) + V(x)] — (6 + c)| < c 

iara_todos los valores de x en el domínio d c U + V, que satisfagan la desigual- 

Í«f, b'< \x — è\ <8. Por hipótesis, para cualquier í>0 dada, existen nú- 

neros positivos 8, y 8 S tales que 

^ f \U{x) — 6| < » cuando 0 < \x — a\ < 8,, . 


?;•!# ' v \Y( X ) —c| < õ cuando 0 < |x — a| < 8 3 . 

8m*':' 15 •' *• ^ 

8menor de 8, y 8*. Entonces se satisfacen la9 desigualdades 

!?<*>-*l<| r |F(*)-c|<i 

!fep < i* — o| < 8. Por tanto: 

■*■?<*>] -r(b + e) | = \[V{x) -6] + [V(x) —c]| 

< \V{x) —6| + \F{x) —c| (Por el Teorema 5 de 

la Sección 1.8) 


'■dovO < |x'—i| < 8. Así queda demostrado el teorema. | 

^•Teoremas 1, ( 2, 3, 4, 5 y 6 nos permiten determinar los limites de combi- 
jones algebraicas como lo ilustraremos en los ejemplos 3, 4, 5 y 6. 

ÍEjemplo 3. , Evalúe lim (3x* -f 4). 

WoTución. i.Tenemos 

lim (3x* + 4) = lim (3x*) + Jim 4, 
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según ei Teorema 6(i), siempre que existan los limites dei segundo miembro de «! 
ccuación. Notamos que 

gflS**) = 3 {!Í. r ? J )(^? I ) = 3l2M2) =12, 
por los Teoremas 4 y C(ixí), y que ljm 4 = 4, por el Teorema 2. De aqui que id 
limite* en cueslión existen y en consecuencia lenemos 

Um (3a* + 4) = 12 + 4 = 16. 

r-l 


Ejemplo 4. Calcule lim —-r 

J r 2x + 7 

Solución. Tennmos 

d* — 5 

Um-= 

2a + 7 


lim l3x— 5) 


2x + 7 lim (2x + 7) 

según el Teorema 6(iv), si los limites clel lado derccho existen y si el limite à 
denominador no es cero. Luego, procediendo como en cl cjemplo 3, hallamos qu 

lim (3x—5) =1 y Um (2x + 7) = 11. 

#-*3 ' r*4 

De donde 

3x — 5 _ 1 

lim ——-= — . 

2* + 7 11 

Al tratar dc evaluar UmF(x) para una funrión F, dada y tal qe 

/■•li 

F(x) = ; frecucntementc enrontrnremos situacioncs en que 

En tal caso es claro que el Teorema 6(iv) no se puede aplicar; sin embargo 
menudo podemos usar el siguiente teorema. 

Teorema 7. Si F y G son dos funciones y F = G, excepto para un p 
ordenado cuya primera componente cs a, y si existe Um G{x ), entonces 

lim F{x) = lim G{x). 

Demosiración. Por liipótesis existe Um G{x) ; llamémosle b. De aqui que d« 
cualquíer e > 0, existe una 5 > 0 tal que 

|G(x) — 6| < s cu ando 0 < \x — a| < 8, '-fl 

entendiéndosc que x 6 domínio de G. 

También por hipótesis sabemos que 

{* | * Ç dei dominio de F y x ^ a) = {x | x Ç dei dominio de G y x ¥= ®)1 
y expresondo este conjunto por X 

F(x) =C(x) para toda x £ X. 

Luego 

F(x) — b = G(x) — b para toda x€ X. ; 

El conjunto (x | 0 < \x — a\ < 8, x 6 dominio de C), mencionado en (13), w j 
subconjunto dc X. Por tanto, usando (13) podemos afirmar que, dada cualqjj 
t > 0, para toda x en cl dominio dc F para la cual 0 < |x — a| <8, tcn«| 

|F(x) —6| = |C(x) —b| < e. 
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.0 sea que lim F(x) = í>, y asi el teorema queda demostrado. ■ 

• Este teorema se aplica en los cjcmplos 5 y 6. 

Ejemplo 5. En cl cjcmplo 1 demostramos, por el uso directo de la defini- 
ción-de limite, que 


Jktablezca este mismo resultado usando los teoremas apropiados. 
gv Solución. El Teorema 6(iv) nos dicc que si Um (x* — 9) y Um (x 
■êxisten, y que si Um (x — 3) 0, entonces 

- n lim (x* — 9) 


iiendocomo en el ejemplo 4, hallamos que lim (x — 3) = 
>rema 6(iv) no es aplicable. 

in embargo observe que si F y G son dos funciones dadas por 


entonces 


tonces 


— 7 = x + 3 = C(x), para toda x^=3. 

x — a 

excepto para un par ordenado cuya primera componente 
= lim (x + 3) = 6 y así, por cl Teorema 7, tenemos 

Um F(x) = Um C{x) = 6. 


Calcule 


^|5piucJoh. Ya que Jim h = 0, no resulta aplicable el Teorema 6(iv). Notamos, 
n embargo, después de simplificar cl numerador, que h es factor de él. Por tanto 
adrmos'escribir 

WSM t B+ T ~ 8 = -^r- + - hs = » + » + *• 

^t°4a fcj£0. Como por aplicación dc los Teoremas 6(i) y 6(iii) vemos que 
h") ~ 3, podemos usar el Teorema 7 para escribir 


EJERCICIOS 


ando la definición dc limite, demuestre que si F(x) = 2x + X 
i£(*);= 5, encontrando 8 en términos de un número r>0 dado, 


|F(x)—5j < t cuando 0 < |. 







I 
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2. Demuestre que si F(x) = Vi x + 6, entonces Um F{x) = encon¬ 
trando 8 en términos de un número e > 0 dado, tal que 

| F(x) — 3j / 5 |< « cu* lido 0 < I* —1| < 8- 

3. Procediendo como en el ejemplo 1 dc esta sección demuestra que fl 
/T(*) = ( 2x 2 3a- — 2)/(x— 2) t entonces lim F(x) = 5, encontrando 8 en tér¬ 
minos de un número e > 0 dado, tal que 

| F{x) —5| < e cuando 0 < |a — 2| < 8. 

4. Demuestre que lim + 2x —1) = 15, encontrando una 8 en térra| 

noa dc una t. > 0 dada, tal que J 

|(3** + 2a — 1) —15| < e cuando 0 < \x — 2| < 8. 

5. Demuestre que si F(x) = existen los limites por la derecha y per 
la izquierda, expresado9 por 

IS?/(*). y ]“?/(*> 

respcctivamcnte. Calcúlelo». ^Son iguales los dos limites? ^Existe Him ? E* 

plique su respuesta. • m Jfl 

En los ejercicios 6-13 use uno o más dc los Teoremas 1-7 para calculij 
el limite indicado. ú 


6. lim (x 5 — 4*+ 3). 

#-*a 

8. lim- X 7 } —- 

X* + 2x — 3 

10 - ' 

X a — 3x + 2 

12. hm ---— • 

~'x s —4x + 3 


7. lim ——— 
x' + 4 

9. lim ■—-~* 
- 1 x—1 


11. lim 


x a + 7x 


13 . Hrjlf-i-1). 

x \2 + x 2 J 


14. Demuestre que ljm x* = a\ 

15. Demuestre que lim x" = o", siendo n un entero positivo 

16. Demuestre que 

lim [cox* + CjX*”' + ... + c„-ix + cn) = coa" + c a a-' + . . . - 
donde las c son números reales y n es un entero positivo. 

17. Dada F(x) = x’ + (V* 5 /*). calcule lo wguiente: 

(o) Ijn» F{x); (6) }«m/(x). 


. + Cn-,a + Cf 


En cada uno dc los ejcrcicios 18-24 calcule Ji_m 


F(x + h)— FM 


F{x) propuesta. 

18. F{x ) = 2o-". 
20. F(x) = l/x. 
22. F(x) = V*. 


19. F(x) = y 4 x a . 
21. F(x) = x*. 
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^ ■p Sugestión: Después de hallar que -^-- =---, 

racionalice cl numerador dc la íra cción dei lado derccho, multiplicando nume¬ 
rador y denominador por Vx + A + V*. Tras la aplicación a es te resu ltado, 
dc los teoremas apropiados sobre limites, será neceaario calcular lim Vx -f A; este 

limite se encuentra usando cl teorema 6(v), y asi lim Vx~+ A = Vlim (x -f A) 


23. F(x) = ^7. 24. F(x) = 1/V7. 

En los ejercicios 25-28 calcule el limite de C(A) cuando A-*0. 

25. C(k) = . 26. G(h) = ü±il 


sj 29.: Demuestre que si 

Ip \ «*>-{?£«! 

itonces existen los limites por la izquierda y por la derecha, Um G(x) y lim G(x) 
«pectivamente, y encucntrdos. ^Son iguales dichos limites? £ Existe HmG(x)? 
|así es, ’ Í cuánto vale ? . 

30. Demuestre que si limF(x) = . 

Òi i tal que 

F{x) > 0 cuando x£ ( 

?:|jSug«tíón: Aplique la definición a lim F(x) = b y seleccione e = |6/2|. 

p31. Demuestre que si l s iraF(x) =6 y si b < 0, entonces existe un núme- 
tal que 

p i' < 0 cuando x (a — p; a) U (a; a + p). 

2.2 AJgunos limites trigonométricos. En el capítulo 1 usamos la fun- 

meno Sen, y la función coscno Cos, e indicamos que el dominio de cada una 
fâwlas.es el conjunto de los números reales. Por ejemplo, hemos definido la 
jnción ; Sen como . ■■:. 

Sen = {(x, y) | y = sen x, x € /fe), - 

l^^deíinición depende dei significado de sen x, siendo x un número real. 
jgjgg çrao» las definiciones de sen x, cos x, tan x, esc x, sec x y cot x, donde x 
inúmero real. -T ••• 

B^&nrtruyamos un circulo con centro en el origen de un sistema coordenado 
^Wulàr y Çon radio unitário (Fig. 2.2). Dado un número real x, partimos dei 
ÍWOJ^^.O;) y avanzamos una distancia |x| sobre Ia circunferência, moviéndonos 
^^udgíéontrarxo a las manecillas dei reloj si x es positiva y en el mismo sentido 


6 y si b > 0, entonces existe un número 
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si * c» negativa. Designemos por l\ al punlo donde nos detenemos. Este punte 


tendrá coordenadas (a, 6), y definimos: 
sen * = b 

cos x = a 


tan x = — si a 0 
o 


sec x = - si fl^O 

0 


cot X = ^ si 0. 


1 

x 

P(o. 6 )/' 

X 

Í 

X \ . 

O 

O.0 f 


Fig. 25 

,3fl 

Estas definicioncs se relacionan con la trigonometria de los ângulos como s>gu| 
si x es un número real y si 9 es un ângulo cuya medida eit radianes r 
entonces 

sen x = sen 6, cos x = cos 0 , etc. 

Ahora podemos definir las seis funciones trigonométricas: 


Sen = 

{(*.r) 1 y = 

sen x, x € Re) 

Cos = 

(C*.r) lr = 

co» x, x 6 Re) 

Tan = 

j (*.r) 17 = 

tan x, x € Re, * & (2n + 1) j 

Ccs = 

U*.7)l7 = 

esc x, x £ /íe, x /!“} 

Sec — 

1 (*>7) 17 = 

sec x, x € K<?, x ^ (2/t + 1) ^ 

Cot = 

«*.7)|7 = 

cot x. x 6 Re,x=£ nv) 


siendo n cualquier entero. 

Recordando la gráfica de r = sen *, sc vc natural aseverar que 


Para demostrar (14), priracro demostraremos que si |*| < tt/ 2, entonces 
|seni| < |x|. Para probar esto consideramos dos casos: (i) 0 < x < w/2 y 
—*/2 < X < °, representados en la Fig. 2.3. Eu esta figura- los círculos 
$f nen ra( *‘ 08 unitários y los ângulos están medidos cn radianes. Notamos que la 
!<Iongitud dcl segmento MP cs |senx| y que la longitud dei arco RP es |x|. Ade- 
; más vemos que; 

'.X :v la longitud de la cuerda PQ < la longitud dei urco PQ. 

tanto 2 |sén x| < 2 |x|, ó |wnx| < \x\ para — zr/2 < x < x/2 y x #0. 

^yiamente, |senx] = |x| cuando x = 0, y asi hemos probado que 

u |aenx| < \x\ cuando \x\ < tt/2. (15) 

piora bien, (14) sc siguc inmcdiatamente de (15); dada una t > 0; si esco- 
H|Ç a 5 como el menor de los números c y jt/ 2, tendremos, según (15) 

É'- |senx — 0| < |x| < e cuando 0< |.r —0| < $, 

'lês, lim sen x = 0. 



■ 

BI 

E 


n 




■ 


(h) -w/2<x<0 


lim sen x = 0: 


Fig. 2.3 

|| rrn ° scme Í an,c > recordando la gráfica dc y = cos x, es natural ase- 

Braços* = 1: ( 16 ) 

stò^5ç_ siguc inmediatamentc dc que 

|1 —cos*| < 1*1 cuando |*| < r/2, (17) 

j^pr^aremos. Puesto que cos (—x) = cosx, hasta probar (17) para 
l|quc 0 < x < -/2 y para ello usaremos lu Fig. 2.4. cn la que el círculo 
lio unitário y el ângulo está medido en radianes. En esta figura nota- 

BDBãV!: Ji«V- 1 
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mos que la longitud de OM es cos*. la de MR es |l-cos*| , la dcl «rco S?| 
CS 1*1. Además notamos que 

U longitud de MR < la longitud dc la cuerda RI' < la longi.ud dei arco l| 
Por tanto 

11 — cos *| < 1*1 cuando 0 < * < x/2. 

E» obvio que |1 — cos *| = |*| cuando * = 0, y asi hemos dem«tt»do (lffl 
Nótese que (16) se siguc dc (17) en la misma forma eu que (14) « «P! 
de (15). Dojamos ai esludianlo completar los detalles de la demostracion. 


r»g. 2.4 

Aimquc los limites (14) y (16) pueden ser sugeridos por la intuición, | 
íicilmente podríamos afirmar lo mismo con rcspecto a 

sen * . 

lim-l: 

x 

Sin embargo, (18) cs verdadera siempre que el universo sea .1 conjunto dej 
números rcalcs como demostraremos en seguida. Considerese U Fi„. . . 
cuol notamos que si 0 < 0 < e/2, enlonces 

0 < (área dei A ORI') < (arca dei sector ORP) < (área dei A ORT) (lj 
Ahora bien 

área dcl Ô.ORP = l(OR)(WP) = èU) (sen*) = i sen * 
y área dei A ORT = J(OJl) (CT) = id) U™*> = í 


t _ 

| Còxno la fórmula para el área de un sector circular puede no ser familiar, 
procederemos a obtenerla. Sea A s el área de un sector de un círculo de radio r, 

arco s y ângulo dcl sector *, siendo * la me¬ 
dida dei ângulo en radianes (Fig. 2.5). Si 
Ao = xr 1 es el área dei círculo, tenemos 
(para 0 < \x\ < 2?r) 

área dei sector _ arco dcl sector ó As _ 
área dei círculo arco dei círculo A c 

A a = 

Por unto, refiriéndonos a la Fig. 2.4, 
área dei sector ORP = i (1) (*) = ^ . 

)r otra parte, suslituyendo en (19) hallamos que 

0 < sen * < * < tan *, 

< x < :?/2. Si multiplicamos ambos lados de la desigualdad sen* < *, 
< 1 y multiplicando ambos lados de la desigualdad 


Fig. 2.5 


sen * 


Man *: por ■ C ° -—; tenemos cos* < - 8€n ~ . Por tanto 

* 

•’ ^ sin* ^ . 

COS * < —~— < 1 


(astá ahora hemos supuesto que 0 < * < n/2. Sin embargo cos (—*) 

M y ^ — ~ 8e ° —. Por lo que la desigualdad (20) se 

[pára — v/2 < * < 0. Esto es, (20) es válida para — v/2 < * < 0 ó para 
ir/2. ’Ahora bien, limcos* = l y lim 1 = 1, y puesto que según (20) 


•-*Q 


*-o 


éstá entre cos* y 1 para valores de * cercanos a cero, deducimos que lim 


1. Esta deducción la apoyaremos en (20) y en el teorema 8 que enun- 
sin demostración. 

j&nrema 8. Si U y V son dos funciones tales que 

lim U(x) = lim V(x) = 6; 

eí,una función para la cnal existe un intervalo abierto {c; d) que tiene 
dad de que a Ç (c; d) y 


fÚ; W*) :< F(x) < V(x) cuando xÇ (d d ), x=*a, 


lim F(x) = 6. 


s-*c 
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Hemos enunciado y demostrado que (18) cs válida cuando cl universo es 
el conjunto de los números reales. Entonces, si desçamos considerar a x como la . 
medida de un ângulo, esta medida debe de estar expresada cn radianes. Por- 

ejcmplo, si p es la medida cn grados dc un ângulo, no cs cierto que \\m = 1- 


senfi , , , sen senx _• 

Debcmos obtener jjm^ , de (18) temendo presente que — = ; 


" ÜLÍ , donde x es la medida en radiantes, dei ângulo cuya medida es 0 cn 
180 x 

grados. Por tanto 

sen B \í v *en*’\_ * 

la ^i8o * ) “ i8o 

Muchos resultados dei cálculo los desarrollaremos basados en el limite (18); 
De lo que hasta ahora se ha dicho acerca dc este limite, debe resultar claro que 
cuando se use (18), el universo de la variable ha dc ser un conjunto de número* 


reales. 


í 


Relacionado con el resultado (1*8), existe el hecho de que si 9 es un ângulo 
pequeno y si x es la medida en radianes, de 0, entonces sen 0 y x tienen aproxi¬ 
madamente igual valor. De hecho, si la medida dc 9 en grados, es 5 o ó menos, 
sen 9 y x son iguales hasta 3 cifras dccimoles. 

Debe advertirse que mientros el universo sea el conjunto de los números 
reales, el símbolo usado como variable cn 


sen x 

hm -= 1 

r -° x 


no tiene importância; es igualmentc cicrto que 


sen u, _ , 

lim-= 1 

u-Q u 


Sin embargo, si A: es un número rcnl distinto de 1, 


sen kx . 

hm -# 1. 


Pero observamos que SCn = A: —7— — , y consecuenlemente 

X KX 


y, m ^ = k .\ im ^ = k\ = k. 
X *** kx 


Para llegar a este resultado hemos usado el hecho de que 


sen kx sen kx 

hm —--= hm —-- 

kx kx ~° kx 


Este es un caso especial dcl Teorema 9. 

Teorema 9. Si k es un número real distinto de cero, entonces 
lim F(x) = b - ■<-> k Ur^F(x) = 6. 
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Demostración. Este teorema proviene directa mente de la identidad 


Demostraremos que lixnF(x) = b implica que^lim^/* (x) = 6. El estudiante debe 

desarrollar una demostración para la recíproca de esta proposición. 

V.- Si lim/(x) = b, entonces dada una e > 0, existe una 8 > 0, tal que 
*■“ . ' 

|E(x) — ó| < e cuando 0 < |x — a| < 8j. 

Si escogemos 0 < |A:x — ka\ < |A*| 8,, tendremos 0 < |A| |x — a\ < |4| $1 0 sea 
;0 < |x — a| i< 5,. Luego, dada c > 0, existe una 8 > 0, cspedficamcnte 8 = |A:| 8, 


Zfi % |/*(*) — 6| < c cuando 0 < |kx — ka\ < 8, 

decir, que lim F(x) = b. 

, • v»l. nJ 

EJERCICIOS 

Calcule cl limite para cada uno dc los ejcrcicios dei 1 al 12 
ÜSi sen 4A „ 4 sen 5 h 


Sugesúón: Usar lanx 
(2 sen 2 x —6x 3 


Sugestión: Escriba 


Sugcstión: Usar 1 — cos h = 2 sen 3 {h/2) 


' y * ... 12. lim h cos h. • 

tan3* ^ 

18.Çonstruya tablas de valores para sen x, cosx, y tan x, para los siguientes 
r.es de x (ai unà de estas tres relaciones trigonométricas no está definida para 
Jór dado de x, escriba “no definida”, en la tablií): 

2n ’ 1 ir ' tt 7 r ir r r r » 2» 3» 5» . 

Ivp^rr, —— 2» ”“ 3* — ” ^ , *3~’ ~/Ç~ ’ ~fy~’ * 

‘14.;í ; Grafique cada una de las siguientes funciones: 

(a) ((*» 7) I y = sen *,— 2 * < * < 2 r). 

• M 1 (*. y) Iy = ta»*,— 2*<*<2»}. 
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En cada uno dc los cjereicios dei 15 al 18, Md« >« «uación dada ai j 
universo es el intervolo [0;2v). 

a — ct 16. cos 0 = 0 

5 «n W — 2 sen í. » cos* d - sen .-i = * 

E„ cada uno de los «jercicio. dei 19 .1 22, grafique la eeuacion dada par* 
cl intervalo [—2w;2w]. 

19 . y = x + sen x. . . jl 

Suzctión: Use el método llamado de “suma de ordenadas , que esta basttf 
, “ 5 í - nil . f( x ) = U(x) + V(x), entonces para cualquxer *» € D* 

y = sen x. 

20. y = (*/2) + sen*. 21. y = sen* + cos*. 

22. y = sen x —cos*. 

23. Grafique la función F = {(*, y) I 7 = sen ' *» * ^ £*“” * ; ' 

24. Grafique la función C dada por 

_ la*; 8 i * € [—3w;0) ü (0;3*] 

C( * ) ” I l,*si * = 0. 

2$. Demuestrc d teorema 8. 

2.3 Continaidad. Hemos visto que para ima función F= (<*.y) Í7j 
f (*)}; lim F<*) no depende dei valor de f(«), 7 q«“ d5cho P ueáe 

tir nunque /"(a) no exista. 

La función F es continua en a si 

(i) o está en el domínio de F ; esto es, si F{a) está definida; 

(ii) lim F (*) , existe; 

(üi) lim F(x) = F(a). 

Si una fimeión es continua en cada punto de un intervalo dado^O^g 
sobre el intervalo. Si una función no es continua en a, se dice que es 01 
tinua o que üene una dUcontinuidad en o. 

Las condiciones (i), (U> y (ffl) de 1» definición de contmuidad en | 
veces se combinan rn un solo enunciado: JJ 

limF(x) =F(«) (2 

i- 4 

o lo que es equivalente. 

jim F( a + h) = F(o). 

En otras palabras, las proposiciones (21) y (22). coando se int«preUn 

nes de “F es continua cn rf\ Hemos supuesto que (O) 1f JOU « 

SC lc pide al lector que lo demuestre, en el ejerc.cio 23, al final de eita «era 


CONTINUTOAD/lOl 

• Dcbc . tenerse cuidsdo al interpretar los enunciados 121) y (22). Una 
función puede dejar dc ser continua en a, si F{a) no existe, si no existe Hm F(x) 
;o si F{a) y limf(*) no son iguales. Considérense los siguientes ejemplos: 


l :$■ Ejemplo 1.- Considérese la función /*, dada por 


m 


F(x) = 


2r — 5* — 3 
* — 3 


* ^ 3. 


íbte que 


F(x) = ,2x . + = 2x + í .x#3. 


|j, La gráfica de F es la recta cuya ecuación cs y = 2* + 1, excepto porque 
el punto (3,7), como se indica en la Fig. 2.6. Por el teorema 7, 

lim F[x) = lim (2* + 1) =7. 

la función F, existe limF(*) y cs igual a 7. Siri embargo, F(3) no está 

rfjivv Xj >í"*r ' •.•«.. X"tj 

finida y así pues, F es discontinua en 3. 


^Ejemplo 2. Considere la función G, dada por 

2*= — 5* — 3 
- 


-;v‘ 09) =4. 

ftió'en el ejemplo 1, C(x) = 2* + 1 para *^3. La gráfica de G es la 
ígtóficá de F anadiéndole el punto (3,4), como se indica eu la Fig. 2.7. 
« en el ejemplo 1 

lira G(x) = 7. 

í función G, existe ÜmG(x) y es igual a 7. Aunquc G(3) está definida; 
;ir ,lc C(3) = 4 es diferente dei Um C(*) y por tanto; G es disconti- 

■Kiftfe-.-' 



G[x) = 


*=^3 




mplo 3. Considere la función //, dada por 


2* a — 5* 4 - 3 
*— 3 


*^=3 


o simplemente, //(*) = 2* + 1. 


ijim H(x) — 7 y //(3) =7, de modo que lim«(x) =tf(3), luego 
en 3. La gráfica de H es la recta mostrada en la Fig. 2£ 
»Jt‘descamos expresar la definición de continuidad de una función 
lí^rmitios; de desigualdades. Nótese que la proposición (21) significa 
§ríii e > 0, existe una 8 > 0 tal que 

||4| F{x) — F(a)| < e cuando 0 < |x — a\ < 8. 
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Flg. 2.6 


Ya que F(a) — F(a) =0, y 0 < e, cscribiraos esto simplemente como 
* |F(x)—F(a)|<e cuando \x — o| < $. 

Recíprocamente, si a es cualquicr número real con la propiedad de que cualqijg 
intervalo abierto que contenga a o, contienc también números distintos de 
dominio dc F, entonces la proposición de que “dada e > 0, existe vna * 

tal que |F(x) —F(a) | < e cuando |* — o| «, 
indica que 

ljm F(x) — F(a ): 

Luego Ia proposición (21) es equivalentàj 
la proposición “dada cualquier « > 0,' 
una S > 0, tal que 

\F (*) — F(a) | < r cuando |* — a| <j 
o sear 

F(«) — e < F(x) < F{a) + t •.f| 

cuando a — 8 < x < o + 0.*’ /■ 

Si F es continua cn a y si F{a) ^=((1 
tonces se sigue de (23) que existe un núi 
5 > 0 tal que 

F(x) cuando x € [a —8;a + ó]; ; 


Fiff. 2.9 


•(■51 la íunción F ea continua cn o, entonces cl punto (a, F(©)) está en la 
áfica de F y hay puntos de Ia gráfica de F tan cercanos como queraraos al 
(a, F(a)). A veces se dice que si F es continua, podremos hacer la dife- 
encia entre las ordenadas dc dos puntos de la gráfica de F tan pequena como 
os, con sólo hacer Io diferencia entre las abscisas de estos dos puntos, 
çientemente pequena. Dicho con más precisión: dada cualquier c > 0, existe 
na 8 > 0 tal que se satisface (23); esto es, F{x) está en el intervalo (F(o) — 
■> V U) + «) para toda x en el intervalo (a — 5; a+8). Esto significa que 
a una t y para cualquier selección de las líneas cuyas ecuaciones sou 

7 = F(a) —« y y = F(o) + «, 
isten líneas con ecuaciones 


% '.-í >f. x = a — 8 y x = a + 8 

Bjà propiedad dc que la porción de la gráfica F que está entre las dos últimas 
is, queda completamente contenida en el rectángulo determinado por laa cua- 


Flff. 


Fig*. 2.10 
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tro líncas antes citadas (véase la Fig. 2.9). Si F cs continua sobre un intervalo.j 
la gráfica dc F sobre esc intervalo será una curva que no sc intcrrumpe. 

Ejemplo 4. ^Es continua en 0 la función F dada por 

FU) — —2 para % < 0 
F{x) m 2 para * > 0? 

La gráfica de F está dada en la Fig. 2.10. 

Solución. Claramente la gráfica dc F está rota en * = 0; es evidente que, 
F es disconlinua en 0. La condición (i) de continuidad se satisface, puesto quej 
F{ 0) =2. Sin embargo 

lim FU) =—2 y HraF(a;) =2. 

Corao el limite por la iiquierda no es igual al limite por la derccha, no existi 
lim FU) i Por tanto, la condición (ii) de continuidad no se satisface. 

Frecuentemente deseamos saber si una función es continua o no en todos, 
los puntos de su domínio, y de no serio, en cualcs es discontinua. El teorem 
siguiente ayudará en estos casos. 

Teorema 10. Si las funciones F y G son continuas sobre los intendei. 
Si y S t respectivamente , y si S = Si H S t , entonces: | 

(i) F + G es continua sobre el intervalo S; 

(ii) F — C es continua sobre S; 

(ii£) F'G es continua sobre S; 

(iv) F/G es continua sobre S, excepto para aqueUos números o Ç 5 
que G{a) =0. . ’J| 

Demostracicn de (i). Sea a cualquier número en S. I or hipótesis 

limF(x) = F(a) y \im G(x) = G(a). 

X-Kt 

Por el Teorema 6<i), existe lim [FU) + G(x) ] y es igual a 

£lim F(x) + lim G(x) J • Dc donde '• 

lim [F(x) + G{x)] = F(a) + G(a) t ;■ 

y por Unto F + G es continua cn a. ■ 

Las partes (ii), (iii) y (iv) se demuestran por un procedimiento a 
mil ar. 

Recuérdese que en la sección 2.1 establecimos las limites ; 

lim c — c y lim x = o. 

De ahí que la función constante C ={(*,<?)} y- la función identidad JJ 
{ [x, x )) son funciones continuas, puesto que cada una es continua para t|® 
número de su dominio. En cada caso el domínio cs el conjunto Re, de ttwc||I 
números reales. 

En el ejercicio 16 de la sección 2.1 demostramos que ,j 

lim P(x) = P(a), 'JB 


r 

i 
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onac / es un polmoniio de grado n. En consecuencia, una función polino- 
de grado u, cs continua sobre su dominio Re. 

Recuérdese que una función racional es el cociente U/V, de dos funcione» 
olinomioles U y V , y que su dominio es la inlersección de los dominios de 
iy de F, excepto para aqueUos valores que hacen V(x ) =0.- Del Teorema 
|(iV) se siguc que una función racionnl es continua sobre su dominio. Por 
amplo, las funciones F y G, dados por 

mÍQ r C <»)=- %1T 5 

Sí?? > ” ,ÍnUQS S0 ^ re 5U5 r^pcctivos dominios; es decir que F es continua para 
go| número real excepto 2, y que C es continua para todo número real ex- 

p^;teorema 5 demuestra que la función roír cuadrada simple es continua 
jbr&su dominio [0; 4- oo). Puesto que por el teorema 6(v) 

: ' Hm ^ = -(/S 

|?í'gup que enda una de las funciones 

7 ~ € [0; + co), siendo n un entero par poaitivo). 

y ) I y “ + oo), siendo n un entero impar positivo). 
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Haremos uso dei siguientc teorema y de sus corolários. 

Teorema 13. Si 

K= ((*,») |» = H*)} y U = ((*r) lr = VM) 

soa dos junciones coa las propicdades siguientes 
(i) Hm V (x) = 6, 

(ii) existe un número P > ^ 

Y(x) b cuando 0 < |* a| < P. 

(Ui) 1existe, 
entonces blunciin compucM F = V[V], dada por F = {<*. y I , = 
licne la propiedad de que 

IhnfW =limí/[K(*)] = g3*/(«)- 

*-"l '“*** . ..M 

DamosUacióa. Expresemos el lirj l/(u) mediante c. Demo, una e > 0. | 
bemos, dc (iü), que existe una 8, > 0 tal que 

— c| < « cuando 0 < jo— 6| < 8,. 

De (i) sabemos que dada dicha 8, > 0, existe una 8, > 0, tal que 
|F(x)—i>| < 8, cuando 0 < |* — o| < 8,. 

Hagamos ahora « 8 igual a la mis pequena de 8, y Emonces. siempre é 
0 < |i_„| < 8, tendremos 0 < |P{*) -6| < Y de ahl <l ue 

—«l < •; 

“*° lim V{V{%) ] = c = ÜJJ t/(u). . 

U neccsidad de una‘hipótesis adcmás de (i) y (iü), «■ pasa a menuda 

alto. Para demostrar que las bipótesis ,«) , («0 
conclusión dei teorema 13, conaidérense las func.ones V y V dadas por 

. Í3u para u=£2 

Y(x) = 2; U(a) = {7 para u =2. 

Se. a = 1. Entonces 6 = Hm V(x) =2, y lim U(u) = 6. Sin embargo, 

lim Í/[P(*)] =7=y£=Uml/(«). 

Si en lugar de la hipótesis (ii) dei teorema 13, usamos la bipótesis de| 
U es continua en 6, oblenemos el utilisimo teorema 14. 

Teorema 14. Si 

V = {(*,«) !■ = »'(*)) y U = {My)\r = UM) 

soa dos funciones tales que 

(i) üm P(*) =b. 

(ii) U es continua en b, ^ 

entonces li m U[V{x)] = t/[Um V(x) ] = U{b). 
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Dcmoslración. Demos una t > 0. De (ii) sabemos que existe una 5, > 0 

tal que 

|í/(u) — U(b) \ < e cuando |&—6| < 

De (i) sabemos que dada dicha $„ existe una 8 > 0, tal que 
|P(*) —6| < 5, cuando 0 < \x — o| < 5. 

Por lo cual, para esta 5, 

|í.- |í/[P(x)] — ^(&)| < * cuando 0 < \x — a\ < 5; 

■ 




adcmás de las hipótesis (i) y (ii) dei teorema 14, lene- 
is que (iii) V es continua cn a, 

i ^ ces U[V] es continua cn a ; cs dccir que 

Umí/[P<*)] =U[V{a)]. 

• 'Demoslración. El teorema resulta una consecuencia inmcdiata dei teorema 
ívnotamos que según la hipótesis (iii), limP(x) = V{a). ■ 

(yd, teorema 15 se deduce que si U y V son continuas sobre sus domínios, 
la función compucsta U[V] cs continua sobre su dominio. Como ejem- 
puesto que una función polinomial 

IS' • p = {*iy)\y = p W) 

sgòntinua sobre su dominio Re , y puesto que la función Sen 

Sen = {(*, y) | y = sen *)) 

tinua sobre su dominio Re, sabemos que la compuesta de Sen con P. 

ípK-Sen [P] = {(*, y) | y = sen P(x)}, 
lai^pontinua sobre su dominio Rc. 
jgualmente, ya que 

-r : : Cos = {(x, y) | 7 = cos x) 
tinúa sobre su dominio Re, se sigue que 

: Sen [Cos] = {(*, y) | y = sen (cos x) ) 
ti)iüa sobre su dominio Re. 

■Lf ‘ , Í > t> t • 

plo ,5. Si 

■/.= í(x.y) Iy = VTT1) y y = í(x,r) Ir = —1, 

vm 1 * > 


■lunU[V(x) 1 y ton V[U(x)). 
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Soludón. Para las U y V dadas, tcncmos 


l/[V( x )]=Jíkjí + 8 y K[(A*)j = 


sen V* 4~ 8 # 
Vs + 8 ~ ‘ 


Para calcular Um V[V(x) ], notamos que Um V{x) = Um - 1, Y 9“' 

es continua en 1 ; por tanto, se aplica cl teo rema H y no» queda 

Um C[K(x) J = ü[Um P(*)] = ,Jlimi^ + 8 = V9^1. 

Al considerar lim P[U(x)], notamos que V no cs continua en 0, por lo tanto si 
debe aplicar el teorema 14. Sin embargo 

lis V(h) =fe ! T^ 


existe, e igualmente existe un número P > 0 tal que V(x) = Vx + 8> 0 cuaní| 

0 < I*— C—8)| < p. 

dc modo que el teorema 13 si se puede aplicar y teuemos 

HmK[í/(x)] = JjmP(A). 

En otras palabras 

*' ~ . sen h _ , 

im —-— *• 

h 


EJERCICIOS 

1. ^Es lo función F dada por 

F(x) = 2*—1, x^2. 

F<2) = 5 

continua en 2? Explique su respuesta y grafique F. 

2 . ^Es la función // dada por 

H(x)=2x — 1, *=£2, 

H(Z) = 3 

continua en 2? ExpUquc su respuesta y grafique H. 

3. ^Es la funciên F dada por 

x a —9 


F(x) = 


x—3 


^3 


continua en 3? Grafique F. iPuede definirse F(3) de modo que F sea conl| 
en 3? Explique su respuesta. 

4. 4 Es la función F dada por 

continua en 0? iPor qué? Grafique F. Si F no es continua cn 0, ípuede dcf,| 
F(0) dc modo que F sea continua cn 0? Explique su respuesta. 


4Es la función G dado por 

— 1 


O(x) = 


*9^1. 


*—T • 

CU) = 2 

sntínua en 1 ? Explique su respuesta y grafique* C. 

K:»‘: % 6 Es la función // dada por 

fffe "d) = s 

jtiKuii en 1 ? Explique su respuesta y grafique //. 

^ ,os .5Í er S icio * 7 •> 14- «y*«c Iw valores de x paia los 
iYF. f especificada por la ecuación dada sea discontinua. Grafique 

8 . b (x) = sec x. 

10 . FM = ± . 


x 2 — 2x — s 


12. F(x) = 
14. #■(«) = 


*—I * 


x —1 


+ tan x . 


|ada uno de los ejercicios dei 15 al 18, calcule Iimí/[r(x)j para las 


g = {(x, y) | r = co,x}; K={<* y )| y = -=»*}; B = 0. Suges- 
” “ n,inu * «obw Re y que V es continua sobre Re ; tisc cl 

teorema 14. 

• '-{<*r) |,'= i£=“), 

use el teorema 13. 

ej/rcicioi dei 19 al 22 use los teorema, 13, 14 y IS para 

SMos a x—3c08x + 2). 

*sen2x \-ry: 

W~J- 


20 . ii- Jg ( 2 *~ 10 ) 
~ s * — 5 

22 . '»Un(«,n f). 




privadas 
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23. Demuestre que las proposiciones (21) y (22) son equivalentes. Es decirg 
demuestre que 

[Hm F(x) =F(a)] «-► [l>m/(o + A) = f(o)] , 

24. Demuestrc el teorema 10(ü). 

25. Demuestre el teorema 10(iii). 

26. Demuestre el teorema 10 (iv). 

27. Demuestre el teoiema 12. 

EJER CICIOS ADICION ALES AL CAPITULO 2 

L Mediante el uso directo de la definición de limite, pruebe que si / W 
3 * + 4 , entonces Um F(*)=?, encontrando 8 cn términos de un m 

e > 0 tal que 

\F (*) — 7 | < « cuando 0 < \x — 1 | < 8 . 

2. Mediante el uso directo de la definición de limite, pruebe que si F(s )J 
{x/3) + 5, entonces lim F{x) = l %, encontrando 8 en terra.nos de un nuiao 

e > 0 tal que 

\F{x) — 1% | < e cuando 0 < \x — 1 j < 8 . 

3. Demuestre que Hm (*’ — * — 6 ) =—4, encontrando 8 en términos 
un número s > 0 tal que 

\{z?—x — 6 ) — ( —4-)| < c cuando 0 < |* — 2| < 8 . 

4. Demuestre que lim (1 + *)* = 1, encontrando 8 cn términos de un 
®-«o 

mero e > 0 tal que 

|(1 + x )3 — 1 | < e cuando 0 < \x — 0 | < 8 . 

En cada uno de los ejercicios dei 5 al 8 encuentre el limite pedido 


5, lim 


1 — * 


um- f.- z • 

^ 2 — V.v* + 3 

. tan a k 

7. lim t -r- • 

h sen h 

9. ^ Es la función C dada por 

CM = 


6 . lim 


l — ** 


um- ■■ 

-M 2 + V* 9 + 3 


sen (t ? 1) 

8- l‘m ( ._ 1 - 


x^-2 


x + 2 * 

C{— 2) = 2 

continua en —2? Explique su respuesta y grafique C. 
10. 4 Es 1a función F dada por 

.'«-TÍÍ 8 

F(—2) = 12 

continua en —2? Explique su respucíto y grafique F. 


Definición de derivada. Consideremos la función 
^ = ((*>r) \y = F(x).xtxi 


/ n nórner0 de cero, positivo o negativo, que tenga la propiedad 

íSmé (x + h) € X. En capítulos anteriores hemos catudiado el cociente 


F{x + /») —F( x) 
ísfé una función F' con la propiedad de que 


ilgupos valores dc x £ X, entonces 

mi MH 


f(x + h)-F M 

A 


'ada de f(*) con respecto a *. 

iérapio, para f (*) = 2x ■ — 3* tenemos 

A) — f(*) 2(* + A) 1 — 3(* + A) — 2x? + Zx 

%.■ * -S- 

= [(4*— 3) +2A] 

^^Í) =(4t _ 3)+2A . 

fci qua-ia derivada de F(x) con ropecto a * cs 4x —3, o sea 

sEçO" «” íorma rápida, usando directamente la definición de 
"'\y.la igualdad 


— (4*— 3) | =. 2A, Zi^itO. 


11 » 
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Sin embargo, cn general uo estamo» imcresailos en verificar si una F(x) « 
particular, satisface (1). Máa bien, nucalro interés es determinar /'(*), si cxirld 
directamente dei priraer término de (1), usando los teoremas de limites 
piado*. 

Es frecuentc expresar la derivada dc F(x) con respeclo a x, por V a t (Xi\ 
esto es 

_ _ F(x + h) — F{x) 

D ^*> = te- ã- 

Considérese otra vez cl ejemplo (2) para el cual F(x) = 2x-‘ — 3* y | 

+ - S + 2h ‘ 

si A=?to. Usando los teoremas de limites convenientes de Ia Sec. 2.1. se vc 
VJ{x) = jim (4* — 3 + 2/0 = 4* — 3. 

Es decir: 

0,(2*»— 3*) “4* —3. 

Nuestro priraer objetivo en este capítulo cs aprender a determinar D/(| 
para una F(x) dada. El proceso de encontrar D,F(*) para una F(x) dad*| 
llama dcrivación. 

La función 

F' = {(*,/) \y = D r F{x)}, 

% 

tal que 

F(x) =D^(*). 

se llama derivada de F. El domínio dc F consiste de aquellos números dd í 

minio de F para los que exista D,F(*). 

A veces deseamos indicar el valor de D g F (x) para a: - a. Esto lo hai 

escribiendo ; esto es 

Jfl 1 

D*f(x) l = f(a). 

Por ejemplo, hallamo» que D,(2** — 3*) =4* —3. En consecuencia, | 


D,(2x : — 3%) J = 4(2) —3 = 5. 


Si existe F(o) = D,f (*) J . se dice quo la función F es derivable 

Si una función F es derivable en todos los números de un intervalo, se dice 
es derivable sobre el Intervalo. 

De acue.rdo con (1) tenemos 

F'M=)Ü5 F{a + h l~ F — - ;; 

para una a que pertenece al dominio de f . A veces leeremos r(a) como 
rivada de F(x) en a\ 1 


;> Guando hablamos de la derivada de F(x) en c, generalmente pensamos en 
‘que c es un punto interior dei dominio. Sin embargo, c no es necesariamente 
• un punto interior. Por ejemplo, si [a; ò] cs el dominio de F, es posible que 

.!fÍ u~ ll* + H-na) )im F(b + h)-F(b) 

• h ^ k 

lexístan, uno o ambos. Ya que al definir estos limites se requiere que (a + A) € X, 
£cs neccsario que A > 0, en cl primero de los limites. De igual modo, como ae 
riere que (6 + A) £ X , es necesario que A < 0 en el segundo limite. 

Ejemplo 1. Si F(x) = X a , halle D^(*). Especifique cada una de los fun¬ 
ciones F y T, en la forma (3). Dé los domínios de F y F\ 

Solución. Para F{x) = x 1 hallamos que 

|fl ■ F(x + A) — F(x) _ (x + A) a — x 3 _ 3x ; A + Sxh* + A» 

" “ • * ^ ^( g ) = (3,* + 3xh + h‘) . 


F(x + h)-F{x) _ 


= 3x* + 3xA + A* 


i.^^0. Subsecuentemente, siempre que simplifiquemos una fracción, dividiendo 
lor y denominador entre A, debe entender se que h rjé; 0. Aunque 

’ /(* 4- A) — F(x) 
íploBíonteí ; . ’ 


^ 3x* + 3xA + A 1 para A = 0, 


= lira (3x* + 3*A + A») 


m el teorema 7 de la Sec. 2.1. En consecuencia 

P.f(*) = \\m F(x + h) ~ F{x) = Um (3* 1 + 3 xh + A*) = 3** 

•* n *-*> 

\ este ejemplo 

r={(*,y) |y = x*> y F' = {(*,y) \y = 3x‘). 

Stímio de F y de F cs (— co; + c©). 

Wemás de las notaciones D,F(x) y F'(x) para la derivada de F{x) con 
0 ;á' (; x, lí y = F{x) expresaremos a veces dicha derivada por D t y. Esto, es 
entonces 


h 

ímpio 2. Para y — 5V*. halle D,y. 

5ji. Àquí y = F(x) = $Vx, y 

SP + — F(x) _ 5 V* -f A — 5 Yx _ c V x -h h — Vx~ 

h ~ ã 
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Multiplicando numerador y denominador por VI + Ti + Ví P«* radonaUzar d 
numerador, obtenemos 


numerador, obtenemos 

_ -f x + h—-* ~l_ e . 1 - 

’ U(V* + *+ V*)J V7+h+' 


_ h 

+ Vx Ã 


Por tanto 


* 

V* + A + v» 


= Es ( 5 vr+rr^) =5 (v -+h -tvt) " ^ ■ 

L. justificeciôn de la propoaición fen (VTFÃ + VT) = 2Vi es como sigu* 

ym (VÍ+* + VI) = Um VT+Ã + Um VÍ P« «1 ’ f °"™ «« de laSe °' 
s-Um VT+Ã + Ví, por cl teorema 2 de la Sec. 2.1; 

= Vjjm (x +X) + Ví. por d teorema 6(v) de la Sec. 2.1 
= V* + V*, por el teorema 6(1) de la Sec. 2.1; 

= 2Vx. 

Aqüí f . ■ 5 1 

F = {(*,y) \j — 5V*} y r = {^r)\7 = W ;\ t 

dominio de F = [0; + ») y dominio de T = (0; + «). 

Explique por que F(0) está definida V en cambio F’( 0) no lo está. 

De la Sec. 1.9 sabemos que U peodien.e S(«. de la secanW yP“? 

los puntos P(a, FM) 7 Ç(.+ *.*<• + «) en U *" f, “ de F <V '“' 
Fig. 3.1), está dada por 

*(/.)= y(a+ *r —- 

y que 1. pendiente m, de 1. tangente a la gráfica de F en el punto P(VW' 
está dada por 

F(a + h) — F(a) _ F , ( k : ^ 

m , = limS(A) = Um-- S - f (a) ’ 

Esto es, la pendiente de la langente o /o gró/ica de F en ei punto /-(o,f(o) 

“ r sê ) deduce .nlonces, que la ecuación de la tangente a la gráfica de F en 

punto P(o, F(a) ) <s "3 

y — F(a) =r(«)‘U —«1- 
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j| Ejemplo 3. Encucntre la ecuación de la tangente y de ia normal a la gra- 
fica de y = 4x— x 2 en cl punto x = 1. 

Solución. Aqui F(x) = 4a: — x 3 y 

F(x + h) —F(x) _ 4(s + A) — (x + A) 2 4t + x- 

Kpteí/ a ' 


= (4 — 2* — A) *í = 4 — 2x — h: 


Por lo que 


r<x) = Um F{X + h) '~ f( - } = Um (4 — 2« — h) =4 —2x. 

h-40 « *-*0 


P(a. FíaíJ 


Qfr + A,?(« + Aj 


■ 




ÍÍS 


..pues, m, = r(l) = 4 — 2(1) = 2. Además F(l) = 3. Por Unto. la ecua- 
i de la tangente es 

y —3 = 2(*—-1). 

k-Bècuérdese que la normal a una curva en el punto P(a,F{a)) cs la línea 
'i pasa por P y cs perpendicular a la tangente, y que dos líncas no verticalcs 
perpendiculares si y sólo si sus pendientes tienen valores recíprocos negativo®. 

iir que si m, es la pendiente de la tangente y m* es la pendiente de Ia 
nal, entonces 

np» ■ -=-i- 

el’ ! cáso presente 

mmw • :v, —_i 

_ m n — — 1 . 

ecuación de la normal es: 

JKk/ ...si!, r — 3 = — i( x — 1)• 

•vgráfiças corrcspondientes están dadas en la Fig. 3.2. 
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EJERCICIOS 

En cada uno de lo. ejercicio. dei 1 al 10 calculo D.F(x) usando (2) 


1 . /(*) = ^- 
3. F(x) = x' n - 
5. F(x) =ix — x\ 
7. F(x) = 3a 3 + 4*’. 


2. F{x) = - . 


9. F(x) = 


x + 1 


4. F(x) = 
6. F(x) = 
8. f(*) = 
10. F(x) = 


% — 2 


*» + 2 


*’ + 3 


Cuál es el domínio dc la función F dada en el ejercicio 1? ^Cuál el 

• e I I • > r . 1 O 


11, ;Cuál es el domínio de Ia runcior 
r, que es la derivada de F dei ejercicio i? 


12. ^Cuál es cl dominio de la función F dada en el ejercicio 3? <>Cuál eh 
F, que es la derivada de F? 

IS. Calcule F(x) para F (*) = 2x* — 3. Calcule entonces F (—1),|| 
F(2) 14. H ( aU e //'(*), dada H(x) = (3/x)-*, «i *^0. Calcule ent| 
H ( 7a!à fair^no í loa ejertíiciosdel 15 al 22 halle D.y mediante (5). ü«| 

TttZZZ £ darad ^ « fVTSSÍ 

curva, la línea tangente y la línea normal, todo sobre el miamo si»t«ra coorde»| 

t y = —x' + 4*. (1,3). 16. y = s 3 —3. (1. 2) • 

y = 3»= — **. (—1.4). ' <f!P T = V25 **. (3,4). I 

y — 3 ^ 2 —4ar, en el punlo cuya abscisa es 2. . ^ 

20. 2y = x* — 2x + 4, en el punto cuya abscisa es 2. 
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MM y = * — a;, en el punto cuya abscisa es —1. 
íj: ??• y — 2x 2 — 4x + 5, en el punto cuya abscisa es 3. 

'723* Halle D r y para y = 3x 2 + 5x + 6. Con ayuda de este resultado, res- 
1^'ponda a las siguientes preguntas: 

|r- (o) ^En qué punto de Ia curva C, cuya ecuación es y = 3x* + 5x + 6, la 

W tangente es paralela al eje XI 

(6) £En qué punto de la curva C, la tangente es paralela a la línea cuya 
jfeuación cs y = x? 

24. Las curvas C x y C* tienen ecuaciones y = x* y y = **, respectivamente. 
^Hàlle -las pendientes de C x y C 2 cn los puntos de intersección. 

3.2 Existência de la derivada y coutinuldad. 

|jei. siguiente teorema. 

HhE Teorema 1. Si una función F = {{x,y) \ y = F(x) } es derivable en a , 

E F es continua en a. 

nostración. Deseamos probar que 

1.:^;;, jim Fia + A) =F(o). 
i que para hyí= 0 podemos poner F{a + h) en la forma 


Demostraremos ahora 


ru + a ) = { ■ r/ h '' )•/> + F(a). 

ido Ibs teoremas apropiados acerca de limites, listados en la Sec. 2.1, tenemos 
% "Ê- lim AV — t; m + /») - F(x) , . . , 


+ = F(«), 

^ m feápedivdánbatrado. g 

[recíproco de este teorema no es necesariamente cierto; o sea que una 
-F púede ser continua en a y sin embargo no derivable en a. ’ 
ra-ilustrarlò, la función valor absoluto F y dada por 


núa'èn 0 pero F'(0) no existe. La gráfica de F consiste en dos semirrectas 
m extremo común, una que bisecta al primer cuadrante y la otra al se- 
^réísé-la Fig.1.3). : 

faremos que F es continua para cualquier número real a. Recuérdese que 


ppará la cual F(x) = Vx *, es la corapuesta de / 1/ * con I 7 . En virtud 
tiS^dc la Sec. 2.1, P /2 es continua sobre su dominio; como se observo 
cualquier función polinomial es continua sobre su dominio y por 

S tinua sobré su dominio. Consecuentemente, por el teorema 15 de la 
continua sobre su dominio. En particular, F es continua en 0. 
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Sin embargo, F no es derivable en 0 como probaremos en seguida. Para lo 
cual debemos mostrar que 


F(Q + A) —f(0) _ 1; _|A| 

r(0)=l ,„--- 13 V 


no existe. Ahora bien 


|A| __ í—1, para x<0 

Til. para * > 0. 


T l 1. para * > 0. 

No importa qué tan pequena seleccionemos una 8 > 0, siempre habrá valores | 
de A en cl conjunto {h | 0 < \h\ < 8), para los cuales ^ = 1 Y otros valores de | 

h dei mismo conjunto, para los cuales y- = ” 1 - Por lant0 » n0 ex,sle l^o V 7 ; 
consccuentemcnte no existe /''(O). 

Ejemplo. Dcmucstrc que si F{x) = entonces F es continua pero no e*. 
derivablc en 0. 

Solución. Del teorema 6(v) de la Sec. 2.1 resulta que: 

lim F(x) = lim ^lim* = -tya — F(a). 

t —«4 X-*« *'"* 

De donde, F es continua en a y en particular F es continua en 0. 

Puesto que F{x) = V*. tenemos 

F(x + h)—F(x) -Vx + h — yT 

-S- I 

y en consecuencia 

> (0 + A) —F(0) _ Yh __1_ 

- 1 h ~ h'<* * 

Como l/h 3 ' 3 puede hacerse tan grande como sc desee escogiendo k suficiente^ 
mente pequena, no existe un número b para el cual el valor absoluto de la dile-} 
renda entre l/h 3 ' 3 y 6 se pueda hacer tan pequena como se quiera con f&9| 
escoger h suficientemente pequena. Por tonto no existe. 

.. F(0 + h) — F(Q) 1 

la - +h - 

y entonces F no es derivable en 0. jj 

U gráfica de F está dada en la Fig. 33. Esta gráfica tiene una tangente^ 
vertical en (0,0). El hecho de que F no sea derivablc en 0 está relacionado con 
el hecho de que una recta vertical no tiene pendiente. 

3.3 Algunos teoremas sobre derivadas. Desarrollarcmos ciertas fórmu¬ 
las básicas paro derivadas mediante los teoremas sobre limites, ya estudiados en U 
Scc. 2.1, con objeto dc dada una expresión F(x), poder obtener rápidamente õbI 
exprcsión para D,F(x). 

Teorema 2. Si F(x) = c, siendo c un número real, entonces F es denM 
vable sobre Re y 

D«C = 0. sm 
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Demostración. Para F{x) = c, tenemos F(x + h) = c, y 
F(x + h) — F(x) _ c — c _ 0 _ A 


7 d teorema queda demostrado. Por tanto, la derivada de cualquier función 
ÓonsUsite {(x, c) ) cs la función cero {(x 0)}. fl 

íâiQ *- a STáfica de una función constante es una línea horizontaj. Esta línea es au 
propia tangente en cada punto, y esta tangente tiene pendiente'cero. 

!&. Algunos ejeraplos dei uso de (7) son: D,(19) =0; D t (—56) =0; si 
£ “17, entonces D,y = 0. 


x t entonces I es derivable sobre Re 


Demostración. En este caso 

■; /(» + &)—/(» 


el teorema queda demostrado. 

| En otras palabras 

; si / = {(x, x) ), entonces, V = {(x, 1) ). 

•^resultado de (8) se podría haber anticipado puesto que la gráfica de 
iuna recta con pendiente 1. 



r 
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A vcccs es conveniente expresar la derivada de una función dada F, por DF 
o sea que 


TEOREMAS SOBRE CONTINlIlDAD/ltl 

Obviamente la fórmula D,(a:) = D,(* 1 ) = 1**® = 1 cs un caso especial de 
t") nx*-\ 

Algunos ejemplos dei uso de (9) son los siguientes: 

©,(*•) = Sx\ D„(*”) = 14***, D,(x*°) = 80x ,B . 
t«(x) =F(x)=*, como hicimos en la Sec. 1.4. Entonces 
# = {(* y) I r = = {<*, y) I y = n/~’<*)>; 


Entiéndnsc que DF no significa F multiplicada por D, sino una funciói 
obtenida por derivadón de F, Con esta notación escribimos 


Con la misma notación, el análogo dei resultado (7) para funciones es 


En la Sec. 1.5 senalamos que adoptaríamos la convención de usar el símbolo ( 
para representar la función constante c siempre que la función constante apare-: 
ciera en una suma, resta, multiplicación o división, en relación con alguna otni 
función V^c. En forma semejonte, hallaremos útil adoptar la convención <M 
U 40 dei símbolo o para representar la función constante c, siempre que dichf 
función aparezea en una fórmula para la derivada de alguna función V 
De acuerdo con esto escribiremos 

D/ = í en' vez de D/ = 1. 

La convención expresada en el párrafo precedente no da lugar a confusióa á 
recordamos que lo derivada de una función es siempre una función (y no W 


ira cualquier n entero positivo. Por ejemplo: 

i>(/ 4 ) =4/*. 

íg.H,^teorema dei binomio (10), es válido sólo cuando n es entero positivo y 
jíçpnsécuencia la demostración que dimos de que D,(a“) = nx n ~ x , no vale si n 
>$f* entero positivo. Sin embargo, usando otros métodos se puede demostrar que 

*>,(*>) = pof\ ( 11 ) 

l8'què es equivalente, que 

D(/ B ) =pI>-\ 

Wjdá para cualquier número racional p. Una demostración para este caso está 
jfcen Ia Sec. 6.6. Sobre la base de esa demostración usaremos (11) para todoa 
palores racionales de p. Por ejemplo, 

WÊ? D*(ar*) = —4x-*, VA**'*) = 


= *" 1/a ? entonces D/y = — 

w'* *é‘ ! %Mr 

>i;;p es irracional (por ejemplo V2), la fórmula (11) 


{ . como 

en la Sec. 6.6. Nosotros nos restringiremos a exponentes racionales hasta 
a -la Sec. 6.6.:- 


obtenemos 


5. Si la función V es derivable sobre un intervalo S t y c es un 
real, entonces la función F para la cual F{x) = cV (x) es derivable sobre 
«nái'>. 

Sfiyy :í d.[cF(*) ] = cv.v[x) (12) 


nx n ~ l k + 


Por tanto 


tración. -En este caso 


D,F(*) = D x [cV(x)] 


=feL“ w+— 

y el teorema queda demostrado. 
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si acaso existe el último limite. Ya que por hipótesis V es derivable sobre 5 
sabemos que |im V(x + h \~~ V ~ existe para Ç S y es igual a D«F(») 


Por tanto 

D r [cF(*)] =6D t V(x) para xÇS, 
o lo que es equivalente 


D(cV) = cDV. 

Combinando (11) y (12) obteneraos 

D(c*>) = cpxT\ i 

que equivale a 

D (cl>) =cpl’-\ 

para cualquier número racional p. 

A continuación damos algunas aplicaciones de estas fórmulas para derivada* 

D,(7%«) = 42**, D,(3^) = —12^», D,(**•'*) = 

D(7/«)=42/*, D (3/**) = —12/-°, D(|/ ,/4 ) = */‘ v V 

Teorema 6. Si las funciones U y V son derivables sobre un intervalo $ 
entonces la funcián F = U + V es derivable sobre S, y además 

DJlfW + vi*)] =V'U{x) + »,V{x) (14); 

para x £ .S. 

Demostración. Puesto que F = V + V, entonces F{x) =£/(*) 4- V (x) 
F[ x + h)—. F(x) _ U(x 4- k) -f V(x + h) —U[x) — V{x) 


U{x + h)-U(x) V(* + A) — V(x) , 


de donde 


dj-w 


si acaso existen los limites indicados. Sabemos que estos limites existen para a £ 
y son respectivamente iguales a D,£/(*) y D t V(x), ya que por hipótesis U 
son derivables sobre $. Luego • 

D-[(/(*) 4- V(x)] = D,0(*) 4- D,V(x) para * £ S, 

o lo que es equivalente 

D(C/4 -V)=DU + T)V. H 

Esto es, la derivada de la suma de funciones derivables es la suma de sus c 
rívadas. 

Las siguientes son ejemplos dei uso de (14) y (15) respectivamente | 
D,(3* 4 4- 7*-*) = 12** — 35x~ 8 , 

D(3/ 4 4-7/- s ) =12/* — 35/ e . 


ta 



TEOREMAS SOBRE CONTINUIDAD/123 


j Las derivadas se dan usualmente cn términos de correspondientes mejor que 
de funciones, de modo que comunmente veremos los resultados de una deriyación 
dados en la forma primera mejor que en la segunda. Nótese que 

Í[D a (3** 4- 7ar*) = 12** —35*-«] [D(3/< 4- 7/-*) = 12/* —35/-*].. 

Seguiremos la costumbre de presentar usualmente las fórmulas para deriva¬ 
das en términos de correspondientes y también en términos de funciones, pero la 
ímayor parte de los cjcrcicios de derivación los presentareraos en términos de 
^correspondientes, con sólo algunos en términos de funciones. 
jJt; El teorema 6 se puede extender a la suma de 
[funciones, como se indica en el teorema 7. 

&*; Teorema 7. Si las n funciones F ,, F z , • • % F n son derivables sobre un in- 
{ürvdo S, entonces su suma cs derivable sobre S, y además 

4- • • • 4- F n (x) ]=»;,(*)+••• + D g F n (x) (16) 

í&o * £ 5. 

Teorema 8. Si las funciones F y G son derivables sobre un intervalo S, 
içntonces la funcián F — C es derivable sobre S, y además v 

D, [F(x) —C(x)] = DsF{x) — D ,C(x) (17) 

Ü«rfl * € S. 

Í a demostración dei teorema 8 es semejante a la dei teorema 6, y se le 
1 estudiante que la desarrolle en el ejercicio 33 de esta sección. 
os teoremas dei 2 al 8 nos indican que una funcián polinomial es deri - 
sobre Re y nos proporcionan el medio de hallar la derivada de cualquier 
raio. Como ejemplo: 

>.(4x* + 6*» —* 4- 17) = D,(4*») 4- D,(6**) — D t (x) 4- D,(17) 

= 20x* 4- 18** — 1. 

mera semejante, para todo entero positivo n y para cualesquiera números 
Oo, a,, * • \ a«, tenemos 

4- 4- • • * 4- fln-i* 4- o*) = 

mz 0 *" -1 4- (n — l)^*^* 4- • • • 4- an-i- (18) 
n forma más general, puesto que la fórmula Dm(x p ) = pxP~ l es válido si p 
ional y ya que acordamos usar esta fórmula cn tales casos, se sigue que 
los reales Oi» «fe» *"» o* y los racionales p u p,, • • •, p„, si 
- ^ F(x) = a x xP l 4- a&r* 4-*4- a»***, 


ier número finito dc 


mi: gj : - Pi a í xP ‘~ l + Piai*' 1 4- • • • 4* PnOn^- 1 

j|í* Ç_ domínio de F\ 

Por ejemplo: 

|| D Jx* + 2VÍ + í + í) = D «(*-* + 2x v * + 4*- + 7) 

= — 3x~* 4-*' v * — 4*-*, 

if"É (0; 4- co). 
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si acaso existe el último Kmite. Ya que por hipótesis V es dcrivable sobre 5,, 
sabemos que [im + — exÍ8tc P arB € 5 y es igual a D,V(x)i 

Por tanto 

D«[eF(*)] = cD,V{x) para * € S, 
o lo que es equivalente 

D(eK) = cDV ■ 

Combinando (11) y (12) obtenemos 

D(«*) = ep>T l , 

que equivale a 

D (c/n = cp/^S 

para cualquier número racional p. 

A continuación damos algunas aplicaciones de estas fórmulas para derivadlM 
D, (7**) = 42»*, D,(3 jt*) = —12*^, D.(i*»' 4 ) = 

D(7/«) =42/% D(3/-) = —12/-% D(|/ ,/4 ) = l/' 174 . 

Teorema 6. Si las funciones V y V son dcrivables sobre un intervalo S| 
entonces la función F = U + V es dcrivable sobre S, y además 

D.[£/(*) + K(*)] = D,ü(*) + (*) (14| 

para x £ .5. 

Demos Iración. Puesto que F = U + V, entonces F(x) =U(x) + V(*)tM 
F( x + h)—F(x) _ U(x + h) +V(x + k)— U(x) — V(x) 


do donde 


D^(») 


U(x + h)—U(x) , V(x + h)—V(x), 


.. uix + h) — um . y(x + h) — vm 

= te-I--Ã 


si acaso exíaten los limites indicados. Sabemos que estos limites existen para a 
y son reapecüvamente iguales a D.U(x) y D.V(x), ya que por hipótesis U y 
son dcrivables sobre S. Luego 

D,[í/(x) + P(x)) = D.Í/(*) + D.F(*) poxa * € S, 

o Io que es equivalente 

D(tf + V) = DU + DF. H 

Esto es, la derivada de Ia suma de funciones derivablcs es la suma de sus á 
rivadas. 

Las siguientes son ejemplos dei uso de (14) y (15) respectivamente J 

D, (3*» + 7ar$= 12z> — 35*-», 

D (3/* + 7Í- 3 ) = 12/* — 35/"*. . || 
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Los derivadas se dan usualmente en términos de correspondientes mejor que 
de funciones, de modo que coraunmenle veremos los resultados de una derivación 
dados en la forma primera mejor que en la segunda. Nótese que 
;%D 4 (3** + 7sr*) = 12x* — 35ar«] O [D(3 1* + 7/ *) = 12/» - 35/-*].. 

< - Seguiremos la costumbre de presentar usualmente las fórmulas para deriva¬ 
das en términos de correspondientes y también en términos de funciones, pero la 
: tnayor parte de los ejercicios de derivación los presentaremos en términos de 
'correspondientes, con sólo algunos en términos de funciones, 
jír El teorema 6 se puede extender a la suma de cualquier número finito de 

[funciones, como se indica en el teorema 7. 

HHnrf. 

Teorema 7. Si las n funciones F t , F 2 , • • •, F a son dcrivables sobre un in- 
[terválo S , entonces su suma es derivablc sobre S, y además 

ij 31 J>.(F t (x) +••• + F»(x) ]= D^t (*)+••• + D rFM (16) 

‘i&ja x Ç S. 

gs£. Teorema 8. Si las funciones F y G son dcrivables sobre un intervalo S , 
cfUonces la función F-—G cs derivable sobre S, y además v 

; 7 7 D t [F(x) — G(x) ] = J> s F(x) — D,C(x) (17) 

fjfyfa x ê s. 

La demostración dei teorema 8 es semejante a la dei teorema 6, y se le 
[rpjde al estudiante que la desarrolle en el ejercicio 33 de esta sección. 

Los teoremas dei 2 al 8 nos indican que una función polinomial es deri • 
ftjaóle sobre Re y nos proporcionan el medio de hallar la derivada de cualquier 
^polinomio. Como ejemplo: 

W 0,(4** + 6x* — x + 17) = D,(4*«) + D, (6**) — D.(x) + D.(17) 

= 20.x 4 + 18*» —1. 

;De manera semejante, paTa todo entero positivo n y para cualesquiera números 
’.reales Oo, <h, ' • y On, tenemos 

íDjfflo*" + Oi»" -1 + • • * + On-iX + <Zn) — 

na 0 x* mi + (n — l)ai* n '‘ + ••• + o*-i. (18) 

Kà;[Én forma más general, puesto que la fórmula D,(x p ) = pxF~ x es válida si p 
BKJiacional y ya que acordamos usar esta fórmula en tales casos, se sigue que 
çpàra los reales o», Oa, a» y los racionales pi, pa, ***, pn, si 
• F(x) = a x x^ + a*x* H-h 


D t F(x) = Pl a 1 x p ‘- 1 + p t o a * rX + 
jjfcSfcè 1 dominio de F'. 

KPpr ejemplo: 

K D,f*- + 2VÍ + í+7) = D.(*- 
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Por ejemplo: 

D .(*»_4x) = D,[D,(*•—4*)] = D,(3* 1 —4) -tx. 

S| y »/(,). «presaremos la segunda derivada dc F(x) con respecto a | 
mediante 

D a y = D,(D,y). 

Por ejemplo: .. y = ** — *’ O* 1 — 6, «ntonces 

D.y = 4** — 3x* + 6x, DJy = 12** - 6x + 6. 

Uí “ F" = {(*,y) Ir = !>;/(*)) 

se llama la segunda derivada de F. D dominio de F" consiste en aquellos n* 
meros dcl dominio de F para los cuales existe DlF(x). Por ejemplo, st 

F = {(*,y) |y = x-—4x}, 

f' = {(*,y)lr = 3**-4}, F" = {(*,y)|r = «*>. 

v Re cs el dominio de cada una de las funciones F, F y F. 
y A vel resulta conveniente expresar la segunda denvada de una futtj 

dada F , mediante D l F, es decir que 

D 2 F = F". 

Por ejemplo. si F = 47* — 57», entonces 

DF = 127 a — 30/ 8 y D a F = 24/ 1501*. 

La derivada de DJF(*) con respecto « * sc llama tercera derivada de fjj 
con respecto a * y se expresa por D>F(x). La derivada de la tercera denv«| 
es la cuaíta derivada D;F(x) y «si sucesivamen.e haata la n-s.m. o enestma d| 

vada D n F(x). , , ^. r r” n 

U derivada de F" es la tercera derivada de F y se denota por F - o 

0>F. Las derivadas superiores siguen esta pauta. 

A veces es conveniente nsar la palabra orden en «lación «n las der.«| 
superiores. Hablaremos de la derivada VJ(x). definida en comf 

derivada de primer orden, de la segunda der.vad» como la denvada | 

orien y de la enésima derivada como la denvada de crden n• | 

Scmejante . la notación Díy, introducida para la segunda iaini * , S 
notación D’y para la tercera derivada, Dly P»r« la euarta derrv.da, etc, «s| 
D?y para la n-sima derivada. 

Por ejemplo. ,i y = x*-x* + 3x>-7. cntonccs 

D,y = 4x>— 3x» + 6*. DJy = 12x* 6* + 6, 

D|y = 24x — 6, Dly = 24. 

En este caso la quinta derivada es cero, al igual que eualquier derivada de oj 
superior a cinco. 
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EJERCICIOS 

Para cada uno de los ejcrcicios dei 1 al 4, halle D,y, D \y y Dly: 

8- 1. y ~ x *— 3x 4 + x + 4. 2. y = Vx. 

= V* a . . 4. y=(^ —D/x 2 . 

,/;ç . En cada uno de los ejercicios dei 5 al 8 grafique la función F. Halle los 
palores de x tales que F'(x) = 0 y los que hacen F"(x) = 0. 

5. F(x) =2x' — 3x» — 36x + 10. 

6. F(x) =x* + 2x\ 

I$l^ 7. /'(x) = *• —4*’_2x a + 12* + 7. 

8. F(x) = }*• — 3* a -f 2. 

m 9. Si F(x) = X + 3x a , calcule F'(x), F"(x) y F"'(x) en x = 2. 

Wm 10 * Si = V*, calcule F'(x), F"(x), F"'(x), /*(», F"(*) y F'"(i). 

lí# 11. Si C(Z) = 2í T/a — 3t 1/a + 8, calcule C'(/) y G"(r). 
g|; 12. Si H{s) = (4/3») — (3/j a ), calcule H'(s) y //"(,). 

Èn cada uno de los ejercicios dei 13 al 16 halle DF, D*F y D 1 / 1 . 

Jjv 13. F = SI 6 — + 3/ a — 47 + 7. 14. F = 107 S/S — 57 v» + 67*. 

ptí ■$* f '= 5/* —7/ + 6. 16. F = —47-* + 7/-^j+|. 

jÉ; 3.5 Derivadas por la derecha y por la izqulerda. El estudiante debe 
repisar las definicionee dadas cn la Sec. 2.1, acerca de los limites por Ia derecha 
gâ iaquierda. 

feV Ri para una F(x) dada, existe el Kmite por la derecha 


^F(c + A)—F(c) 
h 

(tlimite es la derivada de F{x) por la derecha en x = c, y se denota por 
®&to es, ; ’ 


F »(e) = |im/- <C + A) - f(e) 


Do modo semejante, si existe el limite por la izquierda 


F(c + h) —F(c) 


Sv 1 !^. 08 la derivada d © f(x) por la izqulerda en x = c, y se denota por 
XfrEsto es, 


r-íe) =jim.2Í£ + A) - í ' (e ) 


M SÈ Ê^ ■ ■ ^ a 

juérdese que en la Sec. 2.1 sc afirmaba que uno o ambos limites 

1P-; y ]í@C(*) 


^^ir; adernas de que podían existir ambos aunque con valores dis- 
Cu fe# érdese ,ambién «P* P ara exista limC(x), deben existir ambos 
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limites y ser iguales. Por tanto, como consecuencia de la def.mc.on de der.vadi 
dada en la Sec. 3.1, la derivada de F(*) en c, expresada jx>r F (e), existe s. r 
sólo si existen la derivada por la derecha y por la izquierda en c y además sor, 

iguales, esto es, 

r(c) existe f'*(c) = T-(c). 

A veces nos referiremos a la derivada por la derecha o a la derivada por la 
izquierda, o en conjunto las nombraremos como derivadas por irn lado o 
latcrales. 

Si F(x) está definida sobre un intervalo cerrado [a; 6 ], el cociente 

F{o + h) — F(a) i 

* n 

\ tiene significado sólo para valores positivos de h. Por tanto, si F[x) tiene una dc|| 
vada en o, ésta será derivada por la derecha. De manera similar, el cociente 

F{b + h) — F{b) 


; tiene significado solo para valores negativos de h. Por tanto, si F(x) tiene una den; 
vada en 6 , ésta será una derivada por la izquierda. 

Ejémplo. Encuentre F\( 1) y r.(l) P*™ la función definida por 
F(x) = * para % < 1 

F(x) = 2x — 1 para x>\ 
jEs F derivable cn 1? Explique su respuesta. Grafique F. 

Solución. Tenemos que 

:j 

=Ê&y=fô 2 = 2> '■m 

' W )= te í^-^ 1 

= lim — — Um 1 = 1 . !;v r á 

^ 'h 

Por tanto la F(x) definida arriba tiene derivadas por Ia derecha y por U h||j| 
en 1. La derivada / v (l) no existe porque 

r t (i)^r.(i). 

La gráfica de F está dada cn la Fig. 3.4. 


) 


r) 

i ) 
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Geometricamente la desigualdad de 
la derivada por la derecha F\{a) y la 
/ derivada por la izquierda f'.(a) sig. 

/ nifica que la gráfica de F tiene un 

Plvii •• / vérlice 60 Por ejemplo 

/ examine el punto (1,1) en la Fig. 

/ 3.4. 

f At í .. / Nótese que para la función F dada 

S*' ”| , =Km( 2 *-l)=l, 

WMrW : 0 ] 2 3 

íi jiniFC*) = Hm (x) = 1. 

Puesto que 

|||§ ; ||É ílff- 3.4 1 Üm F(x) = Um f(x ), 

|emos que (véase Sec. 2.1) 

Hm F(x) =z 1. 

COncluye q ° c F tÈ conl 'nua en 1. Esto nos brinda un ejem- 
que es continua en un punto pero que no es derivable en él. 

:#t-v _____ 

EJERCICIOS 

p-,1. En la Sec. 3.2 observamos que Ia función 

L, . ,, F = ((*>y)Ir = 1*1} 

í Pj-Y F'J0) v halle P “ ra * {x > “ M. ***** 


paraO<x<l, 

2 para 1 < x < 2 , 

+ 6 para 2 < x < 3 

en 1 y cn 2 . ^Es f derivable er 
es en 2? 4 Es F continua sobre 


reccumeo. Kecuerdese que si un punto se mueve sobre 
s, en un tiempo t con velocidad uniforme v, entonces 


^ 500 ^os pares de valores de 
IIÉI.' . • '• = vh y Sr-vl. 


( • 
C t 

( I 
( I 
( I 

( ) 

( \ 
t ' 

r i 
c . 

( i 

c , 

( 1 

(1 

( 1 
( 1 

c > 
< > 
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entonces 


v = velocidad uniforme — ^ ^ • 

La idea de la velocidad media es más general que la de veloc 
Para cualquier tipo de movimiento rectilíneo (es decir, xnovjmie 
recta), como el indicado en la Fig. 3.5, supóngase que la distan 
de un punto P, desde un origen O, en un tiempo t está dada por 

s = S(i). 

La función _ .. 

5 ={(*,*) | s = S(0) 

es llamada función de posición dei punto P. La velocidad m 
rante cl lapso [!,;<,] se define como 

5| — Si __ S(h) —S(*i) 


durante el lapso [h; f 5 ] la velocidad n* 


En este caso s x — 4.9íi 3 , s 2 — 4.9í, a y 
dia cs 

«■-«» = = 4.9(1, + h) . 

t 2 — t x h — 

En particular, para el intervalo de tiempo [2; 3] la velocidad media 

4.9(5) = 24.5 m/seg. 

y para cl intervalo de tiempo [5; 6] Ia velocidad media es 

4.9(11) =53.9 m/seg. 

Si cn (21) hacemos t» = h + K donde 0, entonces s = = 
y la velocidad media de P durante el lapso [t x ; t x + A] es 

S(t x + h) — S(t x ) 


4.9 t*, la velocidad media de P durante ddriíéj 


Por ejemplo: si s — 5(0 
valo de tiempo [t x I *» + A] t 

5( t ,+ A)— SM 


Entonces en este caso 
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E9te limite es lo que ilamamos Ia velocidad instantânea, o simplemente la velo¬ 
cidad, de P en el tiempo t x . Puede interpretaise como el valor limite de las 
velocidades medias, medidas sobre intervalos de tiempo cada vez menores, al- 
rededor de t x . 

Es evidente que para S(í) = 4.9í 2 , la velocidad de P en t x es 


f'ÍF En términos más generalcs, si la función de posición dc un punto P es 

s={«,f)|a = s(i)), 

la ivelocklod de P en el tiempo f, será Sih) = D„ 


, siemprc que exista 


La función 


r = {(«,») |» = d.s(,)> 


VU) = D,5( t ), 

es la llamada función velocidad dei punto P. 

Pueslo que s = S(t), v = V(t) t y V (t) = D.S(í), a veccs escribimos 


| ; S« demostrará posteriormente (Sec. 4.1) que s es creciente sobre un inter- 
1.9 para el cual V(t) = D,S(í) sea positiva y que s es decreciente sobre un 
jttvalo para el cual V(t) sea negativa. Con el sistema coordenado dirigido 
'.Ia forma usual, como se muesira en Ia Fig. 3.5, decir que s es creciente 
jnifica que el punto P se mucvc hacia la derecha, y decir que s es decreciente 
[pifica que P sc mueve hacia la izquierda. Así pues, el signo de la velocidad 
uBl la dirccción dei movimiento. Cuando V (í) = 0, el punto P está en 


/••'La rapidez de un punto P cn el tiempo i* es el valor absoluto de su 

P àad; o sea que 

r ;; /.V- rapidez de P en t x = \V(t)\. 

8& > ’? uc ■* ra P^ ez no ^ene signo, no indicará dirección en el movimiento. 
jrapidez es de 25 jn/ seg si la velocidad es 25 m/seg ó —25 m/seg. 

^Ror.ejemplo, considere un punto P cuya función de posición es 
3 : S={(t,s) \s = 96r —16<*, t $ [0; 6]). 

t ; v = D,s = D<(96í — 16í a ) =96 — 32/, 

' • ;: > = {(*,*) | v = 96 — 32x, t Ç [0; 6]). 

5 de V és [0;6] puesto que el dominio de S' consiste en los elementos 
io de 5 .para los cuales exista S'(/). 
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Si la función velocidad de un punto P ea 

K = {(*,?) |t> = K(0). 


la razón 


KUx + A) —VM 

-E 


* ltama aceleración media de V duranle el Up.o [«.:* + *]■ Si existe 
V(h + h)—VM . ^ i imite ca Hiunado aceleración de P en el «empo, 

y se denota mediante AM- Esto es, 

AM =?'Ci)' 

La función 

A = {(í,a) |« = ^(í)}. ô A- {U“) l« = DtK(t)), 

se llama función aceleración dcl punto P. 

Tor ejempio, considere un punto P cuya íunciôn de pos.ctôn c» 

S = {Uj) |s = f — 6 í* + 9í + 2,< Ê [0:4]}. 

y para el cual 

S(0 =í» — 6í : + 9f + 2. 

Entonce, * V{<) = D,S(í) =3í’-12« + 9 = »(«—« 3) * 

A(t) =D,K(í) =Ct —12 = 6(1 —2). 

En este caso la función velocidad es 

r = ((t,u) |v = 3í 1 —121 + 9.1 6 [0;4]}. 

y la función aceleración es 

^ = {(í,a) |« = 6 í —12,1 <E [0:4]}. 

Note que para este ejempio 

(l|K(l) =0} ={1.3), 

y note Wmbién que {< , r(() > Q) = [0; „ u (3 ;4]. 

(i| v (i) <0} = (i-,3). 

Luego, P se mueve a la derecha cuando 1 € [Oi D V cu.ndo t € (3i4)iJ 
mueve hacia la izquierda cuando 1 6 (1:3) e inv.ertc su movtm.ento cuar 


l=»4 


Fig. 3.6 
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t = 1 y t = 3. El movimiento dcl punto está representado cn la Fig. 3.6. Si t = 0, 
i entonces s =: 2 y v es positiva. Esto significa que P parte dei punto en que s =-2 
|?' movíéndose hacia la derecha hasta que t = 1. Entonces se desplaza hada la iz- 
qcicrda hasta que t = 3 y después hacia la derecha. Obscrvese que 5(1) = 6 , 
i S(3) = 2 y 5(4) = 6 . 


Mw a^ ’ EJERCICIOS 

eÈÂ-/' L Si se lanza una pelota verticalraente hacia arriba con una velocidad 
inicial de 128 m seg., su distancia s sobre el punto de partida dcspué 9 de < se- 
'v girados está dada por s = 128 t — 4.9 í*. Note que s = 0 para t = 0 y para I 
10= 26.2. Esto significa que la pelota toca el suelo 26.2 segundos después de que 
,:fue lanzada. Por tanto la función de posición de la pelota ea 
m. ; :% S = {(t f 3) | s = 128í— 4.9 i», t [0; 265) ) 

f:' (a) Encuentrc una exprcsión para la velocidad media en el intervalo de 

£y tiempo [/iJtx + A]. 

r|í’ ( 6 ) Encuentre la velocidad media dei intervalo dc 2 a 2.1 seg. usando el 
steultado de (a), dei intervalo de 2 a 2.01 seg. y dei de 2 a 2.001 seg. 

- (c) Halle la velocidad cn el tiempo (i. 

( d) Halle la velocidad para í = 2, usando el resultado dc (c). 

£;■(*) Calcule a los cuántos segundos de haber sido lanzada la pelota, Ileva 

latina velocidad dc 50 m/seg.; dc 48 m/seg. 

f (/) i Cuando su velocidad es cero? 4 A qué altura e 9 tá en ese instante? 
$$». esa la máxima altura que alcanza la pelota ? 

(g) Calcule la aceleración en el tiempo r a . 

(A) Exprese la función velocidad de la pelota en la forma (25) y la fun- 
aceleración, en la forma (26). 

2. Si la función de posición de un punto es 

: v * 5 = {(*, s) I * = 3f* — St + 6 ,1 € [—2; 4]), 

ctermine lo siguiente: 

g$|;:(fl) La velocidad media en el intervalo + A]. 

v$( 6 )> La velocidad media para el intervalo dc 3 a 3.01 segundos; id. para 
^intervalo de 3 a 3.0001 segundos. 

‘ ;(ç) La velocidad en el tiempo l a . 

|(á) - La velocidad en el tiempo t = 3. 

(e) La aceleración en el tiempo t x . 

(/) Exprese en la forma acostumbrada la función velocidad y la función 
lèración dei punto. 

i$Cá«U uno de los ejercidoa dcl 3 al 6 se refiere al movimiento rectiKneo 
í:'ó»da uno dc eílos se da la distancia 3, de un punto P al origen O, en un 

•Òi l. En cada caso halle V(t) y A(í). Calcule también los valores dc *, v 

iara el valor de l dado. 

||\ 3 = 80 1 — I 61 7 ; / = 4. 5. r = t + (2/í») ; t = 2. 

Í| 1= í» + (l/l) + 3; t = i. 6. # = 3i* + (4/vT); t = 4. 

lln cucrpo compacto, pequeno cae libremente desde un globo en reposo 
n sobre el suelo. 

|(o) ^Cuánto tardará el cuerpo en llegar al suelo? Sugesción: Escoja como 
el punto dei suelo que queda directaraente bajo ei punto desde donde se 
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de las distancias hacra arma. c.n e» ..- 

in , la función velocidad y la función acelera- 

iceleración 2 segundos después de que cl cuerpo 
s después de iniciar el movimiento. 

,c Kallará el cuerpo 5 segundos despues dc 

__ ,1 momento de tOCBr el SUelo? 


, , es la distancia”en^metroH dosTe su punío de^arfià, « segundos desp 

9; s: *, 

ti' íffTia” ■ “»- “ 

> de partida? 

(d) ; Cuándo deja de subir la esfera. 

3 fcuál es el máximo avance de la esfera sobre la rampa? 

10. Se deja caer una ™ 

SBs ÃTítósta s 

í^.tssvssrtís.tra.-sr.-- - 


alcanzar su altura máxima 


a función oceleración A dei proyectil. 


V y la función 

3.7 Derivación de seno y coscno. 


En la Sec. 2.2 demostramos 


ias funciones 


la Sec. 2.3 demostramos iguulmente que 
Sen = {(*,/) \7 = *"*•* € Re) 
rn«= ííi.vl lr = cosx,* € Re) 





DEB1VACION DE SENO Y COSENO/I3S 


son continuas sobre Re; es decir que 

|im sen {x + h) - aen * 

!> .• Hm cos {x + h) = coa * 

para * Ç Re. 

Usando estos resultados justificaremos las fórmulas 
B?"’ D* sen x = cos x 


para xjz Re. En otras palabras, demostraremos que Sen v Cos 
«obre Re. 7 

•| Sea F(x) = sen x. Entonccs F[x + h) = sen (x + h) y 

F(x + h) — F{x) __ sen (x + h) —sen* 

pll'.;.'- h h 

Mediante la fórmula 


son derivabies 


haciendo u = x + hyv = x, obtendremos 
F(x + h)—F(x) 2 


;or' tanto, 


Condición de que exista el limite indicado. 
|. ( Según el teorrma 9 de la Scc. 2.2, 

Wh lim co» (* + 4A) = 1 


ven consecuencia 



*. 
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En forma semejante, sea /’(*) = cosa;. Entonccs 

F(x + A) —f(*) cos (* + A) — cosg 
h * 

y usando la fórmula 

cos»— co** = —2*an ( i y i ) se "( ií - 2 Ji )* 

donde u = x + /»y v = *, obtendremos 

F(x + h) — /*(*) _ 2 sen (x + #) sen \h 

h * h 

, . SCn ^ 

= —sen (* + W -gr— • 

Lucgo 

D,cos* = Jim /<» + *)- £W = -fesen (* + M -Jfc^r 


o sea que 


x)-l t 

D* cos x = — sen x. 

En términos dc funcione». (30) y (31) »e escribirán como 

D Sen = Cos 

D Cos = —Sen, 

respectiva mente. 

Si empleamos las fórmulas (30) y (31) junto con las lórmuU, para 
vadas estahlecidas en la Sec. 3.3, podremo, hallar 1.» denv.das d. «n. 
variedad de expresiones. Por ejemplo, 

D x (3 sen x) = 3D, sen x = 3 cosx; 

D, (3*'— 4 cos*) = D.(3*’) — D,(4cos*) = 6* + 4sen*; | 

0,(4. + 7coa*) = 0.(4»-) + 0.(7 co.*) =-12*--7s«ns;| 

D,(5 sen * — 7 cos x) = D,f5 sen *) - D.<7 cos *) = 5cos* + 7sen*.( 

Las siguiente. son aplicaciones de las fórmulas (32) y (33) junto coa 
previamenle establecidas para las derivadas dc funoones. 

D (Sen — 3/*) =DSen — D(3/‘) = Cos —12/ 3 , 

D(Sen + 2 Cos) = D Sen + »(2 Cos) = Cos - 2 Sen. 


DERIVACION DE SENO Y COSKNO/U7 

EJERCICIOS 

j» ''gtíSftii&SC* *"*> — *>- *- 

| - 1. F(x) = 3x^ + 7 sen * 

2. F(x) =-l-_8se n *. 

I/Í; v* 

3> = 5** + 4* + 2 . + 8 cos *. 

1 ^ f <«) =— ~s^*— 2 l + |cos«- 

i W-, 

§■*£ —• —- 

6. Repita el ejercicio 5 eon y = cos * en lugar de y = sen *. 

o. • .Repita el ejercicio 7 con y = — 2x + $ cos *. 

Encuentre los puntos de la gráfica de 

; ' F = { <*» y) I y = sen x, — 2 tt < *< 2 »} 

_E los < I ue la tangente es horizontal. 

Ü S rlT l09 i qUe !“ ,ang ' nte “ plr<ÜeIa * U de y = *. 

fenc uentre los puntos de la gráfica de 

■ - 11 = {(* y) 1 7 = cos *, —2 tt < * < 2,} 

Hl* que Ia tangente es horizontal. 

foi qUe , U tangemC W * 1» gráfica de y = *. 

. T a la gráfica de H c indique mediante P, P p p v » , 
ntós encontrados en (a), v senale mn n „ n . r *« P 4 y P s los 

& 1 ! íj*nr< . , v 7 con V» y V* los puntos hallados en ( 6 ) 

tópwas-A.-wr.t s«t 

/Compruebe ia identidad 

+ A) sen* x = [sen (* + A) + sen x ][sen (x + h) —sen*] 

- [sen (x + A) + sen*][2cos (* + }A) sen$1], 
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138/DERIVADAS 
y úsela para demostrar que 
D. aen a * = lirn 


FORMULAS. PRODUCTOS V COCIENTES/139 

5n respectivamente iguales a D.U(x) y D a V(x). Además, 
para x £ S, sabemos que U es continua sobre S, y que 
para x £ 5. Por tanto, usando los apropiados teoremas 


».[«/(*)*<*) J 


U{x) D r F(*) + V{x) D t U(x) 

- .0 lo que cs equivalente 

D (VV) =U-DV + V-DU. 

- Es decir, que Ia derivada dei produeto de dos funciones d 
pnmera función por la derivada de Ia segunda más la a 

jjvaerivada de la primera. 

W L, f marn09 a (W y (35) las fórmulas para Ia dei 
?<T r- Nótese que la fórmula 

V'[cV{x) J =cD,F(*), 

611 Ia Scc ‘ 3 - 3 * «* un ca «> <*peci<d de Ia fórmul 
p? 4 ) hacemos c = i/(x), teedremos 

D,[cJ/( x) ] =c D/(») + F<«) D,(o) =cD,K(*) + F 

Ejemplo 1. Si F{x) = 2*>cos*. hslie D,E(*). 

f C °“id«ando a 2*> como £/(*) y ai cos * cc 

1 ;(n formula (34) obtenemos 

»«/■(*) = 2** D. cos * + cos * D t (2*>) = _ 2x> sen 
Ejemplo 2. Si F = 4/» • Sen, halle DE. 

^ san< *o (35), obtenemos 

K. D ( 4Í> • s ">) = 4/ s • D Sen + Sen ■ D(4/*) = 4/ 1 • Co 

à Teorema 10. Si las funcionas U y V son dcrivables 
^laiervalo S, entonces F = U/V „ denvabU sobre S y 

—V(X) D.V 


intervalo S, 


iun x É S. 
íi Demostración 


V[x) . Entonces F{x + h) = “2 

Ul* d- h) U(x) 

~P(x + h) Tfâ 

V(x)U(x + A) — U(x)V(x + k) 

n*+m*) - 


) L i + 

son derivables sobre S, sabemos que 

U(x + h)—U(x) . V(x + V 



r.”—oww -- “ j 

vu»»*» * '■” l “” r „, ^.. „, n a 

-TIITftjTT*) 

Puesto que V y K son derivable. sobre S, fornos <,uc 

P (, + ft)-PW llm Hx + b)-K j»l 

Hm -£ y >-o /v 

«*» para *Js , « »b!e Í 

py: ff=y^ * 6 I. Por tanto, mediante a uso de los teoremas 

dT limites apropiados, tendieroos 

.. Fix + h)—F{xl 

W{%) ~~ vt . y UJx^d^ 

lim V (x) * lim h-*o _i^2--- 
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0 bien 


W)T 

y -DU — U -DV 


rí/(*)~l Ff xl P»U(*) -— U(*l D»V M_ p arH ^ £ S. 

Da Lrõõ J ~ WMV 

lo que equivale a p. 

s. dra. ,« '• “ "rivaÍ « íü*-™ •> 

zgxZfszr* * - «** d - 

“ w , «o.—-» - * “ ” i -‘- 

Ei „nos. Sirw= £=r "” ,kww L 

Coosideiaada . + * M S— 1 <•<■> T 

“* u “” u (íí , + » - W + yjys=íi 

D.T(*) - - (8a —lj* 7 « 


Ejomplo 4. Si C = ; halle DG: 

Solución. Usando (37) obtenemos 

Se n • D/*—/* • P Sen 
Sen* 


D G = 


; Supongamos que cl denominador de la fracción cs constante, sca 

V(x) = k. Entonces usando (36) obtenemos 


jy ru(x)l _ kDJJW—UM D'k 


L * J 

^ Pero según el teorema 2, Dx& — 0. Por lo que 

UM 1 1 


DJJix). 


UM 


\ Tambicn podemos considerar la fracción —como el produeto de la constante 

\/k por U(x) y así usar la fórmula (12) para demostrar (38). 

, - 0 . x 3 — 4x -f 2 sen x , „ 

Ejemplo 5. S 17 =-^-»“B* D»y. 

Sclución. Usando (38) tenemos 

| D*y = D,^** — 4 * + 2 sen *)] = 7*7 D,(* a — 4* + 2 sen *) 

= 7^7 (2x — 4 4* 2 cos x). 

II' EJERCICIOS 

L Si /*(*) = (ar 2 — 4) (x 4 + 5), halle D*F(x): 

J(a) desarrollando (x*— 4) (x* 4- 5) en su forma polinomial y usando en- 
onccs la fórmula (18) de la Sec. 3.3; 

j(b) considerando F(x) como el produeto de * 8 — 4 y x 4 + 5 y usando la 
innula para el produeto. 

. (c) jSon iguales los resultados de (a) y ( 6 )? 

En cada uno de los ejercicios dei 2 al 4 encuentre DrFíx) de dos modos 
iracro: desarrollando el produeto y en seguida derivando; drspués por aplica- 
jõn directa de la fórmula dei produeto) y pase de un resultado al otro. 

I 2. F(x) = (»• — *) (** + 4). 8 . F(x) = V^(x* + 3x’). 

4. F(x) = (4x* — 6**y<3 sen x — 4cos *). 

|f. En los ejercicios dei 5 al 20 halle D x F(x). 

%..& F(x) = 5.sen* cos*. 6. /(*) =3* 5/ * cos*. 


COS * 


8. F(x) = 


*sen * 


7 ~ 9 

9. F(x) = (** + 1)(2*‘ — x + 5). 10. F(x) = (x + 1)*(2*« — 4**). 

11. (*) = (3 cos *) (** — 4x). 12. F(x) = (sen x) (x 872 — 8 x). 

^18. F (X) = |2±! . 14. F(x) = ** + 4 


18. ^=£± 4 . 
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* w-tSt- »' Wa 

2L Calcule D, tan *. Sugestwn: Recuerde que tan * 
la fórmula dei cociente. Note que {* | cos a: = 0} = | 5 
debe excluirse dei dominio de la función Tan = {(*» 7 

22. (a) Calcule D* cot x. ( 6 ) iQuó números deb. 
de Cot = {(*,y) Ir = coXx)? 

En cada uno de los ejercicios dei 23 al 30 halle la 

23. D(2Í‘ — 3Sen). 24. D(. 

»• ”(££)• “■ D1 


la función 


ts derivable sobre S, T 


DxC/ \V{x)] 
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a compuesta de U con V, de modo que F{x) = 
rar que 




para * ç S%. Usando la notación 


“ + k = V(x + /,), k = V{x + h) — y(x), 

io x y x + h están en S u w y u + k están en S„ tcnc- 


Fjz + h)—F{x) _ U[V{x + h)-\ — V[V{x)\ U(u + A) 


0 ** x € Por tanto, deseanios calcular 


éfinamos una función G que cumpla con 


se sigue que dada cualquier e > 0 , existe 


|C(â:) | < i cuando |A| < 5; 
es continua en 0 . Usando (41) podemos escribir 
f/(u + k) — U(u) s U'(u) k + k G(k ) 
tal que (u •+• k) £ 5 % y en consccucncia 
U(u + k) — U(u) k k 

-J- L2 = t"(-)í+{cw. 

ue k — P(x + h) ^(x), de modo que podemos poner 
JM = ^ (u) r g(« + *)-?(,) -, rfr (, + A) — F( 
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De donde 

U (u + k) — U( u ) 

; F’(x) = hm - j t - 

Fh + h) - V(x) ^ ?<« + *> • ito CW. í 

= limü'(u)-Un> —-Ã- + £S ,l *~° 

, iem prc Í”e exislan 1 » limites indicados. R«uérdc« que 

lim V'(u) = V{u) = Ü'[K(*)]. 

— - * -—- ° r rL«»r-«o» “ ■ 

rema 14 de la Sec. 23 par. calcular {«CW - Cl») 

r(x)=vju[vw = irivM]-i>.v{*) ■ 

p ‘“ ,*!»..«.. —*'■ “ «■>«*•— ,J 

entendiéndose que u = KW- _ p(«), de modo tal que y =; 

^ ®aí r=* u « í íü. -—-— l4B 

Der - D «r * De« 

- «-? ■íts : sü x) en 10 ^ 

^*55 tcTasiartÍ;^ X Í derivadas de corroeu, 
u I6rm i « tienc 

En (44). OU[V) significa la «t] 

La fórmula (42), se Uama regia _ Podemos cxpreíir 

e. Cálculo. Considere d pmblema de haUa l).^ ^ ^ ; 

(3x ! — 5)‘ como un pobnormo 7 «*»' e con3 ideremos la función f til 

£ STS —»» etn *>■* "<■> =»' > rM 

3»" 5; O »e». f(x)=u . donde u = 3x’ —5. 

Pucsto que V y V son derivables sobre Re, siendo • 

tT(u)= 8 u r y D,P(x)= 6 *. 

podemos aplicar el teorema 11 y escribir 

d . (3í ._ 5 ). = 8(3**-5) , -D.(S»-5) 

= 8(3**—5)>(6«) = 48x(3x' —5) - 


( 
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En la práctica sc acostumbra a no introducir de hecho la variable interme- 
dia u, en el citado proccdimiento. Pensamos en que 3x* — 5 desempena el papel 
de u en b‘ y simplemente escribimos 

D.(3x* _5 ) 4 = 8(3x* — 5) T • D a (3x* — 5) = 48x(3** — 5) r . 

Teorema 12. Si la función V = {(x* u) | u = V(x) ) es derivable sobre 
uri intervalo S\ y si [V(x)]* y [V^x)]*" 1 están definidas para x £ S, Q S t y 
p es un número racional, entonces la función 

V={x,y)\ y=[V{x))>} 

cs derivable sobre S*y 

D,[F(*)]' = pIFWP* • D«F(x) («) 

para x£S t . 

Demoslración; El teorema 12 sc sigue de la aplicación de la regia de la cadena 
en la forma (43), a 

y — u? donde u = V (x) ■ 

y donde D*y = pu’~*. 

Como ejemplo dei uso de (45), encontramos D,(2x*— 4) ,/a . Pensamos en 
Í§:|£. D r (2x s — 4) l/ * como I ># 1 '* 


Usando (45) obteneraos 

IM2*- 


fótese que esta derivado no existe para los valores de x tales que 2x *—4 = 
Consideremos el problema de encontrar D r sen (2x + 5). Hemos den 
rado que ai F = { (x, y) | y = sen *}, entonces F* = {(*, y) | y = cos x }; esto 
>,sen* = cosx. Pero aqui tenemos Ia función C = (( x,y) | y = sen (2x + S 
[úe seguramente no es igual a la función F y por tanto, el resultado D*senj 
osx no se aplica a G(x) =sen(2x + 5). No obstante, consideremos la I 
ión G para la cual G(x) =sen(2x + 5), como la compucsta U[V] do 
|(ú) =scnu y V(x) = 2x + 5; es decir, 

C(x) = sen u donde u = 2r + 5. 

feesto que U y V son derivables sobre Re, siendo W{u) = cos u y D x Y(x) - 

t iios aplicar el teorema 11 y tener 

|g|_ D, sen (2x + 5) = [cos (2x + 5) ] (2) = 2 cos (2x + 5). 

En general, si la función V — ((x, u) | u = V{x) } es derivable sobre 


Sen [V] y Cos [V] 
ademús 

D, sen u = cos u • D,u, 


!’derivables sobre S, 
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D, cos u = 

: yM r *6 S - 

demostrar (46), haftamos y 
ena en la forma (43) paia 
D» sen u = 


Ahort, ícgun 


E* claro que este resultado «w»o - - 

Ejemplo 1. Halle D, sen 1 {'òx- - 
SducúSn. HaUar la derivada pe 
D,u', donde u = >en (3*' 1)- sa 

D, sen’ (3**-l) = 7 “■ 
y de (46) obtenemoa 

Di sen (3* 1 — 4) =«.<3** — 

y en consecuencia 

D, sen* (3** — 1) = 42 

E$ usual combinar todos estos paso* 
D»sen T (3** —D= 7 * 


encontrar 
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a para encontrar D e (x* — 3) **, obtenemos 

(** — 3 )-va. ( 2 x) + (*• —3)i/.. 3 
* + H x .- 3) u, = *! L-9 ' 


bi se nos pidiera derivar una fracción de la forma k/V(x) y dond 
C0 '(^ T ) le ' ** COnVCnÍeníe P resen,ar ia fracción en la forma k[V{x)Y' y 

Ejemplo 3. Halle D,y si y = 4/( 1 — x?) 3 . 

Solución. Escribamos y = 4(1 — *•)-». Usando (12) obtenemos 

D, r = 4D,(l_«»)-3, 

y usando entonces (45), obtenemos 


=£ — i; Halle D/W.D;^) 
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Del priinero de estos resultados tenemos 

P.sen(^ + 2 * + 4) = (^^)'0‘^ + 2 * + 4 )* 

í W s '8 und ° de eU ° S „ . _ (2 sen x + 2) co» *. 

P,(sen’* + 2sen* + 4) _ 

EJEBCICIOS 

• • j-i 1 «1 16 encuentre D.F (*)• 

En cada uno de los ejercuos dei 1 


I. F(x)~ <** —S*)». 

3. F(») 2*F‘ 

4. /(*) =■ (** + W)' + 1 

5. F{x) = ' 

7. F(*) = *V5 + íÃ 
». F(») = «" 7 *- 

II. F(*) =*en>*. 

1 — sen * 

13. F (*),— l + cos * ' 
15. F(*) = cos 1 * 


2 . F(*) = (** — 2*) 171 - 


*‘ + 10 


6. F(*> = 


6. r (*) = ' 

8. F(*) =*>/>(**-4) 

10. F{x) = cos 6*. 

12. f(*) =«en* (2x— 1). 

14. F(*) = sen* * — «•**. 

sen 2* 

16. ?(*)=-£-• 


E .„u. u «..a. a. «a* - “ 1711 


» »-(£±8- 


19. D, 


2 r —3 


20. D«[2íVl —4* + J(1 ls ) V3 ^ 

21. D# sen 8 O 1 . 

25. I>« se n (**“ *) * 

/ sen 2%^ 

25 . 

^ / cos* 2u *\ 

«• M-^rr 

29. D, cos 3 (2** + 4). 


18 - D {^)- 

22. D,4Vscn27. 

24. Dj sen (cosí)* 

26. ’ 

/1 + sen* x N 
26. — sen**/ ' 

30. D. sen 30 cos* 9. 

/V—*’ Y 
32. D '(^ a . + *>J ' 


/„•—*’Y 

,, T) ( r c°»‘ 3 i y s2 - Dl \a' + *’/' 

2b"J P-» »• » •—'■ ^ ” * 

(1 ~sT U áL«nda dSgida P 3 a un E^en^U^elod^ 

está dída por , = a sen bt, siendo •£ Uume ^ ^ (2Q) la íunción dej 
y la aceleración a en dtjemp • £ función acc lcración 4 de P. En 


r 

( 
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" 55. La distancia dirigida s a un punto P desde el origen O en un tiempo t 
está dada por s — a sen kt + b cos kl siendo a, b y k números realea. Encuentre 
la velocidad v y la aceleración a en el tiempo í. 

36. Dihuje Ia gráfica de 7 = 2 sen 2* para * € [—ir/2;2ir]. Encuentre 
«na ecuacion de la tangente a esta gráfica en el punto cuya abscisa es 0. 

57. Dibuje la gráfica de y = sen** para * £ (0; *•]. Encuentre una ecua¬ 
cion de la tangente a esta curva en el punto cuya abscisa es v/3. 

En los ejercicios dei 38 al 41 use (44) para encontrar la derivada de lo 
función dada F, y usando este resultado dé una expresión oara D.Fíxl. 

r: 38- F = /*[/* + 3]. 39. F = /*£sen]. 

40. F = Sen [/* + 4/J. 41. F = Cos [3/* — 2/]. 

-42. Si F(x) = halle D*F(*). 

En cada uno dc los ejercicios dei 43 al 46 encuentre D*F(x), D*F(x) y 
:p}F(x). 

: 43. F(x) =r i—. 44. F{x) = cos 2 2x. 


45. F(x) — x sen x. 46. F(x) = x 3 sen 3*. 

| , 47. Siy = Va 2 + **; demuestre que D\y — (a , • 

> 48. Si y = Va + bx, demuestre que D}y — —-^. 

o(a + bxy ,n 

f;. 49. Si y = cos ax, demuestre que D*y = a A y. 

| : 56* Si/(x) = Vo* + —■= i halle los valores de F(a) y de F"(a). 

51. En cl ejercicio 21 de la Sec. 3.8 demostramos que D, tan * = scc* *. 

Í ste resultado y la regia de la cadena para demostrar que D, tan u = scc* u • D r u t 
do D,o exista. 

52. En el ejercicio 22 de Ia Sec. 3.8 demostramos oue D» cot * = —esc* *. 
fste resultado / la regia de la cadena para demost.-ar que D, cot u = —esc* u • 
cuando D,o exista. 

53. Derive una fórmula para D r secu. Sugestión: Escriba sec u — (coso) -1 
5; la regia de la cadena. 

54. Derive una fórmula para D, esc u. 

3.10. . UH teorema dei valor medio para derivadas. En esta seceión 
nos algunos teoremas que son de importância central en el desairollo y la9 
icionea dei cálculo. El primfro de estos teoremas proviene directamente de 
ropiedades básicas dcl sistema de los números reales y no daremos aqui su 
stración.* 

Teorema 13. Si F es una función continua sobre un intervalo cerrado 
], entonces existen números x x y *, tales que x, £[a;ò] f *,£[a;6],y 
F(x ,) > F{x) cuando x £ [o; ój, 

F{x ,) < F[x) cuando x £ [a; b]. 

iPuede encontrarsc una deinostractón en el "Cálculo Avanzado ” de Waíson Fullci, John 
•& Sons. Inc., Ne^v York. 1961, p. 125. 
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Este teorema „os d.ce que si una funciõn F es continua un 

cerrado, entonces F(x) alcanza un valos máximo , un 
valo. Esta propiedad nos conduce directamente al stguientc teorema. 

Teorema 14. Teorema de Rolle. S« F una junción ud que 

(i) F es continua sobre un intervalo cerrado [o; 6]; 

(ii) F es derivable sobre cl intervalo abierto (o; 6); 

(iii) F(a) = ?W = 0. 

Entonces existe un número c tal que a < c < b y W _ 

Demostradón. Si F es una iunción constante, e. decir si 

, 6 rW=« par» -Cd» * € (•* 6) * ‘ 

número en el intervalo (o; 6). 

s j, F r rj>“Xr^7. 

rX ™>t-> •• v,-‘> i í ( S”Trs 


Entonces 


Por tonto 


F[c + h)—F{c) <0. 
f(c + A) — F(c) ✓ a -J- 


^ 0 cuando h > 0, 


Fic + h)—F{e) 


^ 0 cuando /» < 0. 


.F(c +A)—F(c) 

F *w = te. -I * 


rjM =te f(c + ^ — >0 - 


Puesto que por hipátesis F' es derivable sobre (a; A) entonces existe P(«). | 

F'(c) =r.(e) =r-(e). j 

Ahorabien o < r.(c) = rw = r.(e) < o. I 


y la única posibilidad ca que F (c) = 0. 

Un argumento similar será válido si se considera que FM < 0. 
Geometricamente, d Teorema de Rolle .iene un. in.erprctación muy senc. 


m 
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s condiciones dei Teorema de Rolle, dicho 

’ “ menos un P u "to dc Ia gráfica, cuya 
aber más de uno de tales puntos. 

F{à), Ia conciusión, por supuesto 

-» existe allí punto de la curva en 
bin embargo, podemos observar que el 

‘ M ,<\ F < a) ) y "(b.m) parece 
eu la Flg. 3.7 y parece que deberá 
I en el que la tangente sea 
puesto que I. pendiente dei segmento 

punto dc la gráfica en cl cual la oendien,. 


Frg. 3.7. Notamos que si se cumplen las co, 
teorema nos garantia la existência de al 
tangente sea paralela al eje *; pue de haber 
Si se elimina la hipótesxa de que F(a) 
ya no se cumplc, como lo muestra la Fig. 3.8. No 
el 1 ue la tangente sea paralela al eje *. f" 

«gmento de linea que pasa por los puntos 
desempenar un papel semejante al de PQ 
exist,r al menos un punto en la gráfica de la Fie 38 
paralela al segmento 3/N. En o.ras palabrat 

W e» ^^W parece exUtirun 

de 10 ,angente 8 “ ~ b Z F a <a) • Este conj 
formal constituye el Teorema dei valor medio 


Kl g. 3.7 

Teorema 15. Teorema dcl valor medio 

fÇtíri con las propiedades de quç 

í “ a SObrC Un intervai ° cerr ad 

í “° dcnmda sobre el intervalo abierto 
tnionces existe un número t tal que 


para derivadas. Sea F 


una 


slraciôn. La dcmostración se L, 
que satisfaga Jas condiciones de) 


íogrará mediante la construcción de 

- J Teorema dc Rolle. Sea C definida 
-F(a) 

— -(*—o), * € [a; A]. 




152/DERIV ADAS 


C(*) K puede interpretar geometricamente "f 0 de^a gráfica 

ft? I í 'ZKXSZtt&JZ s w «— 

que G(*o) es la longitud dei segmento ST. 

De lft definición de G vemos que 
(») C es continua sobre [a; bj, 

, _ -(A __ rW- F ^- , existe sobre (o; 6) puesto que F (*) 

existe sobre (<*; b) y 

(üi) G{b) =0; G(«) =0. 


(c,F(c)l. 


Mta.F(a)) 


ÀN(b,F(b)) 

S^A I 

' 'l/G ráfica de E 

^>7^ ; 


(*o.O) (6.0) 


Ftg. 3.8 

Luego d Teorema de RoIIe ae aplica a C y «iate un número c € te » «' 
que C(c) = 0, esto cs: 



? rw-ífil=í^. 

U conclusión de, Teorema de, va^r medio ^JE 

p U edc eecribirse como ^ = (t _ o)r(e ). <S 

número entre ayb, existe un número 9 entre 0 y 1 
^7(1-3 = b, la igualdad (49) se convterlej 

F(a + M — f(«) =W"(o+W 




I 
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para algún número 6 £ (0; i). Es decir que si F ea una función que satisíace 
las condiciones dei Teorema dd valor medio, entoncea existe un número 6 tal que 
0<9<l y para el cual (50) es válida. 


Ejemplo 1. Si F está dada por P(x) = x* + 2% + 1, 1 < x < 4, halle un 

número e 6 (1; 4) tal que f(c) = . 

Solución. Note que F sotisface laa condiciones dei teorema 15 sobre [1;4]; 
por lo que existirá tal número c. Ahora bien F‘(x) = 2x + 2, F( 4) = 25, y 
F(\) = 4; y de ahí que deseamos hallar c tal que 


Resolviendo e9ta ecuación hallamos que % es un número con las propiedades 
requeridas. 

Los siguientes cuatro importantes teoremas estân basados en el Teorema dei 
valor medio para derivada». 

: Teorema 16. Sea F deriváble sobre el intervalo (a; b) siendo F r {x) > 0 
asando x £ (a; b ). Si x 1 y son dos números tales que a < x, < x, < ó, en- 
ionces 

FMKFixt). 

hí! Demoitración. Puesto que F es deriváble sobre (a;ò), entonces es continua 
.wíre (o; 6) (Sec. 3.2). Obsérvese que el intervalo [x t ; x,] está contenido en 
(a; b), de modo que F satisface las condiciones dei Teorema dei valor medio 
sobre [x,; x^]. Por tanto, existe un número c £ (xjjXj) tal que 

™ -IMrrLM 


g ; | S ; ‘ F(x* — /•(*,) = (x 3 — *,)P(c). 

Ahora bien, c£ (a; b) de modo que F(c) >0 y puesto que (x, — x t ) > 0, 
tenemos 

FM —F( Xl ) >0 


F(xt) > FM, 

Bptfjlo que deseábamos demostrar. H 

|| ^ eorema $ ea F deriváble sobre el intervalo (a; b) siendo F*(x) < 0 
Mg» ioda x £ (a; A). Si x, y x, son 2 números tales que a < x, < *. < b, 
‘juonccs 

■Pteí V F(x x ) > F(xt). 

jffíi deraostraeión dei teorema 17 ea seraejante a la dd teorema 16 y se le 
ide al estudiante que la desarrolle en cl ejcrcicio 11 de esta sección. 
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Teorema 18. Sean F y G dos fnnàonas contínuas sobre cl inurvalo cc 
rrado [a; 6] y derivables sobre el intervalo abierto {a; 6). òi 

P(,)=C'(*) para x Ç (a; b), 

entonces existe, un número real k tal que 

F[x) = G(x) + k para x £ [a; b ]. 

Demostración. Sca U U función dada por 

U(x) = /(*) — G(x) t x € [o; 6]. 

í: izz Süf 

“X la expresión o < u < 6. Vemos que ü cump.e con las condenes 
Teorema dei valor medio aobre [«; u] y según esc teorema ex.ste un nume. 
c 6 (a; u) tal que 

I/(u) —£/(«) =£/'(«)(« — o). W 

0, (51) se puede cscribir como 

U(u) =t/(fl)- 


Coroo V'(c) 


Por tanto 


F(a)—C(a) cuando u Ç [o; í>] 

€ [a; 6], 


F(u) __ C(u) = k cuando u 

Y el teorema queda demostrado. 

A veces resulta conveniente usar el teorema 19. que cs una 

inmediata dcl teorema 18. 

Teorema 19. Seo F una función continuo ,ob,c [o; 6] y d. 

in, m. sí = o poro * 6 («; A). «^ nc « **“ M ua mme, ° 


F{x) = k para x £ L«? 

nción constante sobre [o; 6]. 

es la función definida por C{x) =0 para 

n la hipóteais dei teorema 18. Por tanto 

F{x) = G{x) + k, ó 

F(x) = k. 

EJERCICIOS 

. êiercicios dei 1 al 10 determine, para la 
liei d Teorema dei Valor Medio para Dcrr 
:nte por qué; si se aplica hallc d numero o 
c cn el Teorema dei Valor Medio. 
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1. F(x) = *•; [0; 3]. 

[ x cuando 0 < 


1 cuando x 


3. F(x) = V*;[l ; 9]. 

5. F(x) = 1 — X*'*; [—1-1]. 

7. /*(*)= 9x — 2x l ; [—2;0]. 

9. /*(*)=*> — 4*; [—2; 2]. 

U. Demuestre cl teorema 17. 

, 1^* ^ean f y G dos funciones conti 

J® »«»)• Suponga además que C(b) ^G(a) 
Demuestre que existe un númom ^ tal «..o 


p 0(6)— Ç(a) - ■ 

Sugcstión. Aplique el teorema de Rollc a la función U dada por 

para DÍ e riiIdas afÍ<5 ** Um 6eneraImcnle el Teorema Extendido dcl valor í 

Matl^f deriVadaS ; Kecordar * eI estudiante que en sus cursos previ, 
iÍ Ha enCOnl í ad ° °P craciones inversas. Por eieraplo la inversa , 
Itlnmâ t J ma 3 í 651 ? 1 ,a ,n . versa de ,a raultipíicación cs la divisi 
d !Í CVar 8 ? ,adra ?° un numero extraer la raiz cuadrada. La o 

trar unVaSrLX. 3 lfcne Ur “ inversa ’ ^ “•■««■«# « 

Como ilustración, supóngase que sabemos que 

p||: r(x)=2x. 

£%)=2? h ^iLí ^: ci6n - 65,0 *■ podeo,oi haiur una «»> «> 

F(x) = x* 

£ üna P° sibi,idad P*™ una anüderivada. Sin embargo, vemos que, también 

F(x) = ** + 23 

«Otraposiliiiidadpc.iuna amiderivada. Asi pues decimo, que *= y ** + 23 
.nUder.vadas dc^.H concepio se preciW mediante la guiente def.nf. 
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t»— «.»•» f 

jotre d mfcrvolo S, flU0«» ombc juncwnfs */*•» » — t"* 

F' =C' *- F = C + K, 

fcó lo que es equivalente, 

}f DJf(*) = D.GW «► = C(x) + * 2 

para * € 5 J k númfr ° rcaL \ . Ar enunciar el teorema 18 en ÉS 

ZLTzzttzr. r —— - — “■ 3 

■w *»m - - i-,h*r‘jra£Sr s^tVw 

SííJiTT-*'+■• >' 

».(*** + *)=** + L 

PO, «« 0 , lo - *. H— «’ — * «■>' “ - “““ “1 

(y mediante cl teorema 20) ea que -|j 

F(x) = + * + *. 

siendo A; un número real. 



F(2) 

que F(*) = J* 4 

P0r F(*) = J* + * + 4. | 

«_»*.« «/» = •*-• »* *»■="• “ - 

para F(*). «/»-._ 2*1 = 3 ** — 2, de modo que $** — 2* 

Solución. Observamos que D.(i* ) ;bi 

„ una «nliderivada de 3** - 2. Por Unto, podemos escub.r _ ^ 

F(x) =ix' — 2x + k 

donde * es un número real. Y. que /(« = 0. tenemos que 

F(l) =i(D‘ — 2(D +* = 0- 

Y consecuentemente k = %• Por tanto 

F{x) = — 2* + %• 

La pareja de condiciones dei ejemplo 2, m 

VSM =3** —2 y F(l) =0. 

no. brindan un ejemplo deun sistema con ^ ^ d „ ana 4 

Un «stema con derivada es ^ f-r orden .do <»/(«) 1 q“j 

SU?/*! «pU, p.» m ... i»*» —■“** 1 
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sistema con derivada es una solución dei sistema con derivada. 

Para ejemplo: el par de enunciados 

!• r(x) = «»+ 1 , 

F (2) = 10 

constituyen un sistema con derivada y hemos visto que 

F[x) = **‘ + * + 4 
es una solución de este sistema. 

Teorema 21. Si un sistema con derivada, de la forma 

F'(x)=H(x), 

F(a) = b (52) 

tiene una solución, dicha solución es única. 

; El teorema es una consecuencia inmediata dei teorema 18. Se le pide al 
estudiante que desarrolle una demostración, en el ejercicio 43 al final de esta 
sccción. 

Gracias ai teorema 21 es correcto hablar de la solución dei sistema (52) 

; • La primera ecuación, F'(x) =H(x) en el sistema con derivada (52), dei 
teorema 21, con frecuencia se llama ecuación derivada. La segunda ecuación 
F(o) =6 en este sistema con derivada, se llama condición a la Jronlera para la 
ecuación derivada F'(x) = H(x). 

i Ejemplo 3. Rcsuelva el sistema con derivada 

f'(*) = 8cn x, 


F W* h 

Solución. Puesto que D»(— cos*) = sen x, —cos x es una antiderivada de 
í sen a: y tenemos que F(x) = —cos x + k. Usando la segunda ecuación dei sistema 
hallaraos 

F (í) = — cos í + k = ~Vi + k = 1 • 

Es decir que k = 1 H —= — 2 * - , y por tanto la solución es 
Efe V 2 V2 


F(x) = — cos* + 


V2 + 1 
V2 


A menudo podemos hallar inmediatamente una antiderivada para una ff(x) 
si recordamos las fórmulas para derivadas de correspondientes que ya hemos 
miado. 

v Por ejemplo, de Ia fórmula D,(a**) = aqxfi- 1 (p y q son números racionales) 
el teorema 20 se sigue que 

4- 8 * = ax ’> entonces F(x) = ^ s** 1 + k, —1, (53) 
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según el Teorema 20 

Oj(x) = D,C(x) ♦ F(*) = C(*) + 

Aqui (a \ 

Wx)=<.SV-D\ 7T T*' l ) = a *’' 

y en consecuencia 

r(*)=TT [ ^ +k - 

Similarmente, de U Kn»»U D, sen x = cos x y elW 20, se conduye que % 
si F (*) = COS x, entonces F(*) — sen x + k. 

En este ca D,F(*) = cosx y D.(sen*) = cosx, 

y en consecuencia, según el Teorema 20 

F(x) - sen * + *• 

De manera semejante podemos verificar las siguien.es proposiciones: 
Sir(*)=o[K(*)]’D,J'(»), 

entonces f (,) = ^ H'Wf‘^ 

SiF(x) = «en x, entonces F(*> = —“•* + 

Si F(x)*= ocos F(x) • D,F(x), entonces F *) _ asen Ff*) + ■ 

Si F(x) = o sen V (x) * D*K(x), entonces F(x> =-ncos F(x) + M58 
Si F'(») = flD|K(*), entonces F{x)-aV(x)+ • 

SiF(*) — D.l/(») +Dx^(*). entonces F(x) — + ' •>£ 

derivada de //(*) se cumple que 

F(x) =»(*); 

por tanto cnofqnier «presfdn propuerta como «M**-* deie poder ser co*| 
probada por derivación. 

Ejemplo 4. HaUe las antiderivadss de 

(a) F(x) = (2 + 3x) v ‘; 4 . 

No "= +^‘ /,(3) = i(2 + 3í),/JD ‘ (2 + 3l)l I 

q „e es de 1. forma p(l) =4[F (,)]-D/(«) 

donde K(x) = 2 + 3x. Entonces según (S5) 

F{t ) ==i ._l : _(2H- W-* + t = %(2 + 3*)*'* + *• I 



p- Sduciôn . Si F es la función velocidad, sabe 
caso tenemos que 

p|- Vil) = —32, 

F(0) = —20. 

Rcsolviendo este sistema con derivada, obtenemos 


!a función^.de posición, sabemos que S'(í) = V(t) 
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Rcsolviendo «te sistema con derivada, encontramos que 

S(J) =_16l* — 201+ 10. 

De donde la fnnción velocidad es 

V = {((, v) | » = —3 2í + 20 ’ * 6 t 0; 5 "’ 

V u función de posición es , 

S = {(í, j) | * = — 16t ' — 201 + 10 ' * e f0; 5 “’ 

EJEBCICIOS 

í. r (*) — 3 * + ^. _ 

. W = Hh eew=ví=l 

ira='f. 6. r« = VT=^ 

xrw-VK 

9. i»(*> = %’vr+“3?: 10 - f (x) vr=7 * 


n. 

IS. 

15. 

ITT- 



F'(*) = (a— 



F-(*) = 3 cos 4*. 


19. F'(*) = sen (2*+ 3). 
ZL F*(*) =eo»|. 

ZS- F'(*) = sen 1 * cos*. 
25. r(,) = sen’3* cos 3*. 


12- F'(*) = ■ ■_% ?= ■ 

V ox + O 

li. rw = i* + i)'^* r 
16. F'(*) =2.en5*. 

18. r(x)=sen|. 

20. F(x) = sen (ax + 6)- 

ZZ. F’(x) =cos(4 — *)■ 

24. F'(x) - cos 1 * sen *. 
26 . f'(*) recos 1 2*sen2*. 


* 98 f'{x) = x* senx*. 

27. r<*)=wn2* + cos r 28. M ) 

Resuelva d sistema con derivada propues.o en cada uno de los e,e 
dei 29 al 36. 

29. r(*) = 3 x?,P(l) =*■ 

30. ff'(0 = VÜ > 0, H (1) - 2. 

®L CW=tf,C(I)=5. 

32. F / (x) = sen 2x,_EU/3). - 1. 

33. fl'M = *V25 x\i/(3) ■—i- 

34 . f'(x) = xsenx*, F(v*/ 2 ) — i* 
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35. E'(*) = sen 5 x cosx, /*(jt/6) = % 4 . 

36. /"(*) = cos$*,f{0) =10. 

es ^ ve ^ oc ^ a< í y 5(<) es la distancia desde el orígcn eu cl liem- 

po t, halle 5(0 si 

(a) V{t) =/> — 3,5(1) =4; (6) F(i) = (3i — 4)>,S(2) = 10. 

38. Halle Ff*) ti la gráfica de y = F(x) pasa por el punto dado y si la 
tangente a la grafica en (x,F{x)) tiene la pendiente m, dada 

(<0 F,(0,2) j »t = i 1 — 1. (4) P,(l, 5) ; m =-. 

/ 7\ — 4 * 

(c)?t(tr, ? ); m = sen 3*. (d) P x (z, l) ■ m = 2 *. 


(c) Pi (tr. ; m = sen 3*. (d) J», (l, Z) ; m = «*2*. 

. 39. La pendiente dc una curva cn cualquier punto P(x,y ) de Ia misma es 
igual a 4x + 2. Si la curva pasa por el punto (1,1), dé una ecuación para cila. 

• 4(h_ La pendiente de una curva en cualquier punto P[x, y) de ésta, es igual 
a 1/VxT Halle una ecuación de la curva si ésta pasa por el punto (4, 5). 

’pé 41 - L * pendiente de una curva en cualquier punto P(x , y) de ella es igual 
a sen x. Encuentre una ecuación para la curva si ésta pasa por el punto (*/3, 2). 

42. La pendiente de una curva en cualquier punto P(x,y) de ella cs igual 
“ COS x. Lncuentre una ecuación para la curva si ésta pasa por el punto (0,1). 

43. Demuestre el teorema 21. 

PJu En cada uno de ,os c i crcici0s dc] 44 ^ 49 está dada la función aceleración 
/^de un punto P, junto con alguna otra información. Para cada eíercicio halle 
la función velocidad V y la función de posición S, dei punto. 
f ;■> A = {(<.«) |« = —32,i£ [0;6]}; V{0) =64; 5(0) =80. 
te 45. A = {(í, a) | « = —12, íç [0;2%]}; V(0) =50; S(0) =0. 

!’# A = {(<,«) |« = 12 —12MÉ [0; 4)}; K(l) =10; 5(0) = 15. 

47. -4 = {(i,*)|« = 2,ié LO; 3]); V(2) = 1; 5(2) = 3. 

; : 48. A = {(f,a) | « = 3 cos 3i. [0;6»J); V^/ 18) = i; 5(ir/9) =2. 

1^;. 49. A = {(f,A) |a = — jsenjí,í ^ [0,3r]); V(0) = 1; 5(0) = 10. 

• r 50. En cada punto de una curva cuya ecuación cs y = F(x), DJy = 6x — 2; 
í;- ? 1 P unto (2,2) la pendiente de Ia curva es 8. Halle una ecuación de la curva. 

t M Eerivaeión implícita. La mayoria de las funciones que hemos consi- 
^derado han estado especificadas mediante una fórmula para F(x). Para tales 
funciones, D e F{x) sc obtiene por aplicación directa de los teoremas apropiados 
Jj’sobre derivadas. 

g;. ■ em bargo, ima función puede estar especificada por una ecuación que no 
|v>ea de la fonna y = F(x). Por ejemplo: 

l|f • - íkr) I V —2y + 5 = 2*= + 6*} 

|es úna función para la cual no está dada una fórmula para F(x). En su lugar, 
!£/*) definida implicitamente por la ecuación ' 

3[^(*)]* —2 F{x) + 5 = 2x : + 6x. (61) 

ecuación no tiene fácil solución para F(x), dc modo que nos agradaria 
pener un procedimiento para determinar D*F(x), sin tener necesidad de una 
Kónnulà para F(x). 
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cl lado dcrccho nos da una hinción ti con 

//(*) = + 6x ■ 


Puesto que 


conduye que 


2 DJ?{x) 


9 [f(»)]*D/W 

laciún par. D^U) y obtenemos 
4* + 6 

»^(*) - 9[F(«)]«-=ã - 

denomina deriva . 
i dada especifica 


El proceso que dcsarronamos 
aólo con el supuesto dc que la ecuacioi 
así, ounque ejecutemos las operaciones. 

UustraT esto, consideremos la ecuacion 

• *’ + y* + 8 = 0- 

Eia ecu.ción no especifica una función (real) pues 
nada de números realcs que satisfaga la ecuaclín. P 
ciones tenemos _ ... . r» < 

D,(* 2 + y’) =D«(0) 0 + 

Usando la regia de la cadcna para encontwr D,y> = 

0, de donde D,y 


tenemos 


2* + 2yD,y 

:e tener significado para cualquier pareja (*, J) 
JC no puede haber derivada puesto que la eeuac.6 
función f alguna y de ahí que no puede ex.sür I 
ión en dos variables tiene U propiedad de que 
eros que la satisfaga, entonces d.eha ecuacton e 
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relación. Sin embargo, como yo sabemos, esta relación puede no ser una función. 
Por ejemplo, la ecuación 

I a + y* = 4 (62) 

especifica la relación 

K=((*.y)|** + r* = 4>, 

cuya gráfica es un círculo, pero R no ea una función. Es posible usar la ecuación 
(62) para especificar una o más funciones. Por ejemplo: podemos usar (62) para 
especificar la función 

Fi = {(x,y) I*' +y» = 4,y>0) 

cuyo dorainio es [—2; 2] y para Ia cual /\(x) = V4 — La ecuación (62) 
se puede usar tambien para especificar la función 

^ = {<*.y) |*‘ + y* = 4,y<0} 

cuyo dominio es [—2; 2] y para la cua! F a (x) =— V4 — x *. 

Ejemplo 1. Como acabamos dc ver, la ecuación x 2 + y J = 4 se puede usar 
para especificar las funciones F, y F donde 

f,(x) = V4 — x 2 y F,{x) = — V4 — x* 

para x £ [—2; 2]. Encuentrc D*F,(x) y D*F,(x) de dos modos: (a) usando la 
derivación implícita, (6) bailando D,F t (x) y D,F,(x) directamente de las fórmu- 
las para F x (x) y F t (x). Demuestre que cada resultado de ( b) concucrda con el 

correspondiente de (a). Halle los valores de D,F t (x)J y D f F,(x)J , 

v Solución. (o) Derivando cada lado de la ecuación x % + y* = 4 con respecto 
a x, y tomando y como /\(x), tenemos que 

DAx* + y 2 ) = D,<4) ó D,(x*) + D,(y a ) = 0 f 


Por tanto, 


Vemos que F, es derivable sóbre la parte dei dominio de F x para la que F,(x) =£ 0, 
cs decir, sobre (—2; 2). 

Procediendo en la misma forma pero tomando y como F,(x) hallamos que 


o 
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minio de F, para la cual /.(*) =£0. 

x _ _ 

Ã(*í 


Para F,(x) 4 **’ _ xia^l *»)-V*(-^2* V 

g • - '• 

'F* (*)’*"*''* 1 . ‘ 




: n ‘ r #iV's V5I de modo que 

Para hallar D,FU*)J ; notamos que FJ1) 

! , r « *« • * 

DtFi(*)J. =-,V3 ■ - , 


* y>: .'jWtiqf.v 

■ r S 

- -rarisaí aasífisrs —— -n 

y sen 2* = *.ÇOS 2*. 

' , sdo de U ecuación dada, to. 

SolucUn. Derivando reapccto a * , 

<l uc "DAy scri 2x) = D.(* cos2g) v 

' - '* vD Íscn2g) 4- (sen2g) W«r = = t "* wo — ’ * 

.. 1 ,'^)*+ (- 2 .) ^ 

2y cos 2x + (sen 2x) D«y — '?* sen 2* + 008 2*. 


así que 


—2i sen 2% + cos2x- z 2rS21^ ' 

.. D*y = —-r“ sen 2x M 


Ejemplo 3. Encuentre una ecuación de la tangente y una. ecuación. de 
normal a la gráfica de x 3 •+• Sjr = 4 en el punto (1,1). Grafique Ia curva, 
la ecuación dada y 


Fig. 3.9 


sobre el mismo sistema coordenado, grafique la tangente y la normal cuyas 
ecuaciones encontro. : -' 

. . Solución. Mediante la derivación implícita obtenemos DrC* 2 ) + D,(3y*) = 
D,(4), ó 2x + 6yD r y = 0 y así pues 

. ^ D *^-3T 

La pendiente m t , de la tangente en (1,1) es el valor de D.y = — (*/3y) para 
X = l'y 7 = l; es decir que , . . <v .. *,• 


m '--3-=3’ 


y una ecuación dc la tangente es > . :j 

yr— 1 = — \{x— 1) ó *+3y = 4. 

La pendiente de la normal es 3 y una ecuación de ia recta normal es 
y—1 = 3(*— 1) ó: 3* —y —2 = 0. ’ 

La curva cuya ecuación es x l + 3y* = 4 es una elipse; las gráficas de 
ella, de la tangente y de la normal cuyas ecuaciones encontramos están. dadas 
;en Ia Fig. 3.9. # 

| La tangente a Ia elipse de la Fig. 3.9 en los puntos (•—2,0) y.(2,0) es 
srtical y por cllo no tienc pendiente. Esto se relaciona con el hecho dc que 
t£dichos puntos no existe D,y. V , 


sen 2x =£ 0. 


J5 £ 
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Ocasionalmente, después de haber encontrado D t i\x) por derivación implí¬ 
cita, dcsearoos conocer Dj/V). El procedimicnto se ilustra cn el ejemplo 4. 

Ejemplo 4. Suponga que existe una íunción derivabie F, tal que y = h (x ) 
está definida implicitamente por y 3 + ay — 10 = 0. Encuentre D x y y Dj. 
Solución . Por derivación implícita obtenemos 


dc donde obtenemos 


3y»D r y + a:D x y+ 7 = 0, 


D,y = . 


*7* + * ' 

Para haUar D*y derivamos D r y mediante la fórmula dei cociente. Obtenemos 


entonces 


D^ = D.(D.y)=D.( 3r ^j) = 


— y \ — (3y= + x) P,y + y (6y P *y + 1) {64) 

r+^J“ (V + *)' 


Para calcular DJy en términos de x y y, usamos (63). Sustituyendo D,y por 


3y* + x 


en (64), tenemos 


D?y = 


(3y* + x) 


EJERCICIOS 

En cada ejercicio dei 1 al 10 suponga que existe una íunción derivabie F> 
tal que F(x) está definida implicitamente por la ecuación dada y calcule D x y - 

^ 1. 3x a + 4y 3 = 12. 2. (* J /a 3 ) + (y75 J ) = 1- 

3. x u * + y ,/a = a ,/5 . *V = 25 - 

5. x 3 + y s — 3x a + 3y* = 0. 6. x J + y* — *7 = a*. 

7. sen * + cosy = 0. 8. x = sen(x + y). 

9. sen {x/y) + cos {y/x) = 0. 10. sen x + cos y = * + y. § 

Halle D,v por derivación impKcita en cada uno de los ejercicios dei 11 a; 

14. Resuelva después la ecuación dada para y en términos de x y encuentre 
D,y para cada solución. Demuestre que el resultado segun el pnmer método 
concuerda con cada uno de los resultados obtenidos según el segundo método. 

1L y* = 4x. 12. x» + 9y* = 1. J 

13. x 1 — y* = 16. 14. *7 = 6. 

En los ejercicios dei 15 al 20 halle D,y por derivación implícita y use ese 
resultado para determinar una ecuación de la tangente y una ecuación de la 
normal a la gráfica de la ecuación dada en el punto dado P. Grafique la curva, 
lo tangente y la normal, cuando se pida. 

15. x* + 7* = 25; P(3, —l). Grafique. 

16. x 2 + y* — 4x + 6y—24 = 0; P(l,3). Grafique. 

17. y* = 4<xx; P{a i 2a). Grafique 

18. y* + 3x*y + x 3 — 2xy — 3 = 0; P(l, 1). 

19. x 4 + y 4 = 17; P(—2,1). Grafique. 

20. y> —6y + * a = 0; P(—2,2). 
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Hai!e Una - ecuac , ión de la Agente y una ecuación de la normal a la 
curva cuya ecuación es I6x : + 25v 2 = 144 Pri P l j.r - , a ia 

- que x = 2. Grafique la curva, l/tan g Ínte y la noCl " ^ CUadra " tC 

cu y ,«; a Sr^7-tVr-2/- un o a r u t ón de ‘vsrí al circul ° 

«Lio I. tangente yk normal ^ ~ ' “ d PU "' 0 (U) ' Grafi< ) u ' al 

r „, 3 que paru Ia elipse cuya ecuación cs 6'*' + „V = a ’fc« 

ecuación de Ia linea tangente en (i„y,) es b’xx. + a’yy, = 0 *ó’ 7 0 6 una 

“«nuesfie que pata la hipétbola cuya ecuación es ÓV —nV ~ o‘b‘ 
una ecuación de 1. Hnea tangente en (*„y.) es ‘ ’ 

Encuentre D r y y D*y pará los ejercicios dei 25 al 28. 

25. b'-x* — a y- = <*’/>=. 26. + , _ Q 

27. 3c* n + y*/a — 0 a/í t 28. x 1 + ^ £ 

ncAcsi^ZoT qUÍ el CÍlCül ° * " edia "* a i-PÜciU ca- 

<O M*’í y, = 0i (A) * + ^ + 4 = 0; ( c )z* + y“ + 8x — 10y + 50 = 0. 

que U ianíe^ * = * « 

SZ. Demuestre que las hipérbolas cuyas ccuaciones lonwství-^-t 
se mtersectan cn ângulo recto. 7 ^ 1 “ « 

S.13 La notación de incrementos. En k definición de derivada: 

| f(x) = Um + A)—f(«). 

h 

7T h . P 7 ' XP '" ar Un nÚm "° d “ ,in, ° «O y tal que a + /, p er tenece 

'óe^rintd? r in r p ; c,nr * com ° 13 

a Lua, F F yC " "* 0080 ” U5ual llama ^ «cremen/o dc x 

;• dicha diferencia y denotaria mediante Ax. 

I Con la !us ' itucián de A por 4* tenemos que para un. F(x) dada 

F (x + A) = /•(« + Ax), 

F(x + A) —/-(x) = F(x + Ax) — /?(x). 

^ De ahi que escriba mos 

!S, r(x)= lim H* + **)—F(*) 

fe: Ax 

y = F(X ^ U f erenCÍi ^ + A*> - se expresa mediante Ay y se 
denomma incre/ne/iro de y, correspond.cn te al incremento Ax, de x: 


*y = F(x + Cix)—F(x) ; 


■ 


wBBBÊm adas . ' 

ay « d <*»bk> « y P^ucido por cl cambio A* «n I» *• La 

- • Ay . FÍX + Ax)—F(x) 

s 6 " s 

k | llím .d. razón promedio de cambio de y. o d. FM, coo rcapcc.o a * P™ 
el intervalo [*;* + Ax]. U derivada 

a, . F(x + *x)—F(x) 

D "=lz£ = iz —s 

« Uarna razón instantânea de cambio o eimplemenie razón de cambio de y. ° 
| de F(x) con respecto a x. . _ 

•* Ejemplo 1. Para y — **• 

- £ ZXZZZVm -—*—*■ 1 • “ 

-Síí e-á-- « --.C£ 

ner una fórmula para Ay/A*. Calcule esta razón para x-lj 

* = Ob.eng. = ei°Hm!<e dei corien* de di/erencia» Ay/A* «uando A* .iende . cero 

y osí halle D ti para y = **• 

^Cuál es el valor de D,y]i? 

Solucióru (a) Pueslo que y = enionces 


Restando 

obtencmos 


y + ^=( a + Ax)» = *; + 2*Aa + ^. 

*-—-= V— 2x Ax + ^* z - 


(„) Sustituyendo * por i y A* por 0.1 en cata fórmula (cuando * cambia 
de 1 a 1.1 entoncea A* = 1.1-1 = M). «nemo. que 

Ay = 2(1) (0-1) + (0.1)* = 0.2 + 0.01 = 0.21. | 

. _ — \ v Ar — 0.001, entoncea 

De roínera semcjante, cuando x — y 

Ay = 2(1) (0.001) + (0.001)* = 0.002001. 


(c) Obtenemos 


_£L = 2x + Ax. 


* = 1. A* = 0.1. = 211 

. - , a , = 0 . 001 . g = 2 . 001 . 


para 


x — \ t Ax = 0.001, 
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A de más. 


Ejemplo 2. (o) Halle la razón de cambio dei voluraen v de una esfera con 
respecto n su radio r. 

(6) Halle el valor de esta razón de cambio en 1; en 3. 

. • Sducicn. (a) Recordemos que 

|jV » = %irr ». 

Por definidón, la razón dc cambio de v con respecto a r ea 


(6) Usando el resultado obtenido en (a), obtenemos 


1. (a) Dada y = x 3 , halle Ay en términos de * y de Ax. Halle Ay para 
t = 1 y Ax = 0.1; para x = 1 y Ax = 0.01. 

( b) Encuentre la razón promedio de cambio de y con respecto a x para cl 
intervalo [x; % + Ax], el intervalo [1; 1.1] y el intervalo [1; 1.01]. 

(c) Halle la razón de cambio de y con respecto a x. Halle el valor de esta 
razón de cambio en 1; en 3. 

2. (o) Si y = 2x* + 1, halle Ay en términos de x y Ax. Halle Ay para 
x “ 1 y Ax = 0.1; para x = 10 y Ax = 0.01. 

(6) Halle la razón promedio de cambio de y respecto a x para el intervalo 
[*; x + Ax], para el intervalo [2; 2.5] y para cl intervalo (2; 2.01]. 

Jr (c) Halle la razón de cambio de y respecto a x. Halle cl valor de esta razón 
de cambio en 2; en 4. 

3. Demuestre que la razón de cambio de área de un círculo con reapecto 
a su radio es igual a la circunferência dei círculo. 

- . .. 4. Demuestre que la razón de cambio dei volumen de una esfera con res- 
pecló a su radio es igual al área de la superfície de la esfera. 

!■’ En los ejercicios dcl 5 al 10 halle D ,y mediante la notación de incremento y 
sin usar las fórmulas para derivadas, previamente obtenidas. 


mül. y = 2x*-r-3x + 4. 8. y = l/x 1 . 

gp/9. • y = **. - 10. y = 2x J —2x + 4. 

En los ejercicios dei 11 al 14, halle / v (x) mediante la notación de incremen 
tos y sin usar las fórmulas para derivadas previamente obtenidas. 
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11 Flx) ~~ 4x' 3*- 12. F(x) = (* 2)/*. 

r ! I 2* — *= U - F(X) = 3x1 — 

S Halle la raaón de camb.o dei área a de un tningulo eqaiU.ero, reapecto 
‘ “ lt Hall. 1« mó» d« cambio dei volume» o de u» cubo, respeeto a s» 

3 J&SBV ÜWBÍSÍ«: fl6M« 

Halle el valor de esta razon de cambio en w/4, en 


3 14. Diferenciales. Supóngase que F cs una funció» tal que F'(x) «tóe 

. \ ' Intervalo S Sea Ax =£ 0 un número tal que * + Ax este en el domimo 

sobre algun intervalo 5. bea ±xj= ^ cn U áfica dc / 

de F y por tanto, tal que el punto (* t ^ r \x t i ) 

(véase la Fig. 3.10). 

De la definición de derivada: 

.. F(x + Ax) — F(*) 

=j»--s 

y de 1» definición de limite, se concluye que la diferencia 


f(« + A«) — F(x) _ r ,, T J 
Ax I 


- _o a* jpcpp nara Ax^O, suficientemente pequena. 

pucde hacerse ta» pequena como se desee para a*-r- 

Podemos escribir 


F(x + Ai) — f(«j - = *, 

AX 


donde 


lim k = 0. 

áM-0 


Multiplicando ambos lados de la ecuació» (65) por A* y « 


tenemos 


r lx + Ax)—F(x) =r[x)Ax + k£^c. 
u cxpresión r(x) A* es de especial in.erés par. noso.rcs por lo que le darer^ 
un nombre. •vifff l 

djix) = rw a*. fjjj 
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Si 7 — F{x), entonces (67) toma la forma 


Para !a función idcntidad / 
tendremos, según (68) 


Podemos escribir (67) en la forma 

d t F(x) = F{x) d,x t ( 70 ) 

y (68) como 

d,y = D r yd:X. (71) 

Supóngasc que x es la correspondiente de l ante una función V y que y es ia 
correspondiente de x ante alguna función U, de modo que 


Entonces y cs la correspondiente de t ante Ia función compuesta F 
sea que 


Suponeraos 'aqui que U y V son derivables sobre intervalos apropiados. De Ia 
definición de diferencial: 


irl/DEBIVADAS 

dc I. regi» de h «der» 


D, y = D«r®' x - 

Aiipue» d , y ^zD.yD.xd.l. 

Además, de U definiõdn de diferencial 

d t % = Df* d t i. 

(72 

Por tanto <j, r = D .7 ái*- 

-cu . 

a» - - •" 

.w —- <— 

esto que la fórmula ^ _ V y 

M eacribe uaualment,‘ ^ = ^ <*> 

Leemos (73) como “la diferencial de y e» jgual /y » dx aon 

pec^ multiplicada ^ » «"* ^ “ P “' 

diferenciale, con reapecto a la m.sma 
de eacribir áf (,) = T(*) d* 

Algunoa ejemplo. de diferenciale. aon Jx = (&e » + 8*-)d* 

Siy-2* 4 ^ « frosxM dx = —2* senx dx ' 

• -cos* 1 entonces <*y = *>‘( cos x } ** 

8iy _cos*\ - «,/e* + D^-Sdx 

,a : 

J,,,,«... *—•—* . „ u. a«™»* - >*<Í 

^zrjssüsz;- i 
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dos puntos de la gráfica de F tales que x Ç S y (x + Ax) Ç S. Se* PT la tan¬ 
gente en P a la gráfica de F (Fig. 5.10). De Ia Fig. 3.10 tenemos que 


tan L RPT. 


Pero sabemos que tan Ó.RPT = F'(x). Por lo que 

RT = PR-F{x) =F’{x) dx, 

y vemos que RT representa In diferencial dF(x). Esto es, si y = F(x) entonces 
RT = dy. 

Como hemos notado, si y = F(x) entonces en general dy^Ay. Sin embargo 
si F cs una función lineal, au gráfica ca una recta y la tangente PT coincide con la 
gráfica de F; así cs que si F cs lineal y si y = F(x) entonces dy = Ay. 

, De (75) se sigue que 


orno se desce con hacer 
útil aproximación a Ay 


£n consecuencia, podemos nacer |Ay — ay j tan pequeno < 
|Ax| suficientemente pequeno. Es por esto que dy es una 
coando A* es pequena. 


Ejemplo 1. Mediante el uso de diferenciales calcule el valor aproximado 
de ^1227 

'f Solución. Sea y = xV x . Entonces 


Sustituya * por 125 y dx, por —3. Luego 

pfc * dy = — ifcfc = —0.04 y y = 5. 

De modo que una aproximación a y 4- Ay para * = 125 y dx = Ax 

y + dy = 5 — 0.04 = 4.96. 


■Ejemplo 2. Para y = 3x=, calcule dy y Ay para cualquier Ax 
■a x = 10 y Ax = 0.1; ld. para * = 10 y Ax = 0.01. 

Solución. Tenemos que 


Ay = 3(x + Ax)* — 3x a = 6x Ax + 3Ax 5 . 

esto que D,y'-t= 6x, usando dy = D f y dx, dy = 6x dx. 

Para x = 10 y Ax = 0.1, Ay = 6.03 y dy = 6. 

Para x = 10 y Ax = 0.01, Ay = 0.6003 y dy = 0.60. 
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Como conaecucncia dc la igualdad (73) podemos escribir 

_ _ dy . (76) 

D ' y " Tx' 

« decir que .a ^ * X - «P-"■» J #£ tS 

-í* - «-* * y con 

a*. Por cjemplo: ai y = ** n **» escribireraos 

& = 2* cos ** ó D,y = 2* oos *■. 

P.„ ***. * JL**+ - 
«1 simbolismo, siendo 

D jr = g. Dír = ê- D ."7 = ê- 

De. Hecho de que U ** ^^ufa {ST-Í Ü£ 

r; u 5r^“Í^ una diferencial. Por ejemp.o. puesto que 
D„U' = pu.’-' tenemoa, según la fórmula (73) que 
. d{u?) =pur i <ki- 

Listaremos las princ.pa.es «rmula. pam 
correapondienles fórmulas para d.ferenculea. Aqu, « * 

u y V derivables sobre algun intervalo S, y 


Para derivadas 


Para diíerenciales 


(i) VgC — 0 

(ii) D,(cu') = <*»*■* 
iiii) D, (cu) = cDsU 

<iv) D*(u + «0 = + J>,v 

(v) D,(uv) =uD,v + vD,u 

íu\ 

<vi) D -^vJ = v* 

(vii) D, (sen a) = cosuD,u 

(viii) Dí(coa u) =—*cnuD,u 


dc = 0 

d(cu p ) = cpu*~ l du 
d (cu) = cdu 
d(u + v) = du + dv 
d(ut>) = udv + vdu 
fu\ _ p du — ti dv 

d UJ = 7 — 

d(senu) = cosudu 

d (cos li) = —sen ttdu 


Para llegar a 1. fórmula (v) par. diíerenciales. tenemoa que 


d(uv ) = D m (iív) du 

= (iiD„t< + P)du 

— u D„® du + i' du 
= udv + vdu. 


[según (73)) 


[según (73)) 
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Ks interesante notar que igualmente podemos tener cl mismo resultado diferen- 
ciando con respecto a cualquier otra variable. Obsérvcse que 

d(uv) = D,(uv) dx [según (73)] 

= (u D,v + v D^i) dx 

= u D m v dx + V D.u dx 


= udv+ vdu. [según (73)] 

Para deducir (vii) para diíerenciales, simplementc notemos que 

d (sen u) = D„(sen u) du = cos u du. 

Algunos ejemplos de diíerenciales son: 

d(9)=0; d(4x & ) = 20x 4 dx; 

d(3 sen 3 x) = 3 • 2 sen * d(sen x) = 6 sen x cos x dx; 
v „ d(4 sen x) = 4d(senx) = 4cosxdx; 

? d(x* + x») = d(x a ) + d(x a ) = 2xdx + 3x* dx; 

d(x 3 sen x) = x=d(senx) +senxd(x 3 ) = x* cosx dx + 2xsen x dx; 

; d ( _* \ _ cos x dx — x d (cos x) _ cos x dx + x sen x dx 

\cosx/ cos 3 x cos* x ; 

:';V d E sen (2x= — 3) ] = [cos (2x a — 3) ] d(2x* — 3) = 4* cos (2x* — 3) dx; 

: d(cos 3x7 = —(sen 3x‘) d(3x‘) = — 12x* sen 3x* dx. 

Al hallar D,y mediante la derivación implícita de una ecuación cn x y y dada, 
es a veces conveniente usar diíerenciales. Nótese que la diferencial dei lado ii- 
quierdo de la ecuación dada es igual a la diferencial dcl lado derecho. Al tomar 
estas diíerenciales haremos uso de las fórmulas apropiadas para diíerenciales con 
objeto de obtener una ecuación que coraprenda dx y dy. Resolveremos esta ecua- 
ción para dy/dx y usaremos el hecho dc que 


Ejemplo 3. Halle D ,y mediante diíerenciales, si x 1 — xy + 2y° = 4. 
Solución. Al tomar la diferencial de los dos lados de la ecuación dada ob- 


tenemos 


d(x* —xy + 2y 2 ) = d(4), ó d(x*) — d(xy) + d(2y*) = 0, 
2* dx — (xdy + ydx) + 4y dy = 0. 

Í)ê lo anterior tenemos que ^ • Por tanto. Ia respuesta cs 




tdese, U Sec. 3.11 ,« un - ' 

ac la forma ( 

f-w = a {%). *u) = b ■ 

— ^ * zr:T<rf&' , « T™ 

par ordenado que perteuece a F. Um 
.1 «ctema cou derivada (77) pucde darae en U forma 


dF(x) =HK% 

I, de tal modo que dy - 
escribirse como 

dy = H{x) dx. 


diferencial dei sistema 


y-b si * = «• 

con diferencial, a 

la proposición y — 


Si dy = a sen *du, entonces y 

Si dy — c cos u du, entonces y — 

La proposición (79) cs una reeslru- 
renciales; de igual forma (80) lo « de 
Por ejemplo notemos que el sistema 

í*(») = *'/25 — 

puede inteteambiarse por el sistema con 

dy = x[25-x')^dx, 

donde y = F(»). Para encontrar un. i 

observamos que 


de (55), cn términos 


Por tanto, segun 


o 
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r 

( 



Usando la condición a la frontera, y = 7 cuando x = 4, tenemos que 


De ahí que la solución para cl propuesto sistema con diferencial sca 


Llamaremos a (82) una solución general de la ecuación diferencial dy s 

x(25 — x i )^dx, y a 

7 = **(*) + * (83) 

solución general de la ecuación diferencial 

dy = H(x) dx 

si F'(x) = H{x). Para resolver un sistema con diferencial dc la forma (78) 
hallaremos una solución general de la forma (83) de Ia ecuación diferencial dada, 
y en seguida usaremos la condición a la frontera para determinar k. 

Ejemplo 4. Resuelva cl sistema con diferencial 


cuando * 


Solución. Nos percatamos que d( 2x) = 2 dx, por lo que la ecuación dife¬ 
rencial dada puede ponerse en la forma 

dy = $ sen dx d(2x). 

Por tanto, según (80) 

y = —i cos 2z + A. 

Usando la condición a la frontera dada, obtenemos 


Puesto que cos tt = —1 resulta que k = 3. En consecuencia la solución dei sis- 
tertia con diferencial propuesto es 

y = —i cos2z + 3. 

Ejemplo 5. Encuentre una solución general de la ecuación diferencial 
dy = —í a (cos r*) * sen í* dt. 

Solución. Como aparece la cuarta potência de cosí*, nos preguntamos si dy 
se puede escribir en la forma o [cosi*) 4 d (cosí 3 ). Observemos que 

d (cosí 3 ) =—sen í* d(í 3 ) =—3í*sení 3 dí, 
luego, la ecuación diferencial puede escribirse en la forma 

dy = ^(cosí a ) 4 d(cosí l ). 
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Enlonces, ,cgún (79) vemo, que U «>lución gener.l « 


y = •/»(«• »*)•+*■ 


EJERCICIOS 

t n.^o v - ** \x, hallc dy y Ay en términos de * y de A*. Halle dy 

y ^ r 

r'^«rpuStetuluio p^Scular u„ vaio, aproado de y que corre,- 

ponde jlr* +5fiXV;, = 2 + n = 2 -o 2+ 

6 ) camb, ° de * ,_2 3 x ‘ 

3 . U,c diferenciales para calcular un valor aprox.mado para (o) V 66 , 

(6) T Dado que sen 60» = 0.86603 « «- « «O , 1 » = 0,1745 radi. 
nea, u« diferencial» par. calcular el valor de coa 61 y sen 

deCÍm ? Si e. radio de un globo caKrico crece de 8 nr a 8 . 1 m, ácuán.o cr.c. e. 
volumen aproximadamente? _ 4 i — gè 

Susotión: El aumento exacto en el volumen será àv, donde v -r , r - 

, l “ 7' 

maC 6 . De cada cara dc un bloque “ bic0 de ""^mtd.^eX 

de espewr. Si el bloque tenia origmalmente 7 emsd« anata, o P 

cuánto va a " * 7^7* hatTX aproximado de f (3.002) 

-rs | 

005 r«— «0 - - *■ ■“ atKSViT m - 1 

(c) F(x) - xV2x^ .. /T( x ) = sen 1 5* + cos 2 Sx M 

(e) F{x) — cosx- .. t * 

2x + 1 1M f (*) = —F==7 * 

u) '<*> = -^rr 


1 


10. Encuentrc dy pa-a cada uno de lo. .iguient» problema,. 

VI fMv = !£!li 

(o) y-- f— f ? t4) y cosx 

V * +1 (d) y = r,en 2 *> 

(c) X = «n’* x t ... sen 2 x 


(e) * = *-; + 


(g) y = 


sen x 3 


w y = ihi 

cos ( 2x 4- 3) 
W y = sen (3* — í) 
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En cada uno de los ejercicios dei 11 al 16 resuelva el sistema con diferencial 
dado. 

11. dy = (2x — 3) dx, y — 1 cuando x = 0. 

12 . dy = (x 1 — 1 ) dx, y = 2 cuando x = ü. 

13. dy = — j.** bm , y — 5 cuando * = 1. 

V5 — 4x 7 

14. dy = — ■ ■ , y = 0 cuando x = 4. 

7 VFT9 

15. dy = sen 2x dx, y = 1 cuando x = ar/3. 

16. dy = cos 3 x sen x dx, y = 4 cuando x = 0. 

En cada uno de los ejercicios dei 17 al 28 encuentrc una solución general 
para la ecuación diferencial dada. 


17. dy = 


2 x dx 

/^m 

7xUx 


18. dy = 


V + 4 

x dx 


«=T*^w: _ 20 - 

21. Js = </ + 1) V2x* + 4/ dl. 22. dy = (cos*)-* sen xd*. 

23. dy = cos 3x dx. 24. dy = sen 2x dx. 

25. dr = i* cos í* dl. 26. dy = cos* x sen x dx. 

- 27. dy = ^sen 3x + 3 cos 5x — sen dx. 

28. dy = (sen* 3/ + sen 3 1 ) cos 3í dl. 

En cada uno de los ejercicios dei 29 al 32 encuenlre D a y mediante cl uso de 
diferenciales. 

| 29. x* + y 3 — 3xy = 4. 30. sen (* + y) = x. 

31. x cos xy = 5. 32. sen x + cos y = 0. 

38. Si sen ^ + cos^ = 0, demuestre que ~ . 


EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 3 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 10 encuentrc D,E(x) usando cualquiera 
de las fórmulas que hemos establecido para los derivadas. 


r. ™ y : 


2. F(x) 


- m 


3. F (x) = 


%* — 3x 4- 1 
X a + 3x + 1 


4. F(x) = x*V^T=T 


5. /^Cx) = x 4 sen 3x. 


6 . f(x) = 


7. F(x) = 
9. F(x) = 


1 + scn a 2 x 
1 — sen 2 2 x ' 


3 + 4 sen x 

4 + 3 sen x ' 


8 . F(x) = cos* x sen* 3x. 


sen Vx 


10 . F(x) = 


d + » a ) 2 

1 —x 3 
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indique p« que, "dTv^or Medio. 

como c en cl Teorema ^ f (x) _ ten [»/ 6 ; */»]. 

ll. F(*) = **•> [2; 5]- 

13 . F(*) = 4 /** : ÍT ; 1 1 ?'r 1-41 

14. F(.) = ** + 2 * / [ 7,’ 1 , M sc dB unl ccüación derivada de U 

En cada uno de los eieraooe del iS »! ecuaci6n , „ la lorma F (*) - 

forma «unndmero real. 

//(*) + donde D * H() — ol - ' y f , (jc) _ (bz — a)-. 

is. r(») = (7* + 2) ;V is. n*> = coa7 ** en ’l 1 ' 

SUt « . * » — - — — * u 

ecuación diferencial dada. ^ = ( 7 % — 4 ) 1 d*. 

23. dy = ( 8 ** — 2*] d *’ 26. dy = sen 2x cos 2% d%. 

(r \ 28. dy = cos(a — t) *L 

dy = K0 ^-x). J 

M. dr = (3*-5)->"d*- 30 - 7 


r 


4 

Algún as aplicaciones 
de las derivadas 


4.1 Correspondientes crecientes y decrecientes. Considérese la función. 

^ = (ter) |y = *•(*),*€*}• 

Sc dice que F(x) es creciente sobre un intervalo S C X si 
F(x t ) < F(x 2 ) cuando x x £ S, x, £ S, y Xj < x,. 

Se dice que F(x) es decreciente sobre un intervalo S Q X si 
f(*i) > F{x a) cuando x x £ S, Xj £ S,yx x < x g . 

Se dice que un punto c cs un pnnto interior de un intervalo S si existe un 
S intervalo abierto (a; 6 ), tal que 
Ê; r c £ (o; 6 ) cs. 

De acuerdo con esta definición de punto interior, todo punto de un intervalo 
abierto es un punto interior dei intervalo. De modo semejante, todos los puntos 
de un intervalo cerrado, excepto los puntos extremos, son puntos interiores dei 
mismo. 

Décimos que F(x) es creciente en c si c es un punto interior de algún inter- 
l valo sobre el cual F(x) es creciente. Si F(x) es creciente sobre un intervalo 
: abierto, es creciente en todos los puntos dei intervalo; si F(x) es creciente sobre 
•v un intervalo cerrado, es creciente en todos los puntos interiores al mismo. 

;• Décimos que F(x) es decreciente en c si c es un punto interior de algún 
intervalo sobre el cual F(x) es decreciente. Si F(x) es decreciente sobre un inter- 
, valo abierto, es decreciente en todos los puntos de dicho intervalo; si F(x) es 
décréèiente sobre un intervalo cerrado, e 9 decreciente en todos los puntos interiores 
íf al mismo. 

Supóngase que F(x) es creciente sobre el intervalo [a; 6 ]. Entonces para 
| a < c < 6, 

F(x) < F(c) cuando * £ [a; o), 

|.T (D 

F(x) > F(c) cuando x £ (c; £>]. 

Sea el domínio dc F un conjunto dc puntos sobre un eje horizontal cuya dirección 
: positiva es hacia la dcrccha. Se sigue de (1) que si P[c, F(c)) y Af(jq,/(*,)) 
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182 /APWCA^lvwi^ - , 

son do» punlos de la gtalica de F ^'ZZfZ) ZTFM >) 
nada FM de M, - ^ que c. entonces la ordenada 

« un punto de U gr.Ce* * F ' (Ó) d. P ^ la Fi * De,cr *“? 

FM de N, es mayor que U oídenad „ p y que el punto /V esta 

este situación dlciendo que *£>« U <» [fl; fc) 

•- s "£ ^ -» - “- 1 ” "• “ 
a < c < b, F(,) > F(c) cuando *€[a;c). (2) 

y f(x) < F(c) cuando * € 
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Para la íunctón G = {fx, y) 1 y = x- — 1, x £ (—oo ;—1)}, cuya gráfica 
es el arco de trazo grucso de la Fig. 1.27 y para la cual G(x) = x*— 1, G(x) es 
decreciente sobre el intervalo (—a;—1). 

Para la función F = {(x, y) | y = 4x— x*} cuya gráfica aparece en la Fig. 

132 y para la cual F{x) = 4x— x*. F(x) es creciente sobre (—oo ; 2| y es 

decreciente sobre [2; 

La tangente a la gráfica de F en cada punto de la gráfica dada en la Fig. 4.1 
tiene pendiente positiva y resulta intuitivamente verosímil que si F(x) >0 para 
x Ç (a; ò) entonces F{x) es creciente sobre (a; b). En forma similar, la tangente 

a la gráfica de F en cada punto de la gráfica dada en la Fig. 43 tiene pendiente 

negativa y resulta también verosímil que si F(x) <0 para x £ (a; 6) entonces 
F(x) es decreciente sobre (o; 6). Daremos demostraciones analíticas de estas con¬ 
jeturas en los dos teoremas siguientes. 


Fig. 4.1 

y FM) - d»—j. u f- *2 ? u 7d 

TnTZ ÍM r« un punto da U gtáíica d« F ul qu « **£» 

JL ordenada FM de AT, es menor ,,ue U t««VJ J p y quc ,• 

describir esta ToÍ Ciffcat frendo” sobre [.;« 

pu „,o N eatá “m s bajo” que £ ^ £*£*» f = {(,.|,|)). cuya grafn» 
Como ejemplo tómese U funcion ^ f(x) „ decreciente 

aparece en 1. Fig. 1.3 y P*« » J 

sobre (-«;«] y «emente sobre [0 + )• Ví)}, cuya gráfica aparece, 

I* Fie. 1.21 y para la cual F{x) - V* W 


Fig. 43 

Teorema 1. Si F(x) > 0 soòre (a; 6) entonces F(x ) es creciente sobre 

(a;b). 

j£-. ; Dcmostración. Scan x, y x 8 dos elementos dc (o;b), tales que x x < x*. 
P ; Entonces según el teorema 16 de la Sec. 3.10, F(xi) < F(x a ). Por tanto F(x) 
(■ es creciente sobre (a; 6) y el teorema queda demostrado. ■ 

? Si además de la hipótesis dei teorema 1 de que F(x) > 0 sobre (<r;6), se 
| nos da que F es continua sobre [o; 6), entonces F(x) será creciente sobre [a; 6). 
Para demostrarlo basta probar que 
• V 1 - F{a) < F(x) cuando x £ (a; b). 


184/APX.ICACIONES DE LAS DEEIVADAS 


_ „ , — u - *— - «- - D “ W * 

tencmos que . . s 

FLx) —F(a) _ F »( e \ si c £ (o,x). 

* — a 

~ (eA sflví-o>0, ie conduye que 
Pucsto que F (n > u Y * ^ * 

/•(*) > F(o). 

Dc m.n«. *mcjan,c se puede *«*« «Se ígue 

:„:rsr,% >oX tó ^ fc ) r * -—1««.— ,w 

"•SSÜ#rw<o-h- (.,*). ——• w - ——- - 

6re (8i b )’ -A dei teorema 2 « semejante a la dei Teorema 1 y se pide 
La demostracion dei teorema ío . * , . sección. 

,1 eatudiante que la dewrrolle ene ejerctcto ^brc (<J . 6)i 

Si ademís de l. hipó.esis de. ,crá decrccien.e sobre 

se nos da que F es “ ntlnua “ ” q’^ (o; 6) y F ea continua sobre («1 M. 

[-! 6)- Lo *« “"** “ ««Lí (otT*<« proposiciones pueden demos.rarse 

entonces 'W “^^“^d entes erec^tes que se siguen dei teorema 1- 

nstrr, - * -—*° bre to: «■ enionce 

F(x) es decreciente sobre [a;/»]• i^ndremOS que considerar, habrá 

Vara la mayoria de l« iunc,on*. f - £ F, sobre lo. cua.es 

un número finito d. '^-. os que esten^ ^ ^ f , dominio 3a F, »bre 

ClüVw oTõJfTjcÍ de determinar dichos intervalos es uU. tabular 

primero los conjuntos. 

S. = {* l F (*) = 0} y S, = {»I r W -o ex-tc) 

Si e e s. U s, y si («1 fc ) « «Hp*t in,er ^° ,al ■»"* 

(o; 6) n (S, U 5, = (c), 

o sea, que si c e. es , - — ”P 

K T Vft Í Hr mTgenilnmnte, determinar los intervalos «>bre los quc: 

t) « ctiení rU^ >" ** '« " deC " C,en,e - | 

EJeraplo 1. Dada la funciôn 

f = ((*.rly= :S * 5- ‘ :c) 

• r( _.\ r , cre ciente y aquellos sobre los que 

determine los intervalos sobre los que H 

FM es decreciente. «_uej_ = fa _3rf = 3,(2-*)- , 

Soluaón. Aqui F(*) - » 

Es daro que _ { ,| Jt»<*) = 0) = (0.2). | 
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y que * 

Si = {x | /’'(*) no existe} = Z. 

Estas observaciones nos conduccn a preguntarnos acerca dei aigno de F'(x ) sobre 
cada uno de los intervalos (— oo ; 0), (0; 2) y (2; + oo). 

Si x £ (— oo; 0), entonces 3* < 0,2 — x > 0, y F'(x) < 0. . 

Si x £ (0; 2), entonces 3* > 0, 2 — x > 0, y F{x) > 0. 

Si * £ (2; + oo), entonces 3* > 0, 2 — x < 0, y F(x) < 0. 

Por tanto, F(x) es decreciente sobre (—oo ; 0], creciente sobre [0;2] y 
decreciente sobre [2; + oo). La gráfica dc F aparece en la Fig. 4.3. Esta gráfica 
está construída con ayuda de la tabla siguiente 


Puesto que F{x) es decreciente sobre (—eo ; 0] y creciente sobre [0;2], 
no existe entonces, intervalo abierto que contenga al 0, sobre el que F(x) sea 
creciente (o decreciente). Por tanto, F{x) no es creciente ni decreciente en 0. 
Por razones semejantes, F{x) no es creciente ni decreciente en 2. 


Si* = 

-1 — Vx 0 

H 

1 

% 

2 % 3 

entonces y = 

4 % 0 
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2 % 

4 *% 0 
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Ejomplo 2. Demuestrc que C(»> = (*-»* « « eciente •*“ 

Sol UM*. Sea x. 6 *> € *« T *• > *“ En,0nceS 

*, — 3 > *i — 3 y (*a 3) s > (*> ^ ’ 

a-. r(x ) > COO y en consecuencia G{x) es creciente sobre Ke. 

dC - crecienle sobre *, *(.) = 3 U - »• - e. 

^ U ?âL R V W. = en Q l» Fig. 4.4. Es.» S-fica tienc -na tangen,. 

xí - H— ÍTÍTA.V1'"X 
S. 0 - c " cicnl “ y 

deben aplicar» directamente (como en el e)cmplo 2). 

Eiemplo 3. Dada la funcifin 

U = {(» y) ly = (*-6) (»-* € [Oi 7 ]) • 

determine loa UÍÜ - <- ^ 

H(x) es decrcciente. Grafique H. 
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Soluciõn. Mediante la fórmula para la derivada dc un produeto, hallamos 

H'(x) = {x — 1)V* + (*—.6) .}(«_ i)-i/a = _^ÍÍIZÍI_ . 

' 3(*— l)»/« • 

Observe que 

[x\H'{x) =0} = {3} 

y (x | fT(x) no existe} = { 1 }. 

Estas observaciones nos Ucvan a preguntar acerca dei signo de H’[x) sobre cada 
uno de los intervalos (0; 1), (1; 3) y (3; 7). 

Si * G (0; 1), entonces x — 1 < 0, (x— l)va < 0,* —3 < 0, y N'(x) > 0. 

Si * G d; 3). entonces x —1 >0, (x— 1)V« > 0,* — 3 < 0, y H'{x) <0. 

Sx * G (3; 7), entonces * —1 >0, (x — 1)V» > 0,* — 3 > 0, y H'\x) >0. 

Por tanto H(x) es creciente sobre [0; 1], decreciente sobre fl;3] y cre¬ 
ciente sobre [3; 7] como se indica en la Fig. 4.5. 
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ejercicios 

Eu los ejercjciosdtd ' 

creciente y aqucllos sobre los que W = 6 — *’. 

' LF(*)=* J — 9 - 4 f(*) = 3*“ — 5*\ 

5. f(«) =2x' —15* , + 36* + 1 - “ f J) -cos*,0<*<4ir. 

1. F(x) = »en *, —2" < * < 2,r - rortesT >ondiente dada cs creciente 

En los ejercicios lo Lción cuya correepond.en.e 

sobre Re. conjunto dc los numeros re.les- o 

es la q« « do . 10. «(*) =4**- „ , „ 

9. C(x)=4* — 6- 12 F(x ) = ,>_ 3 *’ + 3*+ j 2. 

18-C(*)=—3* + 7 ' 16 f (*) =—*> + 3*’ — 3 * + 1 - 

15. KW =-W-*11-,/cos * es creclente sobre (0|-/2)-. 

S í-irs. 1 ; 575 «s í.-sftà 

19 . Demuestre *»"_?• ,, crecie „« sobre [—/Si-/*]. 

22. Demuestre que FW-tan* es 

ejereicio 21, Sec. 3.8 par« ».U»^ , e sobre (0;.). (Ve. .1 

23. Demuestre que *(*) - cot * ” 
cicio 22, Sec. 3.8 para D, cot x). 

4.2 Valores máximos y mínimos. Considérese la íunciôn 
F=.(*,r)|y = F(*)-*€ x ) , 

ÜÍTSASw-—- —- ■“ 

..a <•<*-£ 

— -1 a.» "> ■'“Síl£2,VS». Kf i 6 i * 

SSnT*. "(*) - •» mfaim^relatlvò de^F (*) ri exUie un intervalo abierio 
F(c) es un valor mímmo relattvo 

(o: i>) que contcnqa a c, tal que 14 ) 

F(e) < F(») 

— «1J.» "J « a-f-Slíl-,5TtC;i 6 -i-f 

ÜtaTta FW « el valor menor en el rango de F. 


VALORES MÁXIMOS Y MÍNIMOS/189 

Por ejemplo dada Ia función valor absoluto (véase la Fig. 1.3), para la 
cual F(x) = |x|,F(0) cs un valor mínimo relativo y al mismo tierapo cl valor 
mínimo. F(x ) = |x| no tienc valor máximo puesto que dado cualquier número c, 
existe un número x tal que F(x) > F{c). 

Para la función F cuya gráfica se muestra en la Fig. 1.32 y para la cual 
F(x) = 4x— x-, F(2) =4 es un valor máximo relativo y también el valor má¬ 
ximo. F(x) no tiene valor mínimo puesto que dado cualquier número c, existe 
un número x tal que F(x) < F(c). 

Para la función raiz cuadrada simple (véase Ia Fig. 1-21), para la cual 
F(x) =v^F(0) =0 es un valor mínimo relativo ya que para cualquier inter¬ 
valo (a; 6) que contenga al 0, cs evidente que 

F(0) < F.(x) para * £ (a; b) fí [0; + co). 

F(0) es también el valor mínimo de F(x) t puesto que F(0) ^ F(x) para 

*^[0; + «). F(x) = Vx no tienc valor máximo. 

Para la función G cuya gráfica se muestra en la Fig. 1.27 y tal que 
G(x) = 3? —1, no existe valor máximo. G(—1) = 0 es un valor mínimo rela¬ 
tivo y también el valor mínimo. 

Para la función F dei ejemplo 1 de la Sec. 4.1 (véase la Fig. 4.3), F(0) 
es un valor mínimo relativo. 

Para la función G dei ejemplo 2 dc la Sec. 4.1 (véase la Fig. 4.4), G(x) 
no tiene valor máximo reladvo, ni valor mínimo relativo, ni valor máximo ni 
valor mínimo. 

Para la función tf dcl ejemplo 3 de la Sec. 4.1 (véase Ia Fig. 4.5), //(0) 
y tf(3) son valores mínimos relativos, tf(0) =—6 es el valor mínimo, tf(l) 
y H(7) son valores máximos relativos y tf (7) — 6 ,/ * es cl valor máximo. 

.Los valores extremos de F{x) son los valores máximos relativos y los 
valores mínimos relativos de F(x). 

Por ejemplo: para la función tf dei ejemplo 3 de la Sec. 4.1 (véase la Fig. 
4.5), los Yalorcs extremos de tf(x) son: 

//(0)=—6, // (1) = 0, tf (3) =—3(2) f/ \ tf(7)=6 s '>. . 

• Para una función F cuyo dominio es el intervalo S, un valor c£ S será un 
valor crítico de x para F(x) si 

• (i) F r (c) = 0. o 

i (ii) F'(c) no existe o 

(iii) c es un extremo dei intervalo S. 

V Rcspecto o (iii) debemos hacer las siguientes observaciones: si S = (a; 6], 
entonces a y b son valores críticos. Si S = [a; b) o si 5= [o;+ tn), entonces 
a es un valor crítico; y si S = (a; ó] o si S = (—eo;ô], entonces 6 es un 
valòr crítico. Si S = (a; ò) ui a ni b son valores críticos (los valores extremos 
de uh intervalo abierto no son elementos dei intervalo). 

,V Dada una función F, los valores máximos relativos y los valores mínimos 
relativos de F(x), y los valores críticos de x para los que F{x) = 0 se relacionan 
en la forma indicada en los teoremas 3, 4 y 5. 
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Teorema 3. 5, r . - f-*-* 

FM csuovobr máximo rdouvoic JW ^ ^ rtlaüvo en c> exislc 

DtmoUrocioo. P ““ U, t t u ' F( ) ) ^ de(inida aobr c el inl.nr.lo «bicrto 

entonces un numero k > 0, tal que r \xj 

(c — *; c + A) y 


F(x)<f(c) cuando x £ (c — A; c + k)• 


Por tanlo 


F(c + A) < cuando A € (— ft i • 

Ahora bien, para toda A 6 (0; *). 

F (c + A)—f(c )^- n 


Por unto 


< 0. 


|iin f (c + A)- F(£} <0; 


asi que 


r*(c) <o. 

Similarmente, para toda /* £ (—k\0), 

ffc + h)—FU) . 
--- ! 


t 

* F(c + A)—^ n. 

hm - j * w * 

í-o- '* 

de modo que jr_( c ) > 0. 

, , . . . rv,.\ cahemos oue la» derivadas de F(x) por la 

" ■ ’ ” ‘ ™- *"■ i “” ~ 

(5) y (6) nccesita que 

0 <F'(c) <0, • 

de donde concluímos que ^ 

Aai queda demostrado el teorema 3. 

•‘ n £"tZ2££ «-r s > - - 

-tr.rirx? 

«—i*; “ S 5 '' 

“ ór • i-ír £W5 rs 

sriííí^iijsiTaiK i*. 
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— 3) 3 }, cuya gráfica se da en la Fig. 4.4 y para la cual C(x) = (x — 3)*. 
Aqui C (x) = 3 (x— 3) 5 y Ç'( 3) = 0. Sin embargo, G(3) no es un valor máxi¬ 
mo relativo ni un valor mínimo relativo. 

Scgún el teorema 5, sc sigue que un valor extremo de F{x) puede presentarse 
sólo en un valor crítico de x. Si F es continua sobre un intervalo cerrado, deter¬ 
minaremos los valores máximos y mínimos de F(x) % encontrando los valores 
críticos de x y sus correspondicntcs valores dc F(x). 0 mayor dc estos valores 
será cl valor máximo de F(x), y el más pequeno de ellos será cl valor mínimo 
de F(x). 

Ejemplo 1. Halle los valores críticos de x, el valor máximo de tl(x) y 
el valor mínimo de //(x), para la función H dada por 

H{x) = (x — 6)(* — 1)** x £ [0; 7], 

Solución. En este caso 

H ' {x) = TCx-^i)'» • *6 [0; D u d;7]. 

A»( que {* | H-(x) = 0} = {3}, 

y {*!#'(*) no existe } = {!}. 

•Los valores extremos dei dominio son 0 y 7. Por tanto los valores críticos de 
x para H(x) son 

f. 1. 3, y 7, 

y los valores correspondientes de 7/(x) son 

//(O) =—6, 1/(3) =—3(2)*'»==—4.7,» 

//(l) =0, H (7) =6’" = 3.3. 

|P°r tanto, //(O) = —6 es el valor mínimo de H(x) y //(7) = 6 V> es cl valor 
máximo para H(x). 

í La gráfica de II aparece en Ia Fig. 4.5. 

Ejemplo 2. Se desea construir una caja sin tapa y de base cuadrada, re¬ 
cortando cuadrados iguales de las esquinas dc una pieza rcctangular de cartón 
:■$? 8 dm P° r 5 dm y doblando hacia arriba el cartón para formar los lados y 
':fos extremos de la caja. Halle las dimensiones y cl volumen de Ia caja de volumen 
máximo que sc pueda construir de este modo. 

Solución. Sea x !a longitud en decímetros de cada lado dei cuadrado cortado 
en las esquinas (Fig. 4.6) y sea V (x) el volumen en dm*. Entonces 

# Usaremos el símbolo = para significar “aproximadamente igual a”. 



XW/APLICACIONES DE EAS DERIVADAS 


Luego 


+ ^ * €LOí%] ' 

rM .— í€t05%3 ‘ 

Notamos que 

1 »r i (í |P"(x)=0 y * £[ 0 ; %]) = (!)■ 

\ - B~-2x ” I X 1 


8 - 2 * 


5 - 2 * 


Por tanto, loa valore» críticos de » P«™ 

V(x) so n 


Flff. 4.0 


p(0)=0, K(l)- l8 « V{ ^ 


„ . f .1 valor máximo de V {%) 

? ÍÜZi S. ob r este 

volumen n.Axi .0 U ^ "tE 

* cl -r^rioÍmlÍSos q ue F(.) - 

1 , Podemos hacerlo determ.nando los mterv conli „ua sobre 

ÍÜÍg=2 

es conocido como la prime r 

Teorema 6. Siefo F ^' j 
». poeto interior de S. tal <,« F ) » „ ç (o; 4 ) C S. P«~ * cuol 

« Si exieje » ^ < 0 CUO»fo * 6 <« «• “ 

F'(x) > 0 cuando x t v“* W / 

un valor miximo rtlaúvo de F(x ); fc) c S , paro «i coo! 

(U) ai existe on intervalo l« M ^ (c . fa) , entonce, FW « 

r(l ) < o cuando x £ (*? c > / ' W ^ 

ao valor mínimo relativo de «> • £ (o; 6) C S, j *“! 

(Ui) Si existe un mteroolo ^ , € (e.-b). . P“"* *? “£ 

PW > o coando x € («S •> coando x € (« *>• " FIO « 

r(x) < 0 coando x ^ n Lator m inimo relativo de F (*) • 

es on valor maxtmo retovo Q cuando , £ (o; c) y P-esto 

Dcmostroción. (0»*■“^ que F(x) es creciente sobre («0- 
f es continua sobre to.cj, 

wn, °- FW < cuand ° l€f0 ' ,C1 ' p conUml3 scJ 

, _ ç. (c; b) y puesto que F e» c -Avy 

Ya que £ “ tre [c; 6) • pot ^ 

[c\ b ), se 6»gue que t W 
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En consecuencia 


F(x ) < F(c ) cuando x £ [c; b). 
F(x ) < F(c) cuando x£ (a; 6), 


y F(c) es un valor máximo relativo de F{x). 

(ii) La demostración de (ii) es semejante a la de (i) y ac pide ol eatudiante 
que la desarrolle en el ejercicio 24 dc esta aección. 

(iii) Si F’{x) > 0 cuando x £ (a; c) y F{x) > 0 cuando x £ (c; 6), en- 

tonces, ya que F es continua en c, se sigue que F{x) es creciente sobre («; c] 
y sobre [c; b ); por tanto, es creciente sobre (o; 6). En forma semejante vemos 
que si F{x) <0 sobre (a; c) y F(x) <0 sobre (c;6), entonces, ya que F 
es continua en c, F(x) cs decreciente sobre [a; b). En consecuencia F{e) no 
puede ser un valor máximo relativo ni un valor mínimo relativo de F(x). ■ 

Ejemplo 3. Hallc los valores máximos relativos y los valores mínimos re¬ 
lativos de 


F(x) = *(x« —8*’). 


Grafique la función F. 


Solución. En este caso F es continua sobre Re y 

T(x) = |(4x* — 16x) =ix(x + 2)(x — 2) 
existe sobre Re. Además 

{x\ F(x) =0} = {—2,0,2}. 

Para poder aplicar el teorema 6 determinemos el signo de F (x) sobre cada uno 
de los intervalos (—oo;—2), (—2;0) y (2; + co). 

(i) Si x £ (— oo ; —2), entonces x < 0, (x + 2) < 0, (x — 2) < 0, y ^(x) < 0. 

(ii) Si x £ (—2; 0), entonces x< 0, (x + 2) > 0, (x — 2) < 0, y F(x) > 0. 

• Por tanto, scgún el teorema 6 (ii), F(—2) = —2 es un valor mínimo re¬ 
lativo de F(x). 

(iii) Si x £ (0; 2), entonces x > 0, (x + 2) >0, (x — 2) < 0, y F(x) < 0. 
De (ii), (iii) y el teorema 6 (i) se si^ue que F( 0) = 0 es un valor máximo 

relativo de F(x). 

|iv) Si x Ç (2; + oo), entonces x > 0, (x 4- 2) > 0, (x — 2) > 0, y F(x) > 0. 

fÍDe (iii), (iv) y el teorema 6 (ii) se sigue que F(2) = —2 es un valor 
mínimo relativo de F[x). 

La gráfica de F está dada en la Fig. 4.7. 

Ejemplo 4. Halle los valores máximos relativos y los valoTea mínimos re- 
tivos de 

Hl F(x) = Jx* — %** + 2x + 5. 


t 


194/APUCACIONES DE LAS DERIVADAS 

Grafique la íunción F» 

Solución. Aqui F cs continua sobre Ke y 

f'(x) = *» —3x + 2 = (* + 2)U—l) 2 

existe sobre Re. Puesto que 

[x\n*) “ 0} = {—2,1}, 

. i A* F’(x\ sobre cada uno dc 

pari aplicar d .-rama 6 de.crm.nen.es d s.gno de 

108 inlervaloa (—»i —2). ( 2 ; J ’ (,_!)» >0, y /"(*) <0. 

(0 Si *€(-»;-2). ” T rw >o. 

(ü) Si * 6 (-2; D. «“° nc - (* + 2) > °- '* . 

...» C(<)\ ——1 CS un valor mínimo re- 

Por unio, según d teorema 6 (u). F( » 

o, m, <iU> y •> — 6 ou) “ •“‘T ' 4 ” ‘ ” 



FifiT. 4.7 

Eicm plo 5. Hdlc los valores mádmos relativos y los valores mínimos rela- 

lÍV ” de F( ,)=4,-K. *€[-3.3]. | 

cs continua sobre su dominio y 
F’(x) =4 — *'= (2 + x)(2 —*) 
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y 



Flg. 4.8 


criste sobre dicho dominio. Observemos que 

{*|r(») =0} = {— 2,2}; 

para aplicar cl teorema 6 determinemos cl signo de F'{x) sobre cada uno de los 
intervalos (—3;—2), (—2; 2) y (2; 3). 

(i) Si x £ (—3;—2), entonces (2 4- x) < 0, (2 — x ) >0, y F'(x) < 0. 

Puesto que F'(x) < 0 sobre (—3; — 2) y puesto que F cs continua sobre 
[—3;—2), se concluye que F(x) es decreciente sobre [—3; — 2). Por tanto 

F(— 3) >F(x) cuando * £ [— 3;— 2), 

y F{ —3) = — 3, es un valor máximo relativo de F(x). 

(ii) Si * £ (—2; 2), entonces (2 + *) > 0, (2 — x) > 0 y F'(x) > 0. 

De (i), (ii) y el teorema 6 (ii) se sigue que F( —2) = — 1 % es un valor 

mínimo relativo de F(x ). 

(iii) Si x £ (2; 3), entonces (2 + x) > 0, (2 — x) < 0 y F'{x) < 0. 

... De (ii), (iii) y cl teorema 6 (i) se sigue que F(2) = es un valor 
máximo relativo do F(x ). 

Puesto que F’(x) < 0 sobre (2; 3) y puesto que F es continua sobre, (2; 3J, se 
concluye que F(x) es decreciente sobre (2; 3]. Por tanto 

pV F( 3) < F(x) cuando x Ç (2; 3], 

7 F(3) =3 es un valor mínimo relativo de F(x). 

'>• La gráfica de F está dada en Ia Fig. 4.9. 
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EJERCICIOS 

10 v cuvo producto : 

^ us6 en d 
**t Halle .» volumen 

sasíüsiff 

3. Se desea cear un lote » U.to cerca par. «» W. 

uno de sua lados a lo lar B° ‘V r-quieren la menor cantidad de cerca. 

- Y í-ií íssi. 

«í £2? tíSxWí* ““* T 

máximo que pueda ser inscrito en lran sversal rectangular vam direc- 

7. U resistência de una viga d ^ gUura Encuentre las ^menswnesd* 

^de“ pu^. obxenex de un txonco dxcxdar d. » 

de Tu. las dimenaione, dei rec.íngulo de mayor âxea que se pueda xn, 
cribir en un cítcuIo de radio r. 
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En cada uno de los ejercicios dei 9 al 16 se da una función F sobre un inter¬ 
valo cerrado [a; b]. Encuentre todos los valores críticos de x para F{x) y el valor 
máximo y cl valor mínimo de F(x). 

9. /•(*)= 4*-»*»,*€ 1-55 5]. 

10. F(x) = (*—l)«/ a + 3,x €[0;9]. 

1L F{x) = (* — l)v*(« + l)a,« £ [—1; 1]. 

n - f(l) =lfw ; * € [0i2] - 

| 13. F(x) = sen x,x£ [-V2; ir]. 

14. F{x) = sen ar + cos x, x £ [0; 2ir]. 

15. F{x) = x 4 + 2x a — 3,* 6 [—2; 2]. 

16. F(x) = VZ(x — S)'»x ç [0; 6]. 

En los ejercicios dei 17 al 22 halle los valores máximos relativos y mínimos 
relativos de F{x). Grafique y = F{x). 

17. F(x) = *• — 6x a + 9x + 1. 18. F(x) = x 4 — 4* s . 

19. F(x) = x 4 —6x a . 20. F(x) = x* + (8/x). 

21. F(x) = sen*x, x £ [0; 2tt]. Ademáa halle los valores máximo y mínimo 

de F(x). 

22. F(x) = sen 2x, x € [—rr;w/2]. Ademáa halle los valores máximo y 
mínimo de F (x). 

o .. 23. Demuestre el teorema 4. 24. Demuestre el teorema 6(ii). 

En los ejercicios dei 25 al 28 halle los valores máximos relativos y mínimos 
relativos, y cl máximo y el mínimo valor de F(x). Construya la gráfica de F. 
f 25. F(x) =x 5 — 3x,x 6 [—2; 2]. 

26. F(x) = ***(* —4)"»,* £ [—4; 5]. 

& > 27. F(x) = x 4 — 8x* + 22x* — 24x + 1,*Ç [0;4]. 

28. F[x) = x* /5 (x— l),x € [—8; 8]. 

4.3 Concavidad y pimtos dc inflexión. La gráfica de una función F 
| es côncava hacia arriba sobre un intervalo S Q D? si F'{x) es creciente 
|- sobre S. La gráfica de una función F cs côncava hacia abajo sobre un intervalo 
% S C Dr si F'{x) es decreciente sobre S. 

Para determinar los intervalos sobre los que la gráfica dc F es côncava hacia 
| arriba o hacia abajo usaremos los teoremas 7 y 8. 

Teorema 7. Si F cs una función F tal que F'(x) > 0 cuando x £ (o; b), 
K; cntonces la gráfica de F es côncava hacia arriba sobre (o; 6). 
í Demostración. La hipótesis de que F"(x) >0 cuando x£ (a; 6), necesita 
f : S que F'(x) sea creciente sobre (a; ô), según el teorema 1. [Hemos usado el hecho 
£ de que F"(x) = D x F / (x) ]. En consecuencia la gráfica de F es côncava hacia arriba 
lífc sobre (a; b). B 

Ij-’ : Teorema 8. Si F cs una función tal que F"{x) < 0 cuando x£ (a; 6), 

K cntonces la gráfica de F cs côncava hacia abajo sobre (a; 6). 

. Demostración. Según cl teorema 2, se sigue directamente de la hipótesis que 
$ F(x) es decreciente sobre (a; 6) y en consecuencia, que la gráfica de F es cón- 
jpfr cava hacia abajo sobre (a;ô). ■ 
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^ Un punto ) es » ^ «óncav» W 

zss. wrsí- *i.=. c». •— 

T «.„„ 9. SM-'M) “ “ — «**-“• 

M r«,™ : = J.. „ „ a. udh ™« ” 

Demostracion. Como (c,M ) interior Y tal que: 

**>* "'f*" ,rr, ri- ■*»■ c» • i “ 

«™. „ -»j- 5 zsssxzrzi 
srx KffSíSr:-*—— J * m “ 

según el teorema 3 _ Q 

Si es el caso <ü), U demostracion es^semejante a la dc (0. -endo en esc 
caso r[c) un valor mínimo rclanvo de F{x). 

10 Si F e, una lanción continua tebre un intervale S, si c « » 

pjrsrftiV VA-—.1 :,;rsí -r»>. 

jAtr «<-i* •«<-«•— ‘ “ 

® ír«w>t2s?«A— ( ‘ ,M) - ■ 

cunmfo x£ (o» c ; r r ... 

ponto dc Wk**" áe « ra/i f° , ’ . A , i,. b) C S, tal gue F’{x) <Sf 

(üi) s£ existe ua intervalo («; ^ ^ ^ r(jf ) > 0 cunndo ■ 

»• ~ (c,F(e)) "• “ un 

* i tt^X í/ S tL 10.• - « *— 6 - con r 1 

V„ de f r r « vez de ^ detctminaci6n de punto, de inflexión. M 

jrSET.tSi. a... - «■ «• -'«= 3 '-| 

tenemos que * 

/-(*) = 6x — 3x* = 3x(2 —*) 

y F"(x) =6 — 6x = 6(1 *)> 

exisliendo «mbas sobre Re. Ahora bien 


{x | F" (*) = 0} = <1>. 
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7 ^*(1) — 2. Por tanto, si la gráfica dc F tiene un punto de inflexión, éste 
será (1,2). Consideremos cl signo de F"{x) sobre cada uno de los intervalos 
(—co; 1) y (1; + oo). 

Si * € (— co í 1), entonces (1— x) > 0 y F"{x) > 0. 

Si * Ç (1 ; + cc), entonces (1 — x) <0 y F”(x) < 0. 

Por tanto, (1,2) es un punto de inflexión de la gráfica de F , según el 
teorema 10(ii). Esta gráfica (Fig. 4.3) es côncava hacia arriba sobre (— co ; 1) 
y côncava hacia abajo sobre (1; + oo). 

Para la función H dei ejemplo 2 de la Sec. 4.1, dada por fí(x) = (x — 3)*, 
tenemos que 

//'(*) = 3(* — 3)* y H”{x) — 6(* — 3), 

exisliendo ambas sobre Re. Ahora bien 

=0} = {3} f 

y ^(3) =0. Por tanto, si la gráfica de H tiene un punto de inflexión éste 
será (3,0). Determinemos el signo de H"{x) sobre cada uno de los intervalos 
(— oo ; 3) y (3; + oo). 

Si x ç (— oo ; 3), entonces (*-3)<0y H”{x) < 0. 

■ . Si x £ (3 ; + oo), entonces (x — 3) >0 y H"{x) > 0. 

Por tanto, (3,0) es un punto de inflexión de la gráfica de H según el 
teorema 10(i). Esta gráfica (Fig. 4.4) es côncava hacia abajo sobre (— co; 3) 
y côncava hacia arriba sobre (3; -f co). - 

Ejemplo 1. Encuentrc los puntos de inflexión dc Ia gráfica de F, si 
F[x) = y 4 *« — %,» + 2x + 5. 

; Sohieión. Aqui F'(x) = x* — 3x + 2, y 

F"(x) = 3x* — 3 = 3(x 7 —>‘l) = 3(x— 1) (x + 1), 
que existe sobre Re. Observamos que 

(xlF"(x) =0} ={— 1 , 1 }, 

7 los posibles puntos de inflexión son (—1,%) y Deteirainemos el 

signo dc F"(x) sobre cada uno de los intervalos (—oo; — 1), (— 1 ; 1 ) y 
(1; + oo). 

J(i) Si x Ç (— oo; — 1), entonces (x—1) < 0, (x + 1) < 0, y F"(x) > 0. 

; (ii) Si x Ç (—1; 1), entonces (x —1) < 0, (x + 1) > 0, y F"(x) < 0. 

(iii) Si x £ (1; + »), entonces (x — 1) > 0,(x + 1) > 0, y F'(x) > 0. 

: Por tanto, según (i), (ii) y el teorema 10(ü), (—1,%) es un punto de 
inflexión. Según (ii), (iü) y d teorema 10(i), (1, ta/J es un punto de Sn- 
ílexión. 

: de F (Fig. 4^) es côncava hacia arriba sobre (—oo; _ 1 ), 

côncava hacia abajo sobre (—1; I) y côncava hacia arriba sobre (1; -f oo). 
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Dcbe notarsc que si existe F"{c), d ‘y* uVpunto de inflexión 

dición ncccsarU pero - JrK.ro sin que (c,F(0) -a 

Ejemplo 2. Si F[x) = »*, h.»« ^ P“">°* d ' in,lexién * 8r ” f ' Ca * ' 

Y construya dicha grUica. _ _ 12s , y {, | F"(x) = 0) = (0). 

Saludòn. Aqui n*)- ta ' f J el signo de F"(x) sobre cada uno 

exUliendo F"(x) sobre Re. Deseamos conocer en s.gn 

: ™:: 
E „ 1— r a— jaicr-a: -íí-t. - 

inflexión. Esta grafica tFig. 4.10) es 

también sobre ( 0 ; + co). ^ ^ leorema 9 „ sigue que si 

(c.F(c)) es un punto de irilexxon 
de la «ráfica de F, entonces F (c) 
= 04 bien no existe F"(c). Luego, 
para encontrar los puntos de rnfle- 
. J xión de la gráfica d. F. analisamos 

• l según el teorema 10 cada| f-J 

, H • (c,E(c)) para el cual f (c) -0 

I 15 U 6 F'(c) no exista. 

„ I Ejemplo 3. Encuentre los puntos 

12 f de inflexión de la gráfica de F si 

n- f( ,) = (*-2)"* + l. 

1 1° - y construya dicha gráfica. 

1 9 ~ Solucióru Aqui 

\ 7 - F{x) = - Mx __2Y I7r * 


rw = — 



Fig. 4.10 


y '*‘^s 

{*|r(*) =0} = z, 

{x| F"(*) no existe) = (2). 

Por tanto. (2,1) es el único punto, 
de inflexión posible. Çowdé»^ 

signo de F"(%) en cada uno de las;; 
interraloe (— «; 21 y (2; + 



Teorema 11. Sca F una función cuyo domínio es X. Si F’(x) está definida 
para x £ (a; 6) Q X, si F (*) = 0 para c £ (a; 6) y 

(i) si F"(c) < 0, entonces F(c) es un valor máximo relativo dc F(x) ; 

(ii) si F"(c) > 0, entonces F(c) es un valor mínimo relativo de F(x). 
Dernostración. (i) Por hipútesis 


- Por tanto (según ejercicio 31 de la Sec. 2.1), existe un número k > 0, tal 
que (c — k\c+ k) C (a; 6) con U propiedad de que 

r[c + h)-F'(c) „ „ __ . , , „ 


F[c + A) — F'(c) > 0 cuando — k < h < 0 


F{e + ti) — F(c) < 0 cuando 0 < A < á, 


F'(c + A) >0 cuando — k < A < 0 


F(c + A) < 0 cuando 0 < A < k. 

Se concluye por tanto que F[c) es un valor máximo relativo dc F{x), según el 
Teorema 6(i). 

(ii) La dernostración es semejante a la de (i) y se pide al estudiante que Ia 
desarrolle en el ejercicio 29 de esta sección. | 

Ejemplo 4. Mediante la segunda prueba para valores máximos y mínimos 
relativos (Teorema 11), halle los valores máximos y mínimos relativos de 
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Flg. 4J1 

Hallc los punlos de inflexión de la gráfica de F y construya dicha grafica- 
Solución: Tenemos que 

F'{x) = 4x J — 4x = 4x(x+ 1)(* — 1), 

F"M =12^ — 4 = 4(3*- —1) = u(x + -^J (* — 7f)‘ 

Tanto r(i) como F"(x) cxisten sobre Re. Observe que 

{*|F(*) =0) = {—1.0,1}. 

Por tanto, los únicos valores críticos de * para F(x) son —1. 0, 1. Para aplicar 


hW> 




-I (-1.0) -i 


. ( 1 . 0 ) 4 


Fig. 4.12 
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cl teorema 11, determinemos los signos de F"{ —1), F"{ 0) y / ,// (l). Encon¬ 
tramos que 

F u {— 1) > 0, F"{ 0) < 0, F"( 1) > 0. 

Por lo que según ei teorema 11, F( —1) =0 y F( 1) =0 son valores mínimos 
relativos de F{x) y /*(0) = 1 es un valor máximo relativo de F(x), 

Puesto que 

los únicos puntos de inflexión posibles son f -^ y (— —Y Determina- 

* V V3 9 ) VV3*9/ 

: remos los signos dc F" (x) en cada uno de los intervalos ^— co ; —* 

(~^ ; 7f)- y (w :+00 )- 

(Í) Si * 6 (— »; — . entonces (x + -i) < 0, 

( I -w) <0 ' y r ,l)>0 ' 
fe (ii) Si * fiw)' ““(* + Vs) ><v 

g|. (*-■y f"<*) < 0. 

P|; : -. 0*0 Si * 1 + 00 j . entonces > 0, 

! >„»■»>. 

: De estas observaciones y cl teorema 10, se sigue que ^^ y 1-, 
h , son puntos de inflexión de Ia gráfica de F. Esta gráfica (Fig. 4.12) cs côncava 
m bacia arriba sobre ^— oo ; — ^-1=^ » c ^ ncava bacia abajo sobre ^, 

Í y côncava bacia arriba sobre (t3 Í + “)- 

% ^( c ) = 0 y H c ) = 0 ó F"(c) no existe, entonces la segunda prueba 

|;(teorema 11) no nos es útil para determinar si F(c) es un valor máximo rela- 
j tivo o mínimo relativo o ninguno de ambos y debemos acudir entonces a la prime- 
. ra prueba (Teorema 6). 
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Ejemplo 5. Encuentre los valores máximos relativos y mínimos relativos de 

F{x) = 3x 8 — 20x s + 16. 

H»Ue además los puntos de inílexión de U gráfic* de F y construy. dicha gráfica. 
Solución. Aqui 

r(x) = 15x 4 — 60x : = 15x*(x + 2) (x—2), 

F"(x) = 60x* — 120x = 60x(* + V2) (x — V2). 

y 

x tm 4- 


-i -I —s—r - *» 


(2. -48) 


Flg. 4.13 


Tanto F'(x) como F"{x) existen sobre Re. Observe que {x\F(x) -0) 
(—2,0,2); por lo que los valores críticos de x para F[x) son —2,0,2. la qoe^ 
(x I F"(x) = 0) = {—VlL 0, V2), podemos usar la segunda prueba para lo» 
valores críticos — 2 y 2 pero no para 0 [porque F"(0) = 0]. Hallamos así que 

F" (—2) < 0 y F" (2) > 0. 

Luego, según el teorema 11. F(— 2) = 80 es un valor máximo relativo 7 
F[ 2) =—48 cs un valor mínimo relativo, de F(x). 

Para usar la primera prueba (teorema 6 ) para el valor crítico 0, deterá* 
nemos cl signo de F / (x) sobre cada uno de los intervalos (— 2; 0) y (0; 2). Ha¬ 
llamos que F(x) < 0 cuando x Ç (— 2; 0) y que F(x) < 0 cuando x £ (0; 2).j 
Por Unto, F(0) no es un valor máximo relativo ni mínimo relativo de F{x). 
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Puesto que {x | F"(x) = 0} = {— V 2 ,0, Vt), los únicos puntos de in- 
flexión posibles son (— V 2 ,16 + 28 V2), (0,16) y (V2,16 — 28 V 2 ). Deter- 
minaremos el signo de F"(x) en cada uno de los intervalos (— 00 ;— V2), 
<—V 2 ; 0 ),( 0 ; Vã) y (Vã; + oo). 

(i) Si * Ç (— 00; — Vã) , entonces i < 0 , (* + Vã) < 0 , 

(* — Vãj < 0 , y F"(x) <0. 

(ii) Si x £ (— Vã; 0 ), entonces * < 0, (*.+ Vã) > 0, 

(*—Vã) < 0 , y F"(x) > 0 . 
Por lo cutd, según cl teorem» 10(i), />,(— V5, 16 + 28V5) es un pumo de 
inflexión. 

(iii) Si x £ (0; VZ) t entonces x > 0. (x -f VZ) > 0 , 

l* — V2) < 0 , y r(x) < 0 . 
A partir de (ii), (iii) y el teorema 10(ii) se sigue que P t (0, 16) ea un punto 
de inflexión. 

(iv) Si x £ (V2; + oo), entonces x > 0, (x + VF) > 0, 

(x— V2) > 0, y F"(x) > 0. 
A partir de (iii), (iv) y d teorema 10(i) se sigue que P,(V2,16 — 28^2) 
es un punto de inflexión. 

La gráfica de F aparece en la Fig. 4.13. Esta gráfica es côncava hacia 
abajo sobre (— co; —-V5j, côncava hacia arriba sobre (— VY; 0 ), côncava ha 
cia abajo sobre i 0 , V2) y côncava hacia arriba sobre [ V F\ + oo). 

EJERCICIOS 

Encuentre los valores máximos rdativos y mínimos relativos de F(x) para 
cada uno de los ejercicios dei 1 al 12. Aderaás, halle los puntos de inflexión de hl 
gráfica de F y construya dicha gráfica. 

pvi' L FM = 2x* x*. 2. F(x) = *» — 12x. 

S. F (x) = ¥+1 . 4. F(x)=x‘-Sr. 


5. F(x) = 

6. Fíx) = 


2x* + 3x* + 6 x + 5 


7. F(x) = x‘ — 4x 3 — 2x* + 12x + 7. 

8 . F(x) = *(* — 9)(x— 1 )»/*.. 

9 - F{x)= *tv -°> 0 - 

*11. F{x) = sen* *, x ç [0; w], 

12. F(x) = - -f cosx, x £ [0; 2ir]: 


io. /w-gÇr- 





>■ twíá=r-* t!:isr ’ * 

' 8 «iSSSãsK—■ 

S=SsvS|5=^S5= 

2roS ^ ^ ÜSS. ta dimensiones de! embala* que rcqu.er. 

cuadrados. t-ncue ciUndro 

Wi*S 

punto P(0,4). ; , el rcc tángulo de área máxima que se pue 

21. Encucntre las dimensio (*»/#*) + (yV&*) — ** , .. 

inscribü en U eiipse cuy.<^1" SL-S. f «- d ' ° 

comprtdido 9. Dete.minc ei valor d ' P __ c ^ s 2» liana valores máximos> «'f™ 5 
V Dcmuestre que F <f> = ^/3) + 2nv, y que F(x) Ucne valores ml 

^^'V^aTcons^r un tanque de 

Y « H -quc ba da - la, dimcns.ones 

•w» P° r , 0 ,^ mínimo? **5*1 “,^'So sobrepuesto, 

para que c ' cos '° lie „e forma reci 0 ng u lar“ n ^ dei rC ctá„gulo. 

27. Una ven» ^-««frado coincide con la oasc k ^ . 


SC ha de ser F mU? 
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28. Halle los puntos dc inflexión de la gráfica de F si F (*) = fa** — 
Vo * 3 — ** + * — 1. £ Sobre qué intervalos es côncava hocia arriba la gráfica dc F'í 
l Sobre cuáles es côncava hacia abajo? 

29. Derauestre el teorema 11 (ii). 

30. Determine los valores de a, b, c y d que permiten que la curva cuya ecua- 
ción es y ' = az 5 + bx i + cx + d sea tangente al eje X, en (2,0) y que tenga un 
punto de inflexión en (0,4). 

4.4 Funciones inversas y derivadas. Recordemos de la Sec. 1.7 que si 
una función F es biunívoca o uno a uno sobre su dominio, entonccs la inversa 
de F cs una función F*. Además, de la Sec. 4.1, recordemos que si F(x) es 
(i) creciente sobre [a; ó] 
o (ii) decreciente sobre [a; 6], 

entonccs para x x Ç [a;6 ],* 2 £ [a; b) y*i#*a teníamos que 


(b.F(b)i 


(Fia), a) 


(a,F(a)) 


Flg. 4.14 

Por tanto, si F[x) es crcciente sobre [a; ô], entonces la función F es biunívoca 
sobre [a; 6] y la inversa de F es una función F* cuyo dominio es f/(a); F(b) J; 
«i F(x) es decreciente sobre (o; 6], entonccs la función F es biunívoca sobre 
[a; ò] y la inversa de F es una función F* cuyo dominio es [F{b); F(a)]. 
U Fig. 4.14 rauestra las gráficas de una función F y de su inversa F*, siendo 
F{x) creciente sobre [o; b]. La Fig. 4.15 muestra las gráficas de una función 
F y de su inversa F* % siendo F(x) decreciente sobre [o; 6]. 



8 * 8 - 


208/APLICAC1ONES DE LAS DERIVADAS 




Po, cjemplo, consideremos la fonción. 

F ={{x,y)\(*+V' = V + l > x€ [ 

, , F (*)=(* + 3) 3 — 1 

para la cual 

f'(*) = 2(* + 3). 

Y - f 9 . 0 1 F(x) es crecientc sobre [—2;0]: 

Pues.o que f(«) > ? P“* * ô] Y d r.ngo de F es [0; 8]. U mvema 

ah! que F es blunivoca sobre [- 2 , 0 ] y e. 

r * f . = (( I .r)|(r + 3)* = * + 1 ’ yeC “" 2:01) ’ 

para 1» cual ^ ^ = VT+“Í - 3, * € P» «1-. 

Las gráfica, de F Y f « muestran en la Fig. 4.16. 

Para la función F , tenemos que 


F*'(») = 


* € [ 0 » 


ue F ,, {x) >0 para* € 10;8J. Portanto. /*(-) -«—* 
y vemos que * \ x t ' * 

sobre [0; 8]. 




. / 
/ 

/ 

,(b,F(b)) 

/*-<F(b),b) 


(F(a).a) 


Fiff. 4.15 

Si (c,d) es un par ordenado de F* («■<) 


/■*, entonces y 


= c + 



Notamos 


2Vc+I 2(d + 3) F{d) 

Este resultado no es una coincidência; tendremos que demostrar que si F es biuní- 
voca y derivable, siendo F’[x) =£0 sobre un conjunto S, si F* es la inversa de 
F y si y = F m (x) y x = F(yr), entonces F* es derivable sobre S, = [x | x = 
F (r)*y £ 5}» y 


Fig.4.16 

, X Para lo cual, primero demostraremos el siguiente teorema concerniente a la 
derivada de la compuesta de dos funciones. La demostración de este teorema 
comprende el análisis usado en la demostración dei teorema 11 de la Sec. 3.9, 
al cual se recomienda que se remita el estudiante. 


Teorema 18. Si la función 
2| ' V={(x,u)\u=zV(x)) 

tiene èt domínio S ír si la función 

gtft'7 

í/=((u. r )| r = £/(«.)} 

« derivable sobre S s = rango de V, siendo W(u.) 0 paro u. £ S, y si 

U[V] = l(x,y)\y = U[V(x)-)) 
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cs derivable sobre S%, cnionces 

V es derivable sobre S». 

t \\ A* ln Sec 3 9 usaremos la notación 

, Demoslraciôn. Como en el teorema 11 dc la Sec. usai 

U = V{.»), » + * = »'(* + «. 

ruindo * Y * + A estân en S u entonces » y » + l oún en S, 

’ “ r.7?» ín. - -* ■>“ «• = “ i"-» 1 - *■, 

- T h 

p "‘m € íÍ ( ^ »“ ió “ de “‘ 11 dc U *"■ 3 ' 9, p0dcm08 
eseribir ( “ + * )6S *’ 

donde ísFfi + M — ?<*> V C “ “ °' 

Por tanto, 

Flx + h )—?(aQ = * + G(fc)] 

E * 


_ l/(x + H — V(*± r r,>i u .\ +GWh 


V(x + h) — ?(*). = 


f(a + h)—F(x) 


Por hipólcsis 


existe, y 


f(» + A)—f(») 

im-; 

ft 


falí» = ü'(») =^°> 

h-o 


, como « hho »er en U demos.radón dei .eorema U de U Sec. 3.9. 

\jmC(A) =C(0) =0. 

De todo e»to y «egón el teorema 6 de la Sec. 2.1. 

V<x + A)- KW existe para « € S». ' 

te- T 

Luego V e» derivable sobre S, Y ^ 

*"<*> =-TO 5iend0 *“ *' 

a. u s-, i.7ar-- * * «— '■ 

u dc F con F* o la función imlcntidad /» 

F [ f*]=í. 
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Este hccho se puede usar junto con el teorema 13 para demostrar el siguiente 
teorema. * • • • 


Teorema 14. Si F * es la inversa de F y si F es derivable y F'{x) =/=■0 
sobre un conjunto S, cnionces F* es derivable sobre {u\u = F[x)ix£ S }. 

Demoslraciôn. Tenemos que F[F"] =/. Pucsto que la función /, tal que 
/(*) = x, es derivable sobre Re y F cs derivable y F'(x) =^0 sobre S, podemos 
aplicar el teorema 13 [donde V = f *, U = F, 5i = {u | u = F[x), x £ 5), 
St = 5] para concluir que F* es derivable sobre (u | u = F(x),x£ S }. ■ 

EI teorema 14 nos permite usar la derivación implícita para determinar la 
derivada de P®, la inversa de F, cuando conozcamos la derivada de F. 

Por cjemplo consideremos ln función 

F = {(*» y I y = * s + 6*}. 

Para esta función F'(x) = 3x* + 6 que es positiva sobre Re. Luego F es biuní- 
voca sobre Re y su inversa es una función F*. Puesto que el rango de F es Ke, el 
dominio de F* es Re. Podemo9 eseribir 

F = [(x t y\x = y> + 6y), 

donde y — F*{x). Esto es, que la ecuación 

* = y* + 6y 

especifica una función F* donde y — /'*(*). Lo que es más, ya que F es deri¬ 
vable sobre Re t F* será derivable sobre su dominio Re. Por tanto, podemos usar 
la derivación implícita para calcular 

DmX = D*(y* + 6y) 

1 = (V + 6) D x y 


V,y = 


Esto es que 


ly l + 6 * 


D*/** (*) = 


El resultado de este ejemplo se generaliza en el teorema 15. 

Teorema 15. Sea F una función biunívoca y derivable tal que F’(x) =jé= 0 
sobre d conjunto S. Sea F • la inversa de F. Entonces , si y = F*(x) y x = F(y) 
tenemos que 

-STtíT (7) 

P*r*x£ (F(y) | y £ S),y€ 5. 

. Demoslraciôn. Según el teorema 14, F°.es> derivable sobre (F(y) | y£ 5). 
Pucsto que x = F(y) y F es derivable sobre 5, tenemos que 

t D,* = D x f(y). 
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que cs el resultado obtenido mediante nuestro prinier método. 

Las gráficas de F y F* aparecen en la Fig. 4.17. 
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Ahora bien, aegún 1» regi» dc la cadena. y pueato que y = f*(*) 

D.f (y) =r>,F(y) -D.r. 

de modo que 1 = D,F(y) • D.r- 

Es decir que * ^ 

D v F(y) • D«F* (*) =16 D.F*(*) 

Usando (7) podemos obtener 
y, donde y = F*(*), aunque no podam. 

términos de *. 

Nótesc que si en (7) 
entonces (*)<<>. 
bre S, entonces F*(x) ' 
derivable y F(%) es dec 
sobre el dorainio de F* 

Ejcmplo 1. Si Fj U*-rH Mediante el Teorema is!dí una expresión 
U 7 ? tUTJíSi una fórmula para X — 

lando r'íx) directamente. 

Solución. ‘Aqui F(x) - x» —1 y 

F'(x) = 2%, para *£ [—3; 1]* 

™ <• ÍTTJ 


Ejemplo 2. Demuestre que la función 

F = {(*, 7 ) |y = 2* a + 4*» + 12*,*ç [■ 

la cual 


ÜTFT 

D.F*(*) en t 
exprcsión para 


F(x) = 2** +4* s + 12*, 

tiene una inversa que cs una función F *. Use el teorema 15 para expresar una 
fórmula para D ff F*(x). 


una expresión para 
tos tener una 

nlonces D,F*(*) > 0; y »i ^(y) < 0, 
F cs derivable y FM ea creciente so- 

creciente sobre el domínio de F’ ; 51 * ** 
. S. entonces F* (*) e« asimiamo decrec.ente 


Por tanto. 

F es biunivoca sobre L 
función F m donde 


teorema 


Solución. Aqui 

D,F(*) = 10x* + 12** + 12 > 0 para * £ [— 5; 8]. 

Por tanto, F(x) es creciente sobre [—5; 8] y F es biunivoca y continua sobre 
[—5; 8]. De modo que la inversa de F es una función F* que es continua j 
F*(x) es creciente sobre [F(-—5) ; F(8)]. 

;; Puesto que F es derivable sobre [—5;8] F* es derivable sobre [F(—5); 
F(8)] y según el teorema 15 


Entonces 


( 

( 

( 

( 

( 

( 


t 


f 

( 

c 

/' 

( 


( 
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Um * V ' “ D„F(y) 10 y* + 12y 3 + 12 * 

para*£ [F(—5);F(8)],r€ [—5; 8]. 

En este caso 

F* = {(*,y) | * = 2y* + 4y* + 12y, y £ [—5;8]}, 

y no ca factible obtener una expresión para F* ( x) en términos de x. Así pues, ei 
teorema 15 nos provee dei único método para obtener D s F°(x) y esta derivada 
queda expresada en términos de F*(x) misma. 

Ejemplo 3. Demuestre que la función 


tiene una inversa que es una función F*. Demuestre que el dominio dc t 
[—1; 1] y que F* es derivable sobre (— 1; 1) con 


Solución. En este ejemplo F(x) = sen%,% £ [— t/2; t/2], y t (%) — 
cos*,*£ [— t/2 ; »/2] .Àhora F *(%) >0 para * £ (— t/2; t/2) y F es con¬ 
tinua sobre [— t/2; t/2]. Por tanto, F(x) es creciente y de ahí que F es biuní- 
voca sobre [— t/2; t/2].. Así pues la inversa de F es una función F* que e; 
continua V para la cual F*(x) es creciente sobre 


/2; t/2), sc concluye dei teo- 


Dado el hecho dc que F'(%) > 0 sobre (• 
rema 14 que F * cs derivable sobre 


{(x,y) | * = seny, y £ [— t/2; t/2]) y puesto que F* 
1; 1), podemos dccir, según el teorema 15, que 


Ahora bien, F* 
es derivable sobre (- 


VS*(x) 


EJERCICIOS 


En los ejcrcicios dei 1 al 4 se da una función F cuya inversa f* sc ba 
contrado en los ejercicios dei 5 al 8 de la Sec. 1.7. Use la fórmula (7) de! teo-\! 
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rema 15 para calcular D«F*(*). Halle en seguida D c F*(x) dc Ia fórmula para 
F*(x) y compruebe que los resultados son iguales. 

1. F={(*,y) y = xr — 4 ,x € (—oo;—2]}. 

2. F={(*,y) y = **_4,*€ [2; + «)J. 

3. F = {(x.y) y = %*}. 

4* F = {(x,y) y = x\x£ [0; + co)}. 

En los ejercicios dcl 5 al 8 se define una función F sobre un intervalo es¬ 
pecificado. Demuestre que F es derivable v que F(x) es creciente (o decrecicnte) 
sobre el intervalo, y en consecuencia que ía inversa de F es una función F*. Use 
la igualdad (7) dei teorema 15 para obtener una fórmula para D*F*(x). 

5. F(x) = x> — 3 *= + 3* + 2,* ç [-1-0; 10]. 

6. [—8; 10]. 

7. F(x) = — 3* s —5* + 7,* g [— 12; 8]. 

8. F (*) = —*» + 3** — 3* + 1, * ç [—4; 25]. 

9. Demuestre que la función 

*■ = {(*.?) | y = cosx, x 6 [0;»]} 

tiene una inversa que es una función F*. Demuestre que F* es derivable sobre 


10. Demuestre que Ia función 


tiene una inversa que es una función F*. Demuestre que F* es derivable sobre 
He y que 

=rb 

EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 4 

En los ejercicios dei 1 al 4 determine los intervalos sobre los que F(x ) es 
creciente y aquellos sobre los que e» dccreciente 

L F(x) = x 3 —9x 3 + ISx. 3. F{x) = — 5* s — 6x + 13. 

2. F(x ) = 3% J + 8x + 7. 4. F(x) = x* — 4 ** + 4 X * + j, 

En los ejercicios dcl 5 al 10 halle los valores máximos relativos y mínimos 
relativos de F(x). Halle también los puntos de inflexión de la gráfica dc F y cons- 
truya dicha gráfica. 

5. F(x)=2x a — 3x* — 12%. 6. F(x)=x t — 6x s . 

7. F(%) = %• — 6x : + 8* + 10. 

8. F(%) =2 cos x — cos 2%, x £ 

% 9- FM 


10. F{x) = seiix — cos x. 

11. Demuestre que la función 

F = {(*.y) | y = cot *, % £ (0; t) } 

tiene una inversa que es una función F*. Demuestre que F° es derivable sobre 
Rc y que 



Integrales 

definidas 


5.1 Sumas ©n que el número de términos crece sin limite. En el 

estádio dei álgebra encontramos sumas dei tipo S n dadae por 

S n = a + or + ar* + ar* + • • • + ar" -1 . (1) 

Recordemos que una suma de este tipo se 11ama suma de una progresión geomé¬ 

trica. Ejcmplos de este tipo de sumas son: 

S, = 2 + 2(i) + 2(4)* + 2(i)* + 2(4)« (2) 

S 9 = 5 + 5(4) + 5(4)* + 5(4)» + • • • + 5(4) 8 . (3) 

Un teorema básico para la suma (1) es que S» queda expresada en forma com¬ 
pacta mediante las fórmulas * 


S„ = 


a — ar n . 


S- = t±7~T±7'" W 

cuando r =£ 1 . 

Como ejemplo dei uso de la fórmula (4), consideremos la suma S, dada 
mediante (2). En ella a — 2, r = Jy n = 5; por tanto, S a tiene el valor 

_?_A V — 3 _L- 3 __L 

1—1 1 — t\3j 243 “ 3 81 # 

Para la suma 5. dada cn (3), hallamos que 

Sf = ^_5W. = 436]9o5 : 

_ . 1—4 

Si hacemos que el número de términos en la suma (1) crezca indefinida¬ 
mente tendremos un ejemplo de una serie infinita. (Las series infinitas serán 
definidas y analizadas en el capítulo 14). Por ejemplo, considérese Ia suma 

f, S. = 2 + 2(4) + 2(4)* + 2(4)* + ••• + 2(4)-*. (5) 

' \ *Vcase T. L. Wade y H. E. Taylor, Fundamental Mathemalics. 2a. edición, 
McCraw-Hill Book Company, Nueva York, 1961. 
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o _ o_; Qué le ocurre a S» en 

Scgún U fórmul. (4) ‘, » cr«e, 3(«* de- 

este ejemplo si hacsmos qu<•» > QeI15lc un enteo positivo iV, Ul q-e 

crecc y dc hecho, dada cu qa ^ bra5> dada cualquier e > 0, existe 

' scríbiend0 UmS. = 3 

y decimo» que la suma S. ‘‘^' ^ ^inte^pTeUrte como la correspondicnte F(n) 

U suma S. dada en (5) P P conjunto de los enteros positivos, 

dc n ante una funcion F cuyo . enteros positivos o cl conjunto 

Tal función, cuyo dommio > «j el conj ^ ^ * llamada sucesión infinüa. 
dc los enteros mayores o iguales q .. infinita f se Uama término ene- 

La cottespondiente F(n de » ^ A 1 «.tudi.t 

— de. ccncepto de. fe*. dei *«*. 

una sucesion infinita F, sc hace . 

neroZ dei rango cuando n crccc sm Um ^ fimción cuyo dominio es el 

OTi „t ÍS 1S5EV— - «*>—•* ““ 

es b, lo cual se eipresa por 

lim F (n) — o* 

si par. cualquier s> 0 existe uT entero posiüvo N par» cl cual 

\F(n)-—b\<e para toda n > N. 

i; r f „\ - oara la sucesión F definida por F(n) =3 — 3(^)*. 
hemos visto que_hni F{n) P térm inos dc una progrcsión geo- 

ÜS 2? p- =•“ ?iWS 

^d^r^riniiBiU C delida .1 hace, Cf) ^ ~ «| 

“““• C (n) = o + or + oH + or*+ - +-r«-. J 

Entonces scgún (4) 

cw = 1 ^ 7 —rrrr (r) “ : 

En este caso „ | a |,.i. 

;ÇW— ITT7 - T=7|" 

• 1 - *> O existe una para la qüéj 

y es evidente que ai |r| < 1. d “ da unl ' > ° '* 


l— r 


|r|- < e para toda n > N y de ahi que 

lim C(n) =rrr7 caando M<1: 

H-» * *> 


• u. suceaiones infinita» y los Umi.es de 1» correspondicnte FM se trat.rân 
fn forma más completa en el capitulo 14. 
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Cuando n crece sin limite en la suma (5), tenemos un ejemplo dc una suma 
en la que el número de términos crece sin limite con sólo anadir nucvos tér¬ 
minos sucesivos a los ya presentes. (Tal suma se puede considerar como defini- 
ción dc una sucesión infinita donde Ia suma con n términos será la correspondicnte 
de n ante la sucesión infinita). 

Sin embargo, cn aplicaciones matemáticas es frecuente encontrar sumas en 
que el número de términos crece sin limite y en que a cada crecimiento el valor 
de cada término decrece. El que una suma de este tipo se pueda usar para definir 
una sucesión infinita depende de si el especificar al número de términos cn la 
suma se determina el valor dc ia suma o no. Una suma en que 


-Fig. 5.1 

el valor de cada término decrece cuando el número de términos crece se presenta, 
por ejemplo, cuando consideramos cl cálculo dei área de una región plana cuya 
fronlera contiene por lo meno* una porción que no set un segmento de recu. 
En reaiidad, antes de hablar sobre calcular el área de tal figura debemos definir 
el concepto de “área” de una figura plana con fronteras curvas. Considérese como 
ejemplo, la región limitada por la curva C, como se muestra en la Fig. 5.1. 

Una manera de definir el concepto de área de tales regiones, que nos brinda 
al mismo tiempo un método para calcular el área hasta una precisión deseada, 
es superponer una red o malla rectangular sobre la región, como en Ia Fig. 5.2. 
Damos por aceptado que el área de un rectángulo es (por definición) el produeto 
dé su longitud por su ancho. Si consideramos los rectángulos cuyos puntos quedan 
dentro de la curva C o sobre ella, podemos formar la suma dc sus áreas. Esta 
suma será naturalmente, menor que Ia cantidnd que deseamos considerar como 
el “área” de región limitada por C. En la Fig. 5.2 la suma 

Sao = Ai + A- + A % + • • • + A m (7) 

es una aproximación al “área” dc la región y será, evidentemente menor que 
ella. Es lógico que podemos me jorar la aproximación si usamos una malla de 
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.OTMBJS»»»»* „ . W «dh «• "* »r» ~ 

55=* ztzsr er i»* £5 

s* 1 - T ”‘* ”*' ” '■ 

■W d<= 1* re 8 iôn - ,, hav * rectángulos (« > 20) cuyos punto» 

Supôngase que «» la Fl 6‘ ' mos «los rectángulos y designamos 

están dentro c.sobre U curva C. S ^ ivomentei not amos que cada B, «■ 

4, à« u suma (7). Consldárese ,a suma 5. de d.chas 

«áreas. S „- B, + B, + *. + ■ • • + «*• 

l “área” de la región pero está “más cerca 
—«*- *-«- ae u Fig - 5 - 2 - 
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Flg. 63 

rectángulos suíicientcmcnte pequenos, este número A debe ser, con seguridad, lo 
que desçamos llamar “área” de la región.* 

En ei problema de definir un área hemos sido conducidos a la consideración 
de sumas en que cl número de términos es creciente y en que el tamano de cada 
término es decreciente. El mismo tipo de sumas aparece en la definición de otras 
cantidades físicas —por ejcmplo: el trabajo hecho por una fuerza variable, la 
fuerza ejercida por un fluido sobre la pared de un recipiente, los volúmenes 
de sólidos de vários tipos y Ia longitud de un arco. Fue en conexión con conside- 
raciones de este tipo de cantidades físicas, que se desarrolló el concepto de integral 
definida. Dicho concepto de integral definida, junto con el de derivada son los dos 
conceptos básicos dei cálculo. 

$••• EJERCICIOS 


Fiff. 5 3 


mlp e i número de términos es creciente | 
En esta forma producimos «um» * roe nor quc d valor de cualqu.tfl 
y «1 1» que cadn término de un. » aume „tamos el número de térrmnc, | 

término de la suma P r ^ d ““^“ TJúnuyendo el tammio de los rect.ngulm j 
dc la suma (aumentando cl "umeroj UM me jor aprox.manon .3 

-st-- - - ■* 


* En secciones siguientes daremos una formulación 
de área para vários tipos de regiones. 


precisa de la definición 


En cada uno de los ejercicios dei 1 al 6 se define una succsión infinita C, 
mediante G(n ), en la forma de suma (1). Use el resultado (6) para determinar 
los casos en quc existe limC(n). Si este limite existe, calcule su valor. 

[&- - • II-—O) 


L 

2 . 

3. 

4. 


C(n) + í + I + + 

G(n) = l + 2 + 4 + -*- + 2-«. 
C(n) = 4 + 4 + 4 + ••• + 4. 

GM =1 — 1 + 1 + ...+ (—i) 


n-i 


( 

( 


( 
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P'rl: 5 . C(n) =3 —1 + ^ + "‘ + ' l) "‘T r ' 

ff 6 . c(»)=3-!+£+--+(- 1 >~£- 

7. Se. F una sucesión Infinif para la cual F(*> = 2-\ . Dcmueatm que 

IfM- 2 t < 01 ttSTpST toda" n > 1 M 1 °'°Cuál ™ 

^elTniiir^O cüando n crece sin Kmi,equestre 9 u supoaicion aphcando 
la definición de lim F (n) — b. 

8. Sea F una aucesifin infinita .al que F(») = 6-3(1)-. Halle e. menor 
entcro N que lenga la propiedad de que 

(«) |F (ra) — 6| < 0.1 para toda n > « 

(6) |F(n) — 6| < 0.01 para toda n > Ni 
(e) |F(n) — 6| < 0.001 para toda n > N. 

^Cuál parece ser el valor dei Jm F(n) ? 

si lim F(n) = 6 y ll m C(n) = 0 , entonces 

Bw[f (») + C(”)3 =Üa. f(n) +*j£. G ( n >’ 

'lim [F(n) — C(«)] = UmF(») —fcn C(»), 

Um [F(n) -C(n)] =«?/(») 'Jj« C W' 
lim F(n) 

i: m * * w '- - -siempre que lim C(n) =£0. 

•Z&C0 1 ) limC(n) " 


Usando estos teoremas y el hecho de que Km - = 0, calcule los limites de 


cada uno de los ejercicios dei 9 al 12. 
9- Umô(l-1)( 2 -^)- 

10 - J!S.“ (í-õf)- 


2 n* — 3n + 4 

11. —Õ 

3/i’ — 2n 

Sugcslión: primero escriba 


2a* —-3n + 4 _ 2— (3/n) -1- (4/n*^ 


3n a — 2n 


12. lira 


ÜK)]- 


3—(2/n) 


5.2 Notacioncs para Sumas. En la deíinición de integr-l y <n ™ ^ 
caciones analUamos sumas en las que el número de termmos es grande. Por esta 


NOTACIONES PAKA SUMAS/*» 


razón cs cómodo usar la notación aceptada para indicar dichas sumas. La notación 
sigma de sumas está definida por Ia igualdad 

2]/*(i) = F{m) + F{m + 1) + F[m + 2) +-1- F(n) 

« 

donde m y n son enteros y n > m. D símbolo £ lo Icemos como “la suma desde 

• ■Hl 

i—m hasta i = n". Por ejemplo: 

Z i 2 = 3 5 + 4* + 5*; 

í=i 

it(í + 2) = 1(1 + 2) + 2(2 + 2) + 3(3 + 2) 

+ 4(4 + 2) +5(5+2) +6(6 + 2); 


Z a(r) Ul = a + ar + ar* + ar* + • • • + ar*~ 2 + ar"* 1 ; 
4*t 

Í£=l + 2 + 3 + 4 +•••+ (n — 1) + n; 


Z P = 1* + 2* + 3* + 4* + • • • + (n — l) s + a*; 


2[c = c + e + cH -h c = nc; 

ui 

21 (*i -*<-,) = (*1 — Xo) + (x 2 -*») + (Xs — Xs) 

iml 

+- h (X n -x - Xn-i) + (*«- Xn-x) = *. — *0- 

Las sumas (8), (9) y (10) son de especial interés. Hemos ya mencionado 
{. qtte (8) se puede escribir en la forma 

Ir Ía(r)‘-' = -1=1^1, (11) 

( = i I —r 

| f y sc puede hacer ver facilmente (vease el ejemplo 1) que para (9) 

Íi = i»(n + 1). (12) 

\ ■* Para la suma (10), podemos demostrar (véase el ejemplo 2) que 

Z Í’ = 7 (2n’ + 3n’ + n) = \ (n) (n + 1) (2,. + 1) . (13) 

P'.; (. t 6 6 


Ejemplo 1. Demuestre la fórmula (12). 

«d.. n 

Sohición. Escriba mos 5 = ^ », y notemos que 

’ i«l 

fer S = 1 + 2 + 3 + 4 + • • • + (n— 1) + n 
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y tunbiín que g = ^ + {(i _ 1) + („_2) +(»_»)+•- + 2 + 1 • 

Sumando e»t.s desigualdades tenemos .. 

' , 2S=(» + l) + (" + 1 > + (n + 1) + ( ' l+ + ) (n + l) + ( n + 1 ) 

donde » + 1 aparece como sumando, n veces. Por .an.o 

2S = n(n + 1) 

S = + !)• 

y 

Ejemplo 2. Demuestre 1. férmula 13. 

SoJución. Note que . 

í>-(i-1)* = í*-(‘* 31 + 3 * 1 

= 3i* — 3< + 1* 

y de aqui que 

= 3i'-3i + D. 

Ahor» bien £ P — <*-«1 = < l '- V) + ^ ^ ^ J 2 ’ 

i-i +•••+ [n>—(n — D*] =*> 

, £(ír'- li + i) = |a—jn+ti 

t-1 n 

- 35;í> — 351í + n 

ui 


= 3j|í* — 3^n(» + 1 )] + 


Sustituycndo estos valores en (14) tenemos | 

n. = 3 |;i*_|a(n + l) +» J 

' ^, = J[í + J.C + U—]• 

O lo que es equivalente 

P = \^ + ^ + n)=\[n)(n + D^ + l). 

EJERCICIOS 

. • • a \ 1 «1 6 desarrolle en detalle la suma repre-,; 

En cada uno de los ejercicios dei 1 
sentada por el símbolo dado 

•1 2- Zi - 31 ' 1 - 

k=x 
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5. 


‘St- 


Use la notación sigma para representar las sumas dadas en los ejercicios 
dei 7 al 12. 

7. 2 + 2(i) + 2(J) + 2(i) + 2(W„) + 2(% 2 ). 

8. (1)*(2 — 1) + 2*(3 — 2) + 3’(4 — 3) + 4’(5 — 4) 

+ 5’(6— 5) + 6*(7— 6). , 

9. (2 — xi) (*i — *o) + {2 — *,)<*, — *,) + (2 — *,(*, — x.) 

+ **• + (2- Xn)(x n -*n_x). 

-©■©♦(■©■©♦(-3’© 


♦(‘•3‘©-- [-»©]■©■ 


11. 62.5jr[x t *(18—x<>)(* a — *#) + *j a (18— * 1 ) (x* — x x ) 

+ *,*(18 — x t ) (* 3 — x,) + • • • + *^(18 — *»-,) (xn-x — *-,)]: 
12. 62.5[2Vy < —y,- (6 — y, ) (r, — y„ ) + 2V%—y.» (6— y,) (y, — r ,) 

+ 2V% ya*(6 yi) (y. -y.) + — 

+ 2V%- r ^(6_ r .)( y ._ r ..,)]. 

En cada uno de los ejercicios dei 13 al 15 establezca Io fórmula dada 

= *à}"Í*è + ir- 

“■ í [ i+ “ -«!T©=*[> + * K)-JH ■- i)} 

16. Use una fórmula para i 4 — (t — 1)* y el método expuesto en el ejemplo 
2 para obtener el resultado 


£ £■ = J(n‘ + 2n> + n») = g „(„ + 1)J. 


17. Derive la fórmula £ i 4 = ^ ( 6 * s + l 5 * 4 + 10a* — n). 

Establezca la fórmula dada en cada uno de los ejercicios dei 18 al 21. 

I" 19. £(2i —1) =n 2 . 

£ 20. g *(* — 1) =5<n* —<*)• 

21. J>(*+l)=i*. + «» + !„. 

22. jr (2i—l)* = 2n* —n>. 

JfcV*.' lai 

; . 5.3 Particiones, normas y aumentos. En esta secdón definiremos 
algunos conccptos y términos que emplearemos para definir la integra] deíi- 
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nida. Ea» , —I- ” ■»'*" “ 

IÍnÜ °• {* | a < * < 6} = 1-5 « 

“ - 5 “ ssr,::: - 5 

~ZT5S!Í - r ^»>° e « « conjunto de intervalos 

cerrados * 

{[*,;*,). [».;»>]. I*.! *»]• • • ■ • ■ } 

que tiene las propiedades de que 

(i) [xo-,*] U [*1«J U [*»*] u - ü u ^*j£ ;6]; 

(U) *.] n [*.;*«) = « i»' a * = '’*• 3 '’■[[’ 1 *\ 

(ffi) [»«;.*/) n [*»;**..] =Z a mcno» que k-, O , 

i- r«A1 sr llama subintervalo lo;oj. 

Cada intervalo en una P art,c «”\ ^ J^erminac U por los números que son 

sisr^ n 

{* 0 . Xu X » Xi ,'--> *»•-»» *■) 

^ - Í - 1 0 ^ • • • n. 0 símbolo P„ se usará 

donde * = o, *. = b V *i-t < ** P ara T l ’ ’ ’ * , númcros , cs decir 

para U partición determinada por este conjunto dea + 1 MM* 

P. = ([*.;*»], [*.;*.]. [*•: *•]>•"• l *"" : X>1 )- 

u Fig. 54 rauestra una representación gráfica de una partición P. de un 

intervalo cerrado [a; b]. 


XQ *i *i *3 


*,_! *...**-2 


Fig. 5.4 

Si es una parüción dc un intervalo £ 1!).^ ^ Í 

niencia harém» _ ^ = ^ __ „ = ^...,*. - = te. f 

° Sl0eS A*, = *i—*i-i P““ i = 

Se siguc, de la deílnidón de b normal qu* 

P« r * £= 1,2,3, •••,«• 

i. — -r, J - 5 — f * “ * “ ““ 

grande de los subintervalos en la grafica de P.. 
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Si P % es una partición de un intervalo [a; ò], un aumento T n de la partición 
es un conjunto de n números, seleccionados uno de cada intervalo de la partición; 
esto cs. un conjunto de n números (* lf /„ • • •, !*<, Q tales que *,<!,,< 

X\ < h < x u Xa < la < X t , • • •, x n . t < í* < *»; cn otras palabras, 

*i-i < *i < para i = 1,2, 3, • • •, n. 

La Fig. 5.5. rauestra una representación gráfica de una partición P„ de 
[o; 6] y un aumento de P„. 

?- V .. ? ^ *< «.-! 

“ 41 11 * “ fa-l ü 6 

Fig. 5^ 

Es importante notar que dados un intervalo [a; 6] y un entero positivo n, 
hay un número infinito de particiones que contengan n intervalos y que para 
cada una de tales particiones hay un número infinito de aumentos con n elementos- 
En otras palabras: cl dar un intervalo [o; 6] y un entero positivo *, no determina 
una partición unica, ni el dar una partición determina un aumento único. 

5.4 La integral definida. En cata aección definiremos la integral de una 
función /. Este concepto y el de derivada dc una función constituyen bs dos 
ideas centrales y las principales herraraientas dei cálculo. Daremos priraero una 
definición general de la integral dc una función cuyo dominio es un intervalo 
cerrado y Ia aplicaremos después a la claso de funciones que son continuas sobre 
un intervalo cerrado. 

Para definir la integral usaremos un tipo especial de suma, cuya descripción 
vamos a dar a continuación. 

Sea F una función cuyo dominio cs cl intervalo cerrado jo; fel, sea P. una 
pameon de Io; t] determinada por cl conjunto {*. x : , x,,} y cuya 

, ' s ~^ r F sea ~ {hl h, íj, ‘ , í„- 1 , t») un aumento de la partición P, 

necuerdese que te = *, para i = 1.2, ■ • •, n, y fórmese la suma 

F(í.) te + FM te + FM te + • • • 

+ FMi) te-. + Fffc.) te = 2F(í,)te. 

Esta suma se expresará por el shnbolo S(F; P„; r.); o sea que 

S(F;P.iT.) =£*•(«<) te- 

y-v . tmX 

Conviene hacer énfasis que en general, no se puede considerar a S(F; P n ; 
T n ) como término general dei rango de una sucesión. La selección de un valor para 
I* n ° ?* crn, í na un va,or únic .° dc S{Fi PT n ) puesto que dado un valor de » hay 
un número infinito de particiones posibles con n subintervalos y un número infinito 
de aumentos para cada partición. Por tanto, no podemos hablar dei “limite” de 

r iF Í? m t T *\ í í u f ando crccc sin límile > -«P el senado de la definición de 
!'??« ”) = b dado en ,a pá6< 2l8, Sec- 5,1. 
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Definición de la integral definida de F. Sca F una íunción cuyo dominio 
contenga al intervalo cerrado [o; 6], siendo n < 6. Si existe un numero I tal quo 
a cada t > 0 corresponda una 8 > 0 tal que 

\S(F;P.;T m ) —/| < • 

para iodar las particiones P. y todo, los aumentos /. con < »• «*» 

(único*) es 11 amado 1. integral definida (de Riem.nn) de F sobre [«1 S* 
il número / existe decimo, que F e. integrable («d sentido R.em.nn) sohre 

[a; b] y denotamos este número mediante el símbolo ^ F(x) dx-, esto cs: 

1 = j* F(») dx. 

Naturalmente, el uso de * en esto, símbolos es totalmente arbitrário y bien puedc 
nsarse cuolquier otro símbolo como u, s, 

En jV(x) dx, o se llema lindte inferior de integración, ó c, el limite 

superior*de integración y F(x) el integrando. 

Ia integral recién deíinida es Uamada usualmente mlegral de Rienumn para 
distinguiria de otros tipos dc integrales usada, en matemáticas, como por '1™?'° 
la integral de Riemann-Sticlie. y la integral de Lebesgue. Cuando hablemos 
integral de F qn esto libro, nos referimos a la integral recien definida. 

Dimo. un. definiclón de integral definida J/(*) dx. sobre 1. hipótesis dc 

que 0 < b. Ea útil tener «na definiclón de jf« dx cuando el limite superior 

de integración a «. menor que «1 Kmi.c inferior 6 , «wbiín.p™ cuando o = b. 
Si F está definida sobre [a; 6], siendo o < 6, entonccs definimos 

[ * F(x) dx = -( F{x) dx ( l5 > 

J j J« 

Además, definimos 

= 0 . (16 | 

Algunos escritores expresan que la integral j/W dx es el “valor limite" de 
la, sumas S(F;P.;T.) pero debemos tener preeaución de que ol interpretar esta 
afirmación signifiquemos que dada una s > 0. exista una 8 > 0 tal que 

|s(F; P.I F.) — J*F(x) dx|< c 

para todas las particiones P. y aumentos T. en que <*• 

Sca F una íunción dada, definida sobre un intervalo dado [«, «]• Un 

dc responder a las preguntas: 

. P„. uoa demostración d. cujndo .1 número / «ti» «*»*<». J.M.H. 

Olmsted, Real Varíables, Àppleton-Century-Crofts. New York, 1959. p. 
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(i) ^Existe la integral de F sobre [a; &]? 

(ii) Si Ia integral exiate, ^Cuál es su valor?, 

mediante una aplicación directa de la definición de integral no es, exceplo en 
chmjs triviales, una cucstión elemcntal. Si, no obstante, se sabe que la integral 
de una junción existe y entonccs el problema de ftallar el valor de dicha integral 
puede rcducirse al problema dc haüar el limite dei término general dei rango de 
itna succsión. Este es un hecho extremadamente importante; examinémoslo más 
de cerca y veamos por qué es cierto. Supóngase que se sabe que para la fudón F 

existe^ F(x) dx = 1; esto significa, de acuerdo con la definición, que dada 
cualquier * > 0 existe una 8 > 0 para la cual 

\S(F;P u ;T n )'—l\<, 

para todas las particiones P n y aumentos T n con «*>< 8. Supóngase ahora 
que seleccionamos un conjunto de particiones [P m) de [a; b] y un aumento T m 
de cada partición, de forma tal que para un valor dado de n, P„ y T„ quedan 
determinadas en forma única; supóngase además que la seleccíón dei conjunto 
'f **' * hacc de tal modo <l uc P ara caáa 8 > 0 existe un entero positivo N para 
el cual^ < 8 para toda n > N. En ese caso será cierto que una suceaión G que 
tiene la propiedad de que 

S(F;P m ;T n ) =C( n ). 

Con este supuesto, demos una * > 0 y sca 8 > 0 el número en la definiclón dc 
integral definida cuya existência queda garantizada por la suposición de que 
la integral existe; entonccs existe un entero positivo /V, tal que^/f^ < 8 para toda 
n > /V y de aqui que 

|C(n) —/| < e 

para toda n > IV. 

En otras palabras, podemos decir en este caso especial (ya que aqui S(F; 
}?*• T *) cs término general dei rango de una sucesión) que 

íV(x)<fc = lim S(F;P.;T.). 

Es importante comprender que esto no es una definición sino simplemente una 
igualdad, que es verdadera en virtud dei hecho de que F está dada como una 

función para la cual existe j F{x) dx. 

Hay muchos teoremas que dan condiciones de una función F que scan sufi¬ 
cientes para asegurar la existência de j F(z) dx. Uno de los más sencÜlos y más 

útiles de ellos es el siguiente que enunciaremos sin demostración- y que formará 
•a base de nuestro trabajo con integrales. 
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Teorema 1. Si F et continua tobrc cl intercalo cerrado [a; b), erUonce, 
J* F{x) dx existe.* 

Se h. senaUdo que « .abe m os que exi*. j/M * -«■“* «, ^ 
—— un conjunto ^ 

m0 do ». * particiones 


dccir haciendo 


n + 1 números 

1) A*, 6} 


el aumento T n ac xnuesiran gráíicamentc cn 


véase: Olrasted: Real Variables. Sec. 501 
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Pudimos haber sclcccionado cl aumento 7. de P m como el conjunto d© puntos 
extremos derechos de los subintcrvalos dc P H ; es dedr que 

F n = {a 4- Ax, a + 2áx, a + 3Ax, • • •, a + n • Ax}, 

de modo que 

S(F;P n ;T n ) = ±F(a + i-Ax) Ax, 

|y entonces podemos decir que *’ 1 

r b n 

] f{x)dx= lira + »' Ax) Ax. 

Ejemplo 1. Hallc \ seleccionando para ello la partición P n de [0; 5] 

como el conjunto de n intervalos de longitud Ax = = - y T m como el con- 

Ijunto de puntos extremos izquierdos de los subintervalos 

Soluciôn. En este ejemplo, P n queda determinada por el conjunto de números 

{0. Ax, 2Ax, 3Ax, • • •, (n — l)Ax,5}, (17) 

y con U escogida como el punto extremo izquierdo dei intervalo * 4 ], el 
aumento será 

T n ={0, Ax,2Ax,3Ax, •••, (n — 1) Ax). 

Ahora, para F(x) = x 2 , 

S(F;P n ;T n ) =j^FM Ax 

= (0) 3 A*+ (Ax)?Ax + (2Ax)»Ax + ••• + [(n — 1) Axl* Ax 
= (Ax)*[l* + 2* + 3* + • • • + (n— l)*]. 

Scgún el teorema 1, sabemos que existe I x t dx y que por tanto 

J o 

\„ x ’ dx = lim + 2 J + 3 2 + 

Scgún la ecuación (13) de la Sec. S.2. 

(Ax)»[l*+ 2* + 3‘ + • •• + (n-l)'j = (Ax)-.i(n— l)[(n—1) +1] 

[2(n 1) + 1] = (A*)*-$(n — l)(n)(2n — 1), 

y ya que Ax = 5/n 

S(/-;f. ; r.)=^.J.( B _ 1)( . )(2n _ 1) 

=1£ (doí (»=!£. 


De donde 
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Es interesante interprclar geométricamente los resultados dei ejemplo 1. En 

dicho ejemplo, la suma S{F;P n ;T n ) ** sicndo * = <*“ l) ** 

puede interpretarse como la suma de las áreas de n rectángulos, cada uno <lc 
ancho A* y cuyas alturas son 

(0)*, (A*) a , (2A*) 3 , . .., (i Az) a .[<n — 1) A*] = 

respectivamente. Cada uno de estos rectángulos está inscritcien la región limi¬ 
tada por la gráfica de F = U* y) | 7 = **} J '** Mne .1 cuyas ecuaciones son 
* = 0, * = 5 y y = 0. La Fig. 5.7 roucatra el rectángulo cuya área ae da mediante 
el término F(ti) Ac = í*’Ax = [« — 1) A*]*, estando A* en la suma S(F;P«;r n ). 

A la lui dei análiais de áreas hecho en la Sec. 5.1 es evidente que para cada 
valor de n, el valor de S(F; P.í T n ) es una aproximación para cl área de la 
región recién descrita. Si se aumenta el valor de n, obtenemos uno raayor apro- 
ximación al área. Por tonto, supuesto que exista el área A de la región limitada 




Area ■ <i*Ax 


*<-i 

U ti+i 


âx ■ 5/n 
«i.i-d-DA* 
xi" i&x 
ti B (i - l)A* 


( 
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por los gráficas de y = x a , y = 0,* = 0 y a: = 5, es evidente que dicha área debe 
considerarse igual a Jim^F; P n ; T n ) ^ que 




El uso de integrales para evaluar áreas de regiones planas sc discutirá en la 
Sec. 5.8. 

Ejemplo 2. Calcule j * X a dx escogiendo la partición P n de [0; 5J como el 

conjunto de n intervalos de longitud Ar = 5 ^°. = ^ ; y T n como cl conjunto de 
puntos extremos derechos de los subintervalos. 

Solución. En este ejemplo P m está determinada por el conjunto de números 
(17). Con tt escogido como el punto extremo derecho dei intervalo * 4 ] t el 


aumento es 


y con F(x) = **, 


T« = {A*, 2Ax, 3 Ar, • • • f n Ax) 


S(F;P„; T n ) =2F<||) A* 

gr . imt 

= (Ar) 3 Ax + (2Ax) 3 Ar + (3A*) 3 Ac + ••• + (u Ax)* Ar 
= (Aa) , (l a + 2* + 3 a + • • • -f n 3 ) 

= ft?Xs) ( ' ,)(,, + 1>(2 ' , + ir 

Ya que, según d teorema 1, £ ** dx existe, tenemos 

que por supuesto, es el mi.mo valor que hallamos en el ejemplo 1. 

Cuando sabemos quejV(x) dx existe, hemos mostrado do. modo. de selec- 

psriic í ones {K) y un c °" jDn, ° dc aumtmo8 ^ 

„ suma 5(f,P. ; r.) sea el termmo general dei rango de una sucesión para la 
Wttl'podemos eacribir r 

!]/■(*) <i*=JimS(/',P.,r.). 

fl«y, por supuesto, un número infinito de elecciones de {P n } y { T n } que darán cl 
mismo resultado. 

Í . • Por «edio de 03) de U Sec. S.2. 
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f° x* 

Ejemplo 3. Calcule j -^dx. 

Solución. Pucsto que sabemos por el Teorema 1, que la 
mos, como en los ejemplos prévios, escoger P „ de modo qu 
[0; o] en n subintcrvalos iguales de longitud a/n; es decir 
minada por el conjunto de (n + 1) números 


Como aumento T, de P„ escogemos para (; el punto medio dei intervalo 

esto « <!“« 

( o 3o 5a (2n —l)a l 

T '~ tte’2S ’2Í ’ 2» r 

Para esta selección de P. Y T. j para F(x) = *»/«’. tenemos que 


n el ejercicio 


El teorema fundamental dei cálculo. En la seeción precedente 
el cálculo dc j **/■(*) dx dirccUmente de la definición, aun para unt, 
muy sencilla cs* tedioso. Para la mayoría de las funciones cl cálculo de 


b 
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integrales definidas según el método de los ejemplos 1, 2 y 3 de la Sec. 5.4 es 
prácticainente imposible mediante operaciones manuales. En esta sección enuncia¬ 
remos el teorema comúnmcnte llamado Teorema Fundamental dei Cálculo. Este 
teorema nos mucatra que calcular una integral definida de una función continua F 
es equivalente a encontrar una antiderivada de F(x). Este es uno de los más im¬ 
portantes y útiles resultados de las matemáticas. 

Teorema 2. El teorema fundamental dei cálculo. Sea F una fun¬ 
ción continua sobre [a; 6J. Si G es cualquier antiderivada de F, sobre [a; 6], es 
decir , si C(x) — F{x) cuando x£ [a; b], enlonces 

j]f(*) i* = C(6)—C(a). 

Una dcmostración de este teorema aparece en Ia Sec. 5.6. 

Para ilustrar el uso dei teorema 2, consideremos el cálculo dc j’ x 7 dx. Aqui 

F(x) =x* y F es continua sobre [0; 5]. Sabemos que **/3 es una°antiderivada 
de x 8 , esto es que podemos hacer G(x) = x?/Z y usar el teorema 2 para calcular 

j; x 3 d, = C(5) - C(0) = ™ . 

Este valor cs el que encontramos para J’*• dx en los ejemplos 1 y 2 de la Sec. 5.4. 

A menudo se nos presentará la cxpresión C(b) — C(a), la que expresaremos 
mediante el símbolo G(x) J ; esto es: 

G(*)]| =G(b) — G(a). 


Si G(x ) es una suma dc dos o más términos, usaremos 
representar Ia cxpresión G(b) — C(a). Por ejemplo: 


los símbolos £ G ( x) J 


para 


sen x 





[** — 2»]’ = (W — 2( 3 >] — C(D* — 2(1)] = 4. 

Si empleamos esta notación, la conclusión dei teorema fundamental se puede es- 
cribir en la forma 

J‘ F(x) dx = Cf*)]] 
siendo C'(x) = F(x) para * £ [a; b]. 

■ d Te orema Fundamental, U función G es cualquiera antiderivada de F y 
es costumbre usar la más sencilla que podamos hallar. Por ejemplo si F(x) = x, 
sabemos que cada una de las expresiones x*/2, (x 3 /2) + 9, (* 3 /2) —63 es una 
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G{x) = xr/2. .. habcr adcccionado igualmente G{x) — (*V2) **", 

9 • U " a ^ eSl “ S 5£leCCÍOneS “ 

inismo valor para \[xdx y. que 

ÍX-[t +, I“[t-“Í=í- 

Iimp i. 1. II- a «— » *“ “*• ” * ta 

Solución. 1») Notamos que 


asi puc 


d -(t“Í* , + 2 *) = * S-3 * + 2 ’ 


c(*)=4-!* a+2 * 


* uno anliderivada de *’-3* + 2- ^ •» 2 “““ ^ 

f («* — 3í + 2)d*= [y — ã* + 2x \, 4o 

= (|-t + 4 )-H-t- 4 ) = t- 

(6 > cw = —coax ca una antiderivada de sen*, de -do que 

f sen -«».*]” = (——í)— “ 

M apul el teorema 2 para eva.uar |> * — * “ ‘ ~ 
la propiedad de que _ para .g [a; 6]. 

Esto significa que buscamos una función G tal que si y = CW, ~ 
dv = F(x) dx para * € 1®Í f a $ 

o, Md » M £■“ “ {fa)”r"™ ™ “i" »*«“• * " 8 >’ ’ r 

TSSSfí "" s “- 3 “ 


Si dy = ou p du, entonces y — 


p + 1 


u** 1 **. P^—' l » (l ^| 


5 Í dy = a sen tt du, entonces r a cos u + 

.i d r = aco5üdu. entonces y-a5enu + 
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( 

( 

( 



En estas proposiciones podemos pensar cn u como Ia corrcspondiente V(x) 
dc x ante Ia función V. Como ejcmplo doí uso de (19): 

Si dy = 2(^ + a a )*' a d(* a + a=), 


Para las integrales definidas que encontraremos en este capítulo el integrando 
se puede escribir de modo que Ia integral sc pueda calcular mediante (19), (20) 
y (21) y las propiedades fundamentales de las integrales, expresadas en los teore¬ 
mas 3 y 4 dados cn la Sec. 5.7. 

Ejemplo 2. Calcule j ^ X \J 4 ^dx. 

Soluciôn. Nccesitamos determinar una Antiderivada de *V4 — *\ o como 
ya hemos destacado, deseamos hallar una y = G(x) tal que 


Nótese que podemos escribir 


dy = *V4— x x dx = —i(_2xV4 —x a ) dx 
que es dc la forma 

dy = au? du donde u = 
De ahr que, según (19), tengamos que 


sea una antiderivada de 


Ejemplo 3. Calcular las integrales 


x)**dx 


(c) cos (2 x) dx; (d) J a:sina: 1 d*. 

Soluciôn. Puesto que para cada una de las integrales la función dada por cl 
integrando es continua sobre d intervalo de integración, podemos usar el Teorema 
Fundamental para calcularias. 

(a) Deseamos hallar una y = G{x) tal que 

dy = (4 — x)*'dx. 
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Notamos que la expresión 4— x representa a las u de la expresión U9). Para 
poner dy = (4 — x) Vi dx en la forma 

dy = au p du 

notemos que d(4—a) = (—1) (d*), por lo que podemos escribir 

dy = (4—,)«<<* = —1 (4 — *) ,/s (-1) dx = —1(4—»)*>d(4-a). 

Por Unto, según (19), 

y = (4 — *)'» = — | (4— *)•'» 

cs una antiderivada de (4 — *) :/3 Y 

Ij4-*)«d» = -|(4-*)^ = f. 

( 6 ) Para encontrar una y = G(x) tal que 

observemos que 

*(4 — a») -* dx = — i & — *’) (— 2*) dx = —i (4 — x 3 ) d (4— a«) 


y de (19) se-signe que 


y = =4(4—**)-* = 


Luego 

\ l ,w=*T' * = t ■- i (4 ~ 1 ^ i{A ~ x,) = 2(4 =i • 

(c) Para encontrar una y = G(x) tal que 

dy = cos ( 2 *) dx 

hagamos 

dy = ±[co 3 ( 2 *) )2dx = ifeos ( 2 *) ] d( 2 x). 

Mediante (21) tenemos que 

y = i sen ( 2 x), 

y por tanto, 

fw/s , 1 % q"* 1 r 1 - \^3 

J cos ( 2 *) dx = -sen (2*) =-sen^ —^sen 0 ^. 

(d) f*xsenx a dx = ^isenx 3 d<x 3 ) 

s —J cos x 3 ] [mediante ( 20 ) ] 

J 0 

= —\ cos 1 + \ cos 0 = £(1 — cos 1 ). 


) 
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EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 14, compruebc que la integral satisface 
integral dlC, ° nCS ^ Teorema Fundamental y use dicho teorema para calcular la 


\y^ 2. jV'd*. 

3. | (x + 2)‘dx. 4. j uVu» + 1 du. 

- f 0 dy f r/= 

J (1 -ly)i ‘ 6 * ' o cos* * sen x dx. 

Sugestión: Observe que cos 1 x sen x 
dx se puede escribir en Ia forma 
au 9 du t donde u = cos x. 

r L/. Sen,XC0, * <Ír ' 8 - í‘(2*‘ — 3a + 2)«(a- 8 )<£r. 

9. ‘bo. 2» d*. 10. J*'* cos a* d*. 

U - LtT-x ■ 12. J*u(u j + 2) do. 

**• í, *< 2 — 14. j (u‘ — 

Evalúe: 

16 - J,* ix - 16. | ‘uxdll. 

17. D. fV-20 di. 18. £"[d, (í _ <fa. 

19 ’ I ,/, [Dl(sen ’ dx - 20. D, QVudu) . 

5.6 Dcmostraoión dcl Teorema Fundamental. En esta sección daremos 
una demostracon dei teorema 2; una dcmostraoión alternativa se da en I. sec- 
ción 5.7. 

Dcseamos demostrar que: 

Si F es continua sobre [a; 6 J y si G cs una función tal que G'(x ) = F(x) 
para x £ [a; 6 ], entonces 

| J(x)dx = G(b)—C(a). 

Demostración. Sca P, cualquicr parlición de [o; 6 ] en «ubintervalos (a,; a,]. 

; * 2 ]» • • •» [xí- ii Xi], ••• f [xn-i; x »]. Dado que por hipótesis C es continua y 

derivable sobre [ a; 6] es entonces continua y derivable sobre cada subintervalo 
*.] de P n . Dcl Teorema dei Valor Medio para Derivadas (Sec. 3.10) sabemos 
que existe un número f* £ [s«. s s*i] para el cual 

CM — C(x 4 -,) = (xi — * 4 . 4 ) 

Ç(*i) — G(x í-i) = Ffa) Axipm£= 1,2,3, •••,«, (22) 


( 22 ) 
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Por tonto, si P»ro cualquier partición P. esttgemos como aumento ,TZ b* 
mado por d conjunto l»-.U-uH. -'.O P«" d «“> sc CUmpla (22) ' 

tendremos que 

S(F;P«;T1) = ÈHk) *** = Z c (*«) — 

= cU)-<?(*.) =««-«*)• t (23) 

Pucsto que jr es continua .obre [o; 6], dei Teorema 1 .abemo. que J/M * 
eaiste: de modo que dada cualquier r > 0 existe una 8 > 0 tal que 

|s(f; P.i T.) — \ /(*) * | < « (24) 

para «odos las particione. P. y los aumentos T. con J*<\. ahor, 

una partición P„ de [a; b] de íorm. que^fe < 8 y como aumento T,ieP», cl 
aumento T* para la cual se cumplan (22) y (23). Para esta selección de P. y 
V de Tn , (24) se debe cumplir y ya que 

S{F;P.;T n ) =S(F;P.;Tl) =C(b)-C{a) % 

tenemos que ft 

|[C(6)— C(«)l— J/(*W*| <# 

para cualquier t >0; por tanto, 

C(6) —C(«) — J/M d*, fí. 

como queríamos demostrar. ., 

5.7 Propicdades de las Integrales definidas. La integral def.md. pose 
importantes pmpiedades que la convier,en en una poderosa herram.enta p « e 
deserrollo de la, matemáticas y para sus aphcac.ones « U fasica y la. degg 
sociales. Propondrcmos en esta sección algun.s dc las propied.de, íondnmenule 
2 la, integtales definidas. Los teoremas 3,4,7 son los resultados bas.cos par. 
1„ aplicaciones de las integrale, que hemos de considerar. 

Teorema 3. Si F y C son do s funciones ÚUegrables sobre [a; f>], erUonccs 

|Vm + GM1 dx = J/M dx + J/M dx. || 

Demostración. Sabemos que P y C son integr.les sobre [o; 6]. Se. una 
f > 0 dada; entonces existe una B x > 0 t*l que gã 

|$(F;P.;T.) — J/(*)«fcj<j i| 

para todas la, particiones P. y aumentos T. con Sr < y e ”* W -|jS 
8 a > 0 tal que 

js(C;F.;r.) —J‘c(*)d*|<| 
para todas las P n y T n con < 5 «- 
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Ahora bien 

S(P + C; 7-.; P„ = T [FM + CM] tsx, 

= £/(*.) + J;C(f,) Ax, 

= S[F;P.-,T, ) +S(C;P„;T.). 

Por tanto, si hacemos 8 igual o la menor dc 8, y 8„ entonces 

S(F + C; P„; T.) — (J/M dx + J/M dx)| 

= S(f; P.j T.) — J/M dx + 5(C; P„; T„ ) — J/M <&| 

< S[F ; P.i T.) — J/M dx + |s(C; P.; T.) — J/M dx 

<1+5=, 

para toda P„ y T, con JT r <8.En consecuencia. de la definición de integral 
definida resulta que 

Í/M dx + J/M dx = J‘[FM + CM] d*. ■ 

Teorema 4. Si F es integrable sobre [o; b] y si k es nn número real, 
entonces 

1« ***(*) <** = * j F[x) dx. 

7 Se Ie P ide al «studiante una demostración dei teorema 4 en el ejercicio 8 ai 
final de esta sección. 

Ejemplo 1. Calcule J *'* (12** + 4 cos *) dx. 

Sólución. Tenemos que 

(12 ** + 4 cos x) = J 0 + \ o 4 C09 * <**. según el teorema 3; 

f T/a «... , . -V' a . . . 


r»/í 

- 4 J o 3x s d* + 4^ cos*<fx, según el teorema 4; 


] »/« -i »/• 

+ 4sen*j # 

- 4 t + 4s “|=t + 4 - 


según el teorema 2; 


Teorema 5. Si F es integrable sobre f a; ó] y si F(x) > 0 para x f [a; 61, 
entonces . 

Sp'.; (*) dx > 0. 

• Demostración. Dado que F(x )>0 para *ç [a; 6], S(F; P n ; T n ) > 0. 
Supóngase quej^F(x) d$ fuera negativa; entonces j F(x) dx = / < 0, y ISf/*; 
?■; ^ = T n) — / > |/| > 0 para iodo* las particiones f\, y 
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— r.. PC 

° < ■ < 1,1 rrr ^< •■ ix —• r <«■> * --* * r ^ c 

ioda P. y >°do T. cuya jyr J. — 

Teorema 6. Si F J G aon ***•*• “ &r< bí ' " ^ > ^ ^ 

few*. 

*—"■ 

. < i < ^ = j*, M * + f/w *" 

s—írrüK-íeS-* -——- 
'•vsáStâ »-»-—- 1 -- -—■; 
-♦!>!*.= !>>- J 3 

. L v , y con la Única condieióng 

" 4 “™ 

- ‘ a a. < • < * t * ' - —• - 

’■ ‘*"^*1 ”.<T< a — í 

fiw*tCw* !, L' wl ‘ 

u•un *• '• *•■ “"“i 

:4l 

frw*+J>>*-C' w * jf 

). - M v T y S son numeros en [o, 

•* —* rw f 
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Demostraciàn. Supuesto que F es continua sobre [a; ò], el Teorema 1 nos 
rt» 

asegura que j F(x ) dx existe. 

Considérese S(F; F„; T n ) = 2 **(**) A*i- C° mo f(*i) < ^( r ) P ara í = 

*•1 

2, 3, • • •, n, tenemos que 

S(F;P m ;T n ) <±F{r) A* t 

i-i 


<F(r)2;^i- 

ui 


Finalmente, ya que 


2 A*. - (*i —o) + (*> — * 1 ) + (*,—* 1 ) +•■• + (ú—*»-x) - ú — o, 


tenemos que 


Siraüarmente, 


S{F;P,-,T.) <f(r)(6 —«). 


S(F;P.;T % ) >Zf(») *■=■ 

> /•(*) (6 — «). 

Por tanlo, 

F(j)(fc-a) <S(F;P.;7.) <F(r)(6 —o) 

para todas las particiones P„ y aumentoi 7".. De estas desigualdades y de la 
definición de integral definida, se sigue que 

f(»)(6 — «X J/(«) d* <*M (» — ■)• ■ 

Teorema 9. Si F cj con/tnua sobre [a; 6] y si G es Ia función cuyo domi- 
do sea [a; 6] y que eslé definida mediante G(u ) = j F(x) dx para u £ [a; 6], 


enlonces 

G'{u) =F(u). 

Demostraciàn. Deseamos calcular el valor de 

.. G(» + h)—C(») 

lim---. 

*-• A 

Supongamos que ac eacoge h de tal modo que (u + A) £ [o; b]. Entonces 

r«+Jk 

C(u + A) = j F(x) dx 


C(u + A) —C(u) = j”‘V(*)<fc — j‘ F(x)dx. 

Según la igualdad" (25‘) escribire mos 

C(tt + A) — C(u) = F[x) dx, 
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Ctu+h)—G{v) _ 


,u<k 

j p (*) «k 


... J-w»—r -*T * ,w - " 

F(»)ft< j*'* f(«) «i* < W*. 

o r Fw di 

FUX^— 5— C26) 

. „ lies da á& e > 0, existe una 8 > 0 tal que 
Sabemos que F es contínua en m « pues ^ * 

F(») —F(a) < « Y rW-^X' 

*(,)>/(.)— y w <«■) + • 

CU ando |A| < 8. 

De estas igualdades y de (26) se sigue que 

\ F(x) dx 

^ J«_" *- - 

n/ ' X-■ —— 


% F(u) — « ^ 


< Fiu) +c 


F(x) dx 


— FM <e 


l » 

cuando |A| < »• ^ decir *" 

\ F{x) dx 

G(u + A) C(u) _ i irn _J--- = FM' 

cw = te - h u h u 

ST? f S* * 

tan importante que a veces . e ] leore mi 2 de la Sec. 5.5. 

embargo nosotros reservaremos ese n P de 8uma que puede condu- 

H teorema final de es.a .ccon general,m d típo m en el 

eirnos a las integrales definida». Es , longitud de una curva y al área de una 
capítulo 8, en las secciones referentes a la long.it 

superfície de revolución. ^ ««*«- sobre [a; 6] í «a J\ ' 

Teorema 10. Sean wy j *„•••, **-»♦ **»•*'»*•' $ 

partiod. de [a; 6] ^rminoda por ei conyuruo 


. p„. on . de Ce Teeren, ^ ^ 


( 


u* + 6u 
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y sean T n = {*., h* ‘ • *, *f. * • • i *■} y # = {«i» Ka. * * •. *H> ’ ‘ * • Um) dos aumentos de 
P%. Si sc nos da cualquier c > 0, entonces existe una 8 > 0 oon la propiedad de 
que para todas las particiones P n y aumentos T n y V n para las que^frKB resulta 
cierto que: 

(>) "Z. [GiM + G J {u i )](x t —xi-i)— [ [G,(x) + Ca(*)] dx I < e 

l-i * • 

• {j|) Z [G»tà)Gs(tt«)](*i—* 1 - 1 )— j # [Gi (*)G*(x)] dx <e 

* __ f k __ ’ 

(Üi) Z VCxM + C t («*) (*, — *«-,) — VC t (*) + G,<*) dx < «• 

<-i *• 

EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 6 use loa teorema» 3 y 4 y el teorema 
Fundamental para calcular la integral. 

1. | ^ + 4 + dx. 2. | # (sen 3x + cos 6*) dx. 

8. j 4x(cosx , + 2 ) dx. 4, j U * -- “ du. 

5 . 6. ( * sen* x dx. 

J z u j «/♦ 

Sugesiión: Use la identidad sen* * = 
1 — cos 2* 

2 

7. Demuestre que si F tiene dominio [o; 6] y si k cs un número real, en¬ 
tonces S(kF; P n ; T n ) = kS(F; P n ; T»). 

8. Use el resultado dei ejercicio 7 para demostrar el teorema 4. 

9. Medianto los teoremas 3 y 4 demuestre que si F y G son integrables 
sobre [a; 6], entonces 

! b ÍF(#) — G{x)] dx = J ^F(*) d*— d *- 

10. Use el ejercicio 9 y el teorema 5 para demostrar el teorema 6. 

11. Si b < a < c y si F es integrable sobre un intervalo cerrado que con- 
tenga a 6, a y c, demuestre que 

[ *F(») <f* + j V(») <fx = J *F(*) <f*. 

12. Use el Teorema Fundamental para demostrar que si F y G son continuas 
sobre [a; 6] entonces 

j V(*) + C(x) ]dx=\ V(x) dx + { *C(x) dx. 

Sugatión. Sea H[ (x) = F(x) + C<*),//;(*) =F{x),H\(x) = G(x). En- 
tonces ^ (x) = //,(») + //,(*) y ^i(») = H 2 {x) + Hz(x) + k. Use estos re¬ 
sultados y el Teorema Fundamental para llegar a la igualdad deseada. ^ 

5.8 Areas. La integral definida es una herramienta poderosa para las 
ciências física» y 90ciales porque muchas cantidades de interés en dichas ciências 


1 
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“ p-f - “ y^z q zv;:z: i:à^rz™ 

É cómo se Ln U, 

* nSEASE íi ~ - “-r *' - í;; a 1 

R nos podria conducir n considerar somas de tipo espec.al. Regresaremos 
"problema dei área" para algunos tipos cspecif.cos de regicmcs. 

Supóngase que f es una funcióu cuyo dominio « el ln “^ Ccrr ‘J [•*£ 
y que üenp la propiedad de que F(*) > 0 para » 6 [a; b ). Sec K 1. reg.on 
plana limitada por la. gráfica» de la. cu.tro ecuacones: 

v = F(x) t y = 0, * = * * - *• 

íV4bic la Fia. 5.8). ;Què convendremos en Hamar “área” de K? Supongamos 
i A íinirion^ el área de un rectángulo es el producto de su longitud por 

^eTeng^Ta propiedad de que la suma de su, áreas sea una aprox,m.c.6n ,1 
“área” do R. 


ymF(x) 


MÊÊ!êÈ&íí 


1 Fig. 5.8 

Sea P. una partición dc [a; 6] en » subintervalos determinados por medio 

dd conjunto > 

(xa, *«->» **' * " * • x "‘ ,i *•' 

y como de costurabre, hágase 

Lxí = P ara i = 1» 2,3, • • • t «• 

Cgg y?\, 

r B = (li,**, •••>«* 

un aumento de S. y con.trúyanse lo. n rectángulo. cuya. b.ses sean los . urtor- 
valos de la partición P. y cuya» alturas sean 

F(«.), FM, FM, FM,).FM- 
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(Tal construcción, con n = 6, se muestra en la Fig. 5.9). El área dei i-é£imo rec¬ 
tángulo i será 

F(h) A*,, 

y la suma 

£ ?(*)&« (27) 

de las áreas de los n rectángulos será una aproxiraación al “área ,? de R. La suma 
(27) es comúnmente llamada suma de aproximaciôn para el área de la región R. 
Si se aumenta cl número de subintervalos y se dccrece la longitud de cada subinter- 
valo de la partición P H , se obtendrá una nueva suma que será una mayor aproxi- 
maclón al “área" de R y formularemos la siguiente definición: 


Flr- 6-9 

Si F(x) > 0 para x £ [a; 6] y si existe un número A tal que dada una 
t > 0 exista una S > 0 para la cual 

— A < " 

I ial 

para toda partición P n dc [a; 6] y todo aumento de P m en que^» < 5, entonccs 
este número A es el área de la región limitada por Ias gráficas de Ias 
ecuaciones 

y = F{x) % y = 0. * = a, x = b. 

Comparando esta definición con la de integral definida propuesta cn la Sec. 
5.4 vemos que si el área A de la región R queda definida en esa forma y si A 
existe, entonces 


I 
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En d deaarrollo dado, U HprtU <»> - una con^ncia do la. deíuu- 

d— dd áre. de R y de la Regrai definida j / W * 0- *“ '* 

ieunldad (28) * considera como (fe/óució* dd área A de la regton R y 
rífinif» de área que dado será una consecoenc, de «u 

v de la definición de \ F(x) dx. 

• N6.CSC que hemos definido d ár«t ^e un dpo pa_r^ar 

mente una región limitada omba por la gráfica £7 ( ). >> ? >_ 6 

•jaasnifti > !££=**—« 

3ÉBSS5=:: 

[Vw d* existirá ai F « continua sobre [o; 6], entonces si F es couünua sobre 
[a; fa]. existirá d área de la región X limitada por laa graficas de y 

Ej^mploV Otlcule d área de la región R Umiuda amjs por l. gráfic. de 

y = ix-7, aba]o por .1 eje X J a la izqu.erda por la grd.ca de 
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do modo que la gráfica de y = 4x — x 1 cruza al eje X cn los puntos (0* 0) y 
(4,0). La región R se mucstra en la Fig. 5.10 y podemos ver que es dei tipo 
cuya área hemos definido. La suma dc aproximación (27) para el área de R, 
tiene la forma 

Z — *«•) **» 

tal 

donde A*i = xi — Xj. x y h £ El i ésimo rcctángulo dc la aproxima- 

ción se mueslra cn la Fig. 5.10. De la definición de área y la igualdad (28) 
tenemos que 

A = j * (4* — x z ) dx = ^2x * — yj = y unidades cuadradas. 


Consideremos dos funciones F y G, cuyos domínios sean el intervalo [a; b]. 
Supóngase que 

F(x) > G(x) para * £ [o; b], 

y sea R la región limitada por las gráficas de 

y = F(x), y = G(x), x = a, x = b. 

(véase la Fig. 5.11). <?Cuál va a ser el significado dei “área” de R? De nuevo 
construiremos un conjunto de rectángulos tales que la suma de sus áreas sea 
una aproximación al “área” de R. 

Sea P n una partición de (a; 6] en n subintervalos, determinados por d 
conjunto 

{* 0 , * 1 » x tt ' * ' > X t-U x i » ’ ‘ » x n -11 Xn} 
y como dc costumbre, sea 

&Xi=Zi — rr^x para i = 1, 2, 3, • • •, n. 


Fig. 5.10 

{x\ix — ** = 0) = (0,4) 
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0 

para toda partición P n de [a; b\ y todo aumento de t n con jVr < S, entonces 
dicho número A es el área de la región limitada por las gráficas de las 
ecuaciones 

y = F(x), y = G(x), x = a, x = 6. 

Notemos que si H es la función definida por 

U (*) = F(x) —G{%) para x £ \a\ b J, 

entonces 

i [/•(*«> - CM JA* = S[H ; P„; T.). 

<■1 

Se sigue que si A existe 

A = f ff <x) dx = (W) — C(x) ] dx. (30) 
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, tt-i, *i.' * * * lní 
os n reclángulos cuyos anchos sean 
ras alturas sean 

•, FM —CM,--> f M— G( - u 

6, s e muestra en la Fig. 5.12). El área dei 


un aumento de P. y eonrtruy.moo 
subintervalos de U partición f.y' 

FM — CM<FM — CM, 

(Tal construcción, para n 
rectángulo es 

[FM - 

La suma 

Í[F(‘.) 

*■1 

„ un . aproximación ai “área" de R y con frecue. 
„***, para el área de R. Aumentando el numero 
y decrrcLdo la longitud de cada uno de dl» ol 
ción .1 “área” de R y formaremo. 

Si F(x) > CM para * € t«i« T s ‘ “ L 

cualquier . > 0 exista una 8 > 0 para 1» cual 


Fi g. 5.13 

Obsérvese que la igualdad (30) se debe usar para calcular el área de una 
región R sólo si Ia región es dei tipo cuya área recién se ha definido. Esto es, 
(30) se aplica sólo al área de regiones limitadas arriba por la gráfica de y = F(x) t 
abújo por la gráfica de y = C(*)t a la izquicrda por la gráfica de x = a y a 
la derccha por la gráfica de x = 6 (6uponicndo que el eje X es el horizontal). 
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mí/integbales definidas 


-- 

Del Teorema 1 de «te «pjtelo y dei ^“"l^Url/de U regiân’/? exi.te. 

- ijeitoT srrA 4 i2 -—- -—* - 

ecuaciones x + \ -Q * = 1, *= 3. 

porla^áficad^F, 

ST/« = £-vt r: f y ?Sl1 c pX2í d ; 7= 3 . u 

“JtfíSÇ -Cti- *- 0 . definido y U suma de ap—ión (29). 
para el área de R es de la forma 

2[(6í. —'i*—1)3 A»* 

*•* . . . El i-ésimo rectángulo de la aproxima- 

r."-.^u- t ,’..=.e [ Ku L— - a- »<>“ 

(30), teneraos que 


4* £[(«« — *) — < 

7 

- J (7* —** + !■) dx = 2 


= l-~T + ‘ 


Ejcmplo Mt a M a a -*■ a s ’““ * 

T**_.-a' *-*-*=«• _ 

«-a* n n— a. — 

dd triângulo grande que se «< ■ B- ^ ^ , a (30) pueden urarse 

de loa tipos esludiados, de ro ° do ° , a in( al S in embargo, vemos que 
para determinar el área « « "7“ ,f mue8lia cn , a Fig. 5.14, de 

ttfZTz* - — “ r ^ 

med ’u rel^n R, eatã limitada arriba por la gráfica de 


abajo por la gráfica de 


F = |(*,r) Ir = 
g = |(*.r) lr= ~ 3x 5 + -~}- 


a U Uquierda por 1. gráfica de , = 1 V « >« d «f ‘ » 0 ‘ U * ‘ = & 
Una suma de aproximacion para el area de , 

Í/21. + 26 —3*< + 2gA 

Z(-r- = > 


Fig. 5.14 

tlc aproximacion para el área de R t es 

26 5s< — 28' 


^./2, t + 26 5si — 28\ 

,?A~- ~) AX " 
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en la cual ti £ Xi]. El i-ésimo rectángulo de la aproximacion se muestra en 

la Fig. 5.14. Por tanto, según (30) 

, , B f/2x + 26 —3* + 23\. 

Area de ft, = -g- jdx. 

La región /?, está limitada arriba por la gráfica dc 
abajo por la de 

-Hl r = ^) 

a la Í 2 quierda está la gráfica de x = 6 y a la derecha la de x = 8. Una suma 
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donde ,, £ *,]. El i-ésimo rectángulo de la aproximación se muestra en 

la Fig. 5.14. Por Unto, según (30) 

, „ f»/'2* + 26 5* —28\,_ 


Usaremos los teoremas 3 y 7 para poner 


Fig. 5-ifi 

Ejemplo 4. Hallc el área de la región sombreada R de la Fig. 5.15 
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Por tanto, según (30) 


= j‘(— ** — x , + 2x)dx 

que Area R = % + = loy,. . 

Es de interés notar que en el ejemplo 4. 

* ri • 

Area R, = — (*» + ** —2*: 


Fl*. 6.16 

Este es un caso especial dei reaultado general de que si F(x) < 0 para * Ç [o; 6} 
entonces el área de la región limitada por las gráficas de las ecuacioncs 

y = F(x). y = 0, x = a, x = l 
(Fig. 5.16), estará dada por medio de 


EJEKCICIOS 

En los ejercicios dei 1 al 18, determine el área de la 
gráficas de las ccuacioncs dadas. En cada caso, dibuje una 
mente la región cuyn área se pide. Dé una suma (o sumas 
el área y muestre en la figura cl í-ésimo rectángulo usade 

1. y = x’,y = 0,x = 2,x = 4. 2. y = x 

? y = x* — 9,y = 0, X = 1 ,x = 4. 4. y = &. 



256/INTEGRALES DEFINIDAS 


t. d máximo de FM y/W «4 por las gráficas de las funciones 

, tf S f -Ttsrlí^r‘ 

“-áÜ ™ * a. ^ " X,¥ -• - ™£ 

E*"€ivS-- -* cada -~ 

maC, 2 i. f = {(*,r) Ir = *“*•* é t°!*3) 

C = ((*,y) Ir = °>- ,,,> 

22. F={(*.y) r = “"*-* e [0,ir/ 

23. F = l(*rl y = sao*.* e tOií 1 ']) 

24. F = {(*. r) Ir = »' n *» * € [0: W2]) 

25. f = {(*'.r) Ir = «**>* € [0;ff/21) 

28. r = }fey!lr = *«**|g:J^g} 

c = ((«.r> Ir = «»*’* \ 1} ' 

21. F = {(4r)lr = « n *-*^-: 1) ., 

- í:{£Sl;:=s/€ l Sía> 

» HSisESfS»a» - «£ « Sí; ‘ 

! = \* n \ 0. S-VsSÍ áreas iguales? ;So n la misma región? 
y ». U integral definida }>-*) - F-* como el rea de 

muy diferentes regiones. Dibuje dos figuras que muestren dos regiones « * 
cuyas áreas estén 3ada, por Umjsma^egr 1 Q de f , valores 

JL r S ^l% rãgtjíL*f , *— a - “ >■ 

»?J2K^S.V2St*— -—* " 
*- r.r* •- llT .í-is?ríX , *í-*i * =."£ 

limitada por la gráfica dc.y > ^ ,<5KA> de revducwn; A 

alrededor dei eje X, se ^ "**£?** secclón recta perpendicular 

eje í«»n * * "‘f* 117 ifltra L sólido de revolución. Antes de 
al eje X e» un crculo .La F.g- 17 t(V0 lución debcmos definir lo que 

irrr—- *• * si - 


( 
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hicimos en la Sec. 5.8 para las áreas, aproximaremos el “volumen” de un sólido.de 
revolución por medio de una suma de volúmenes de sólidos más elementales —só¬ 
lidos cuyo volumen ha sido ya definido. Consideremos discos circulares como 
nuestros sólidos elementales y supongamos que el volumen de un disco circular 

(Fig. 5.18) es, por definición, el pro- 
| dueto dei área A de la base, por el es- 
_ 1 .' pesor d. 

_ d Deseamos construir un conjunto de 

í discos circulares tal que la suma de los 
volúmenes de los discos aea una aproxi- 
Fig’. 5.18 mación a la cantidad que llamaremos 

“volumen” dei sólido de revolución y 
procederemos como sigue: sea P n una partición dei intervalo [a; 6], determinada 
por el conjunto dc números 

{*©» *>» Xtf Xly ‘ » *í-ll *ti * * *»-ll *«} 

en que 

àxi = Xí — xí-í para i = 1, 2, 3, • • •, n, 

y sca 

Tn ~ (*i» ^1* í|* ' " » íl* ' " i f*} 

un aumento de P H . Consideremos ahora los n discos circulares cuyos espesores son 
àx u • • •, &Xi, ••■ t bx n y cuyas bases tienen rádios F(t x ), /*(*,),- • •, F(t { ) , • • •, 
F(u), respectivamente. El i-ésirao disco se muestra en la Fig. 5.19 y su volumen 
es 

La suma 

í 1 « 


( 31 ) 
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z £ í~. 5: rr:,:=rajr sr:—* 

-vsr: .—-.». 

la cual j 

ÍM^o*)]* 4 **— v\<‘ 

paia toda partición P. de [o; 6] 7 todo aumento T. de P. J eon „ < ». “> e 
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número V es e. volumen de. só.ido obtenido por revo.ución de! úrea limi- 
tadft por las gráficas de 

y = F(x), r = °- * = <*■ t = b 

alrededor dei eje X. 

Notamos que si H cs la función dada por 

H{x)swin%)V P«* *€ • ; 

i mi u*ada cn la definición dei volumen dei 

entonces la suma de aproximación (51 U usaaa 

sólido de revolución, se puede eacnbir 
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donde í* £ [*i-r, **]«y Ax* = x ; — Por tanto, de la definición de la integral 
de II sobre [a; ó] y de la definición de V recién dada, resulta evidente que 

V = [ d* = j ‘»[F(,)]*<fe. (32) 

Como scnalamos para cl área cn la Sec. 5.8, la igualdad (32) pudo haberae 
considerado como la definición de volumen dei sólido de revolución y la defini¬ 
ción propuesta seria entonces una consecuencia dc (32) y de la definición de 
integral definida. 

La identificación dei volumen V con la integral j *[?(«)]'& se hizo ob¬ 
servando que la suma de aproximación (31) tenía la propiedad de que existia 
una función H para la cual cada término de la suma (31) tenía la forma 

HM Cu* 

donde Ax« = x 4 —* 4 - 1 » <t £ Xi], y el conjunto 

{*0, *1» *a. Xi-u X(,-**.„ x n ) 

determinaba una partición P n de [a; b]. Este tipo de identificación se tiene cada 
vez que usamos integrale* definidas para calcular cantidades físicas o de otra 
índole, definidas por medio de sumas de aproximación. 

Ejemplo 1. Halle el volumen dei sólido generado cuando la región limitada 
por las gráficas de y = * — \x\ y = 0, * = 1 y x = 3 gira alrededor dei eje X. 

Solución, Para este sólido, mostrado en la Fig. 520, la suma de aproxima¬ 
ción (31) tiene la forma 

EI i-ésimo disco cuyo volumen es —Í0 Axj se seíiala en Ia Fig. 5.20. 

De U igualdad (32) se sigue que 

v = dx =ii i; 1 +*■> * 

= ré [t —2 *' + s ^ (m ) unid * dacúbicM - 

Supóngase que sc desea determinar el volumen dei sólido de revolución for¬ 
mado al girar alrededor dei eje X , la región R limitada por las parábolas cuyas 
ecuaciones son 

2(x — 4)* = 9(y — 1) ( 33 ) 

(x — 4) 2 = — 9(y — 4) . (34) 

y iaa líncaa cuyas ecuaciones son x = 2 y x = 6. La parábola con ecuación (33) 
tiene su vórtice en (4,1) y au eje sobre la línea cuya ecuación es x = 4 y se 
abre bacia arriba. La parábola con ecuación (34) tiene su vértice en (4,4) y 
su eje sobre la línea cuya ecuación ea x = 4 y se abre bacia abajo. Los puntoa 
de intcrsección de las parábolas son (1,3) y (7,3). Las gráficas de (33) y (34), 
la región que va a girar alrededor dei eje X y el sólido aSÍ generado se mues- 
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tran en Ia Fig. 5-21. En ellas los sólidos elementales usados para obtener una 
suma de aproximación dei volumen dei sólido de revolución serán arandelas 
circulares más bien que discos. H volumen de una de tales arandelas, expuesta 
en la Fig. 5.22, es el producto dei área A de Ia base por el espesor d. 

El área A sc dará mediante v(r,) a — »(r t ) a = w(r a a — r x a ); y el volumen 
de la arandela por w(rj* — r l , )d. 

Para construir un conjunto de arandelas circulares tal que la suma de los 
volúmenes de dichos sólidos elementales sea una aproximación al volumen dei 


*[( 4 —*<* — «*)•— (%(«*— 4 )* + 1 )«]. 

La suma de aproximación para el volumen dei sólido de revolución es 

2>C( 4 — %(<•—O*)*— (%(*.— 4)* + 1)*] A*, (35) 

(d;.. • (al 

y al igual que en la definición de la página 258, el volumen dei sólido de revo¬ 
lución será el número V (si existe) tal que la diferencia numérica entre V y la 
suma (35) sc pueda hacer más pequena que cualquier e >0 con sólo hacer la 
norma de suficientemente pequena. 


Flg. 5.22 


sólido de revolución que se ve en la Fig. 5.21, procederemos como sigue: sea P n 
una partición dei intervalo [2; 6] determinada por el conjunto de números 


(xo, Xi, x t , * • •, *(-», *(,**•, Xm *n} 


(donde x 0 = 2, Xn = 6) con 


b%i =xi — para i = 1,2,3, 


— {tu ti, * ‘ ' t ti, * • • , tn] 

un aumento de P n . Consideremos ahora Ias n arandelas. De ellas la i-ésima tendrá 
un espesor A x it radio interior igual a la coordenada y dei punto de la gráfica de 
2{x — 4) a = 9 (y — 1) [ó y = %(x — 4)* + 1], cuya coordenada x sea í it y 
radio exterior igual a la coordenada y dei punto de la gráfica de (x — 4) a = 
—9(y — 4) [ó y = 4 — %(*— 4)*], cuya coordenada x sea h. La i-ósima aran¬ 
dela se muestra en la Fig. 5.23. El radio interior es (%){t\ —4) a + 1 y el radio 
exterior es 4 — Yg {h — 4) * y por tanto el volumen dei i-ésimo elemento sólido es 
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H volumen V se puede identificar con una in.egral. Nôtese que si H es la 
función para la cual ... 

«(,) = .[(4-* («-4)*)*-(%(*-“> + ) ] 

* , 6 [2; 6], entonces cada término de la (35) .iene la forma 

HM a»4 

donde **=«.-«. € [*~: -] V d “ niU, ' t0 

{***., •”.*->•*-1 





(< t .4(‘í- 4 > 1+1 > 


—*-! L 
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determina una particién de [2 ; 6].De aqui que la suma (35) aea la usada en U: 
defini.ión de la integral J /(«) á* X P« "» «" v| 

V = ^H{x)dx 

= í>[(4-i(.-4)*)'-(? ( *- 4), + 1 )j <í * 

= P [l5i?í <*- 4) ‘] <** 

= ,[ 15* -%(*-*)’- ríí<* “ 4 > I 

= ,(_1°2«) unidades cúbicas. 

' i »* 9 



Gráfica de F 


Fig. 5.24 

Solución. Coloquemos cl círculo con centro en (0, 6) como en la Fig. 5.24 
de modo que el círculo sea la gráfica de la ecuación 

**+ (y — 6)* = 4. 

La región R que va a girar alrededor dei eje X está limitada por las gráficas de 
dos funciones, F y G t siendo 

F = í(*’7) | «* + (y —6) 1 = 4,y > 6} 
tal que F(x) = 6 + V4 — x 3 , y 

C=((x,y) \x*+ ( r —6)’ = 4,y <6} 
tal que G(x) = 6— V4 — x\ 


264/INTKGEAUtS DEFINIDAS 


Fie 554. El volumen de la 1 -és.ma aiardela o_ 

t[(6 + VCT)«-(6-V4=17)-]^. 

Y U suma de «proximación dei volumen dei lote « 

± .[ (6 + VT=77)' - (6 - 


6 2 24»V4— tS A*i, 

donde A*i = *t — **->’ ** € e. conjunto K„.x,, 

«.} determina una partieión de [-2; 2]. Vemos que 


,*!»***• *"~ 1 ' 


V= J’ 24wV4—^dx. 


. medi0 dei Teorema Fundamental requiere la determi-. 
Clcular esta tnmgr.l por m d d a un método p.ra efectuarlo 

nación de ona antedenvada de 24»v > 

Çünsr: i-=rM= —■ - — 

[0;4] (sobre el eje Y) mediante los numeros 

{y«, y., y». ‘ •' - Y <«• y»' ‘' ’ r *"” y "' 

y hacemos Ay, = y. — *->•_ . ^... 

es un aumento de la particidn. J” «HoÍto^U 

Ü' ?rX>A» ^ “" ri " “'" 

volumen es 

r r( v4i7)._v(ij ]**• 

u suma de, aproxunaeiòn para e, volumen de, sdlido dc revolucidn es ;g 


Í[-(V5S« —(t) ]* y ‘ 

i-(*•-£)*• 
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termina una partición dei intervalo [0;4]. Observemos que si // es la función 
dada por 

ff(y) =7r(V—jgj pá™ r€[°; 4 ]» 

cntonces la suma (36) es de la forma 

jr/fM A?i, 

• «-1 

que es la usada en la definición de 

!>«*■ 

Por tanto, si K es el volumen dei sólido de revolución, podemos hacer la iden* 
lificación 

Y=\y(y)dy=\\^-Qiy. 

y encontraremos que 

V = rr |^2y a — J = ~ ir unidades cúbicas 


( 
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EJERCICIOS 

eie * M Halle d volumen d«l sôüdo que ee ubtiene cuando R gira alrededor dei 

* \ Obtenga la fônuula dei votamen " 

y base de radio r,d voluroen dei sólido gencrado tl Rirar 
En los ejercicios de 4 al 10 halle ei^ dadas> alrededor deí eje 

&3s:S2£2íl 

-£i SK 

Uda a la derecha pur la grafica d. * - 3 + v H 

_ o \/G_<v 


Fig. 5.28 


Fig. 5-27 


o , _ n * — 1 * = 3; alrededor dei eje X. , 

9 y = \í — í)'% = 0,* = —1.* = 2 ; -Wededor dcl e,e X. 

xíítüi i S^L^ssfsiSS”"" 
“"ffõKíl«s Jj «taJJS d - '■ ai ” '• 

•oroo un sólido de revolución. (.s/n 3 ! + (r*/6 a ) = 1, a > ó, 

*.SJKr.?i is yasr- •“ *—• ®- •“ * 

Rama esfcroidc alargado ). 
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14. Halle el volumen dei sólido generado cuando el interior de la elipse 
dei cjercicio 13 gira alrededor dei eje Y. (Este sólido sc llama csferoidc achatado.) 

15. Halle el volumen de un casquete esférico de altura h, de una esfera de 
radio t. Vea la Fig. 5.26. 

16. Halle el volumen de la porción de una esfera de radio r, que queda entre 
dos planos perpendiculares a un diâmetro y a distancias k y k dei centro de la 
esfera, si 0 < h < k < r. Vea la Fig. 5.27. 

5.10 Trabajo. Uno de los conceptos básicos en mecânica es el dei irabajo 
realizado cuando una fuerza / produce el movimiento de un objeto una distancia 
d, en la dirección de la fuerza sobre una trayectoria recta. Si la fuerza / es cons¬ 
tante durante el despi azamiento, el trabajo W hecho por la fuerza queda definido 
mediante 

W = jd. 

Sin embargo, si la fuerza / no es constante durante el desplozamiento dei objeto 
a través de la distancia d, cl trabajo no se puede expresar en forma tan siraple. 

Consideremos una partícula P que se desplaza sobre la línea coordenada, 
desde el punto de coordenada a hasta el de coordenada 6 por medio de una fuerza 
/ = F(*),x£ [a; 6], de donde F es una función cuyo dominio contiene al inter¬ 
valo [a; 6]. En otras palabraa, F(x) es la fuerza aplicada a la partícula P cuando 
sc cncuentra en el punto cuya coordenada es *. ^Córao hemos de definir cl 
"trabajo” realizado en esta situación? Procederemos como para las áreas de regio- 
nes planas y para volúmenes de sólidos de revolución. Trataremos de construir 
una suma que dé una aproxiraación a la cantidad que deseamos llamar “trabajo” 


Fuerza - F(x) 



Flg. 5.28 

suma que tenga Ia propiedad de que podamos producÍT una aproximación “más 
cercana” al “trabajo”, aumentando el número de términos en Ia suma de aproxi- 
mación mientras decrezca la magnitud de cada término. 

Puesto que la fuerza opera sobre el intervalo [a; 6], formemos una parlición 
P* de este intervalo mediante cl conjunto de números 

{*«, *i, *i-i, *!,•••, *1.-1. *n} 

donde Ax. = ** —para & = 1,2,3, • • •, n y seleccionemos un aumento 

Tn = {*i, <*,••*, ti, • • •, <•} 

como se muestra en la Fig. 5.28. 

Cuando Ia partícula sc mueve de x<-i a x it el trabajo realizado es aproxi¬ 
madamente igual al produeto 


F(ti) 
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j a menor longitud A*i dd subintervalo mayor será la aproximación. 

Podemos tomar la suma 

,)A*i (37) 

ial 

como una suma de aproximación para Ia cantidad que deseamos üamar “trabajo” 

W realizado al moverse Ia partícula de a a 6. La suma (37) puede convertirse 
en mejor aproximación de W si disminuimos la longitud de los subintervalos de 
la parüción lo que permite que formulemos la siguicnte definición: Si existe un 
número W tal que dado cualquier t > 0 exista un número 8 > 0 para el cual 

a» 

W — A** < « 

i*i 

para toda partición P„ de [a; ò] y todo aumento T n con «*><*• entonces W es 
el trabajo realizado por Ia fnerza / = F(x) al mover una partícula de 
a a b, a lo largo de la línea coordenada. 

Comparando esta definición dei trabajo W con la de integral definida vemos 

que si W existe, 

W = JV(*) dx (38) 

siendo F(x) la fuerza aplicada a la partícula cuando ésta se encuentxa en el punto 
cuya coordenada es x. 

Si la unidad de fuerza es el kiiogramo, y si la unidad de distancia ea un 
metro, entonccs la unidad dc trabajo ea el kilográmetro. Otras unidades como 
la libra-pie, el gramo-centímetro, etc., pueden usarse como unidades de trabajo; 
nosotros usaremos casi únicamente el kilográmetro. 

Un ejemplo simple dei trabajo realizado por una fuerza no constante nos lo 
proporciona el alargaraiento o la compreaión de un resorte helicoidal. La ley © 
Hooke afirma que la fuerza necesaria para estirar un resorte helicoidal, varia direc- 
lamente con (es proporcional a) la elongación dei resorte; la fuerza P(x) necesana 
para producir una elongación de x unidades está dada por lo expresión F{x) — 

Para un resorte en particular, la constante k puede ya estar dada o debe ser 
calculada a partir de I 09 datos. 

Ejemplo 1. La longitud natural de un resorte es 20 cms. Dicho r«ortc. 
se estira hasta una longitud de 22 cms. mediante una fuerza de 20 kgs. Halle el 
trabajo realizado al estirar cl resorte desde 24 hasta 28 cms. de longitud. 

Solución. Como hemos considerado el kilográmetro como unidad de trabajo,- 
debemos usar mts. para medir las longitudes dei resorte. Sabemos que la fuerza^ 
F{x) requerida para producir un alargamiento de x mu. está dada por. 

F(x) = kx. 

Determinaremos el valor de k si notamos que F(0.02) = 20 y 
20 = A; (0,02), k = 1000 kgms. por metro 

Dc donde, mientras * no exceda el limite elástico dei resorte 

F(x) = 1000*. 
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Desçamos calcular el trabajo realizado por esta fuerza si aumenta la cxtensión 
dcl resorte dc 4 a 8 cms. = 0.08 mts. Por tanto, de acuerdo con la igualdad 
(38), el trabajo realizado queda dado por 

1 0.08 o.oa 

1000* dx = 500 * 5 J = 2.4 kgms. 

Otro problema acerca dc trabajo y al cual se le pueden aplicar los métodos 
de integración es la detcrminación dei trabajo realizado al bombear agua (u 
otro liquido) de un tanque. El principio físico que usamos en este problema 
es el que afirma que si un objeto se eleva una distancia vertical A, el trabajo 
realizado es cl produeto dcl peso dei objeto, por la distancia A; si un cuerpo que 
pese 6 kgs se eleva 5 mts, el trabajo realizado será 6-5 = 30kgms. 

Supóngasc que se tiene un tanque, tal como el de la Fig. 5.29, que contiene 
agua hasta una profundidad de k mts. Deseamos calcular el trabajo W realizado 
al bombear el agua a la parte superior dei tanque. Procederemos, como cn las 
anteriores aplicaciones de la integración, escribiendo una suma de aproximación 
para el trabajo realizado. Veremos como esto nos conduce de un modo natural, 
a una definición dcl trabajo realizado que nos permitirá usar la integral definida 
para calcular este trabajo. 



Fig. 5.29 


Considérese el sólido de altura k mts. que está Ileno de agua. Como primer 
paso, aproximemos este sólido por medio de un conjunto de sólidos elementales. 
En este caso, los sólidos elementales usados serán naturalmente, un conjunto de 
n cilindros (no necesariamente circulares); el i-ésirao cilindro aparece mostrado 
en la Fig. 5.29. Si el área de la base dei t-ésimo sólido dementai es A it su volumen 
será Ai Ad^ Puesto que el agua pesa (aproximadamente) 1000 kgs. por m J , el 
peso dei agua cn el i-ésimo sólido dementai es 1000 A { Ad { . La cantidad de trabajo 
realizado para elevar este sólido dementai Ileno de agua, hasta la parte superior 
dei tanque es aproximadamente. 

(39) 


(lOOO^i Adi)di 
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y la auxna 


jr (1000/4 iàdi)di , vw; 

cl trabajo realizado para vaciar el tanque, 
cn una mejor aproximación (al trabajo 
haciendo más pequeno el 
Ad t mayor aproximación 
■1 Komhear cl agua hasta 


es una suma dc aproximación para 

a cantidad (39) se puede convertir 
realizado para elevar el é-m imo sólido dementai) 
espesor A<f< dei cilindro. De forma similar, a men 
de la suma (40) al valor dei trabajo total realizai 

111 P To e rmLemos d uTgu^te drfinición. Si existe un número * ta. que o.u» 
cualquier . > 0 haya un número 3 > 0 para d cua 

Adi)di <a 

bombear el acua. hasta la parte supenor dei tanque. 


4 mts 


10 mte 
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para íi £ S y que sea integrable sobre S. Como se debe proceder en casos espe¬ 
cíficos se muestra en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 2. Un tanque tiene forma de cono circular recto con el vértice 
hacia abajo y el eje vertical. El radio de la base dei cono es 4 rats. y su altura 
es 10 mts. Si el tanque esti lleno de agua hasta una profundidad de 8 mts. 
calcule cl trabajo necesario para bombear el agua hasta la parte superior dei 
tanque. 

Solucwn. El tanque sc muestra en la Fig. 5.30. Aproximemos el cono lleno 
de agua mediante un conjunto de n sólidos elementales en forma de discos; el 
i-ésimo sólido dementai está mostrado en la figura. El trabajo requerido para elevar 
el i-ésimo sólido dementai hasta la parte superior dei tanque es aproximadamente 

(1000j4{ &di)d{ 

donde Ai es d érea de la base dei i-ésimo disco. Si rj es d radio de la base dei 
disco, entonces 

Ai = irrfy 

y la cantidad aproximada de trabajo realizado para elevar d disco hasta la parte 
superior dd tanque es 

(ÍOOO^M)^, (41) 


y X(1000xr t a Aá t )<*< (42) 

4al 

es la suma de aproximación para d trabajo W necesario para bombear el agua 
hasta la parte superior dei tanque. 

Para poder expresar cl i-ésimo término (41) de la suma de aproximación 
en la forma 

FMAx it (43) 

debemos tencr una línca coordenada sobre la cual se pueda graficar d dorainio 
de F. La Fig. 5.30 muestra una posiblc poaición para la líneu coordenada; allí d 
origen se toma al nivd superior dd tanque y d eje coordenado se dirige hacia 
abajo, paraldo al eje dei tanque. Una vez hecho esto, cada sólido dementai usado 
para obtener la suma de aproximación determina un subintervaio dd intervalo 
cerrado [2;10] sobre el eje X; la base superior dei i-ésimo disco determina un 
punto %i~\ en d eje, y la base inferior de dicho disco determina un punto Xt en 
el mismo eje. EI conjunto de números {x 0 . * 2 » * ’ ’***-»» **t * * *»*») asi 

determinado generará una partición P n dei intervalo [2; 10]. Si cscogcmos un 
aumento 


do P n , haciendo 


Fn — {^I» *1» *n) 

ít = xí para i = 1,2,3, •••, n, 


veremos que 


di = Ci, Adt = = Ax u 
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y 1. suma d. ípioximación (42) « P»«i« «cribir 


£ lOOOtrr}»» A*i. 

ABC cs semejante al triângulo ADE, de modo que 

BC _ DE 
-ÃB-ÃÕ' 

Además BC = r», AB = 10 l^DE = f AD — 10, aai que 

u _ jL 

w=n: _ Tõ. 

1 r, =1(10 — 1.). 

Por tanto la auma de aproximaoión (42) se puede pone. 


glOOOir [| (10— *<)] *»**• 


» cr*,.- xil Y cl conjunto (*o> **» * *" • Xi * 1 ’ **’ ‘ ’ ’ * 

H «—"° ác ,a 

sul (44) es de h forma ^ ^ 

dondí F{X ) r= 1000»»(10-*)!**• (45) 

ÍTE 125 ^>“ “ r "“ 


(P-ilOOOrfJdO— 

i*l t- 


t » .» f j.j» oor ( 45 ) cs continua sobre [2; 10] y de ahi . 

ZZZ&ZZ SS. U L. <«. - a a» 

£/(**) A*i 

siendo A** = € [*-;"]• D. *onde, -«** >« de 

definida, vemo. q-e el número W « existe y 

W = j" FW * = J" MOOrg (»—)]**• 

Evaluando la integral tenemoa 

r=i 27|80_ ffkgm9 
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origen se haya cscogido al nivd dei vértice dei cono y cl eje se haya dirigido bacia 
arriba (véase la Fig. 5.31). Entonces el sólido elemental asado para obtener la 
suma de aproximación generaría una partición dei intervalo [0; 8], en que la base 
inferior dei i-ésimo disco determinaria un punto m-\. y Ia base superior, un ponto 
Xi dei intervalo [0;8]. El aumento T u quedaria dado haciendo 

^ = Xi.i para i = 1,2, • • •, n. 


10 rrts 


Además podemos expresar r 4 en términos de t*, observando que 


La suma de aproximación de W seria 

j£1000r (!»,)'(10 — t,) A*, 

donde A* t = * 4 — **- x , í* £ [*«-»; **]* y el conjunto {x®, *„ , *») gene- 

raría una pariición de [0; 8] y de aqui que 

r = J‘ iooox( g * )* (xo — *) Ax. 

El estudiante debe comprobar que el valor de W encontrado mediante esta 
integral concuerda con el valor encontrado en el ejemplo 2. 
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9 mts 


1 3 mts 


Fig. 5-32 

dc aproximación dei trabajo total será 

£ (lOOOrr** Arf t )dt- 
4*1 

coordenado como se senala, con el origen 


Coloquemos el cje 
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tanque y con dirección positiva hacia arriba. La coordenada dcl punto dei eje de 
nivel que corresponde ai nivcl superior dei agua será 8 y la dei nivel inferior será 
—10. La base inferior dei i-ésimo disco circular determinará un punto de coorde¬ 
nada «í-, en el eje y la base superior determinará un punto de coordenada X\. 
El conjunto de números así obtenidos, {** x u x*. • • •, x t - u * 4 , • • •, x *}, gene- 

rará una partición dcl intervalo [—10; 8]. Sea T„ el aumento de esta partición 
obtenida al hacer f| = X{. x . 

Ahora bien di = 19 — C lt ád t = x t — Xi- x = Ax t , y r t * = BC 2 — ÃC* = 
10*—(*0 a . De ahl que Ia sqma de aproximación dei trabajo total se puedc 
escribir 

JTlOOCMlOO — «4 a ) (19 — ti) (46) 

4=1 

donde Ax« = x t — í t £ [*i-,; x* J, y el conjunto (xo, Xt, x,, • • •, *«-», x it • • •, 
*»-i»**} determina una partición dei intervalo [—10; 8]. Notamos que si F es la 
función para la cual 

F(x) = 10CKM100 —x*)(19 —x), [—10; 8], 

la suma dc aproximación (46) se puede escribir 

2 ^(* 4 ) Axi 

t«l 

donde Ax* = x 4 — **-», £ [* 4 - 1 ! *i] y el conjunto {*„, x l , x,, • • •, x^, x u • • •, 

Xn-if *n) determina una partición de [—10; 8]. Puesto que la función F es continua 
y por eso integrable sobre [—10; 8], sabemos que si existe el trabajo W para el 
cual (46) es la suma de aproximación y que 

W =\' KXXM100 — * , )(19 — *) dx 

J-10 

= 24,947,936jt kgms. 

Al resolver un problema de este tipo el estudiante debe dibujar priraero la 
figura cuidadosaraentc. El sólido que contiene el agua que se va a bombear debe 
aproximarse por medio de un conjunto de sólidos elemcntalcs y el trabajo aproxi¬ 
mado necesario para elevar el agua en el i-csirao sólido elemental hasta el nivcl 
deseado debe entonces caicularse. Mediante la selección adecuada de un eje coorde¬ 
nado. el trabajo puede expresarse en términos de una partición y un aumento de 
un intervalo cerrado sobre el eje y con ello encontrar una suma dc aproximación 
para el trabajo total. Si se puede ver que cl i-ésimo término dc la suma de aproxi¬ 
mación es de la forma 

PM Ax« 

siendo F una función integrable sobre el intervalo, entonces el trabajo total existe 
y cs igual a la integral de F sobre el intervalo apropiado. 

Si deseamos encontrar cl trabajo necesario para llcnar un tanque, más bien 
que para vaciarlo, procederemos dc igual forma, excepto que para cada sólido 
elemental calcularemos el trabajo aproximado requerido para subir el agua dcl 
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total. 

EJEBCICIOS 

’ L Un. tem de 25 «cgs. alarga un resorte 3 em. Enc-entr. e. «rabajo j 

r ne t uTo„S 2Sft —'-» f - u ; TioViVct 10 slar 

* ! «. Calcule c. 

£n los ejereicios dei 5 al 18 ^ J ‘ anli | a( ] aproximada de trabajo rela- 

Wsimo sólido elexnenul usad , P e« ÍU m« de aproximaciôn para el 

cionada con el r-ía.mo «.lido elemeruij-^ ^ coordcnado usado . 

iTi Uen" 

Sf5r“íSS=:SSSiiS 

por aobrc 1. p.r.c superiorjel U»q~ ^ ^ ^ ^ ^ ^ d 

7. Un tanque hemirfenco e 20 ^ d superior dei tanque. 

«JWttP— ’ uperior d " 

tanque. • i ar ™ «„ cie vertical, su vértice hacia abajo, | 

10. Un tanque es un cono eircuUr_<»" uer ;do para llcnar el tanque 

baae de radio 3 .«jT»***^ ^o . 30 m. abajo dei vértice dei tanque, 
con agua que se bombea desde P w m m „ un ci li„dro 

11. Se construye un 20 m Si el tanque está lleno de 

SÍcXl-l «a°baío n«-Ho pJ bombear el agua hasta la parte supenor 

dCl ttTse construye Ianque 2á 

- W* querido para bombear ci agua hasta hg 

parte superior dei tanque. ^ . d e radio r mts. y altura A: mtajg 

13. Se construye u^tanquecomc ba sobrepuesto Calcule ri , 

“VTo agua nue se bombea desde ,a base 

dei tanque. , . cuya ^cciõn transversal vertical es tm 

n «A as ” r s ” - 2 - - to ”* “ 
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el trabajo requerido para bombear el agua desde el recipiente hasta una altura de 
5 m. 9obre la parte superior deí recipiente. 

15. Un tanque tiene forma cónica con eie vertical y vértice hacia arriba. 
El radio de la base dei cono mide 5 m. y la altura es de 8 m. Si el tanque eatá 
lleno de agua calcule el trabajo necesario para bombear el agua hasta un punto 
a 10 mts. sobre la parte superior dei tanque. 

16. Un tanque hemisférico de radio de 5 m. está lleno de un líquido que 
pesa 60 kgs. por m*. Calcule el trabajo necesario para bombear el líquido hasta 
la parte superior dei tanque. 

17. Un tanque tiene la forma dei sólido que se obtiene al girar una parábola 
sobre su eje. El tanque tiene 8 ra. de profundidad y 16 m. de ancho en su parte 
superior y está lleno de un aceite que pesa 60 kgs. por m*. Calcule ri trabajo 
requerido para bombear el aceite hasta la parte superior dei tanque. 

18. Un recipiente de 12 ra. de largo y cuya sección transversal vertical.es 
un semicírculo de radio de 2 m. está lleno de agua. Calcule el trabajo requerido 
para bombear el agua hasta la parte superior dei recipiente. 

5.11 Fuorza debida a la presión de flúido». Otro tipo de problemas de 
física en los que conviene usar la integración es la determinación de la fuerza 
ejercida por un fluido sobre una pared vertical. Usaremos, además, algunos hechos 
básicos de la física. 

1. La presión sobre un punto en el interior de un fluido en reposo es igual 
en todas direcciones. 

2. La presión sobre un punto en ri interior de un fluido es igual al peso de 
una columna dcl fluido que tenga sección transversal unitaria y altura igual a la 
profundidad a que esté el punto. Por tanto, si la densidad (peso de una unidad 
cúbica) dei fluido es w, la presión p (fuerza por unidad de área) a una profun¬ 
didad h unidades bajo la superfície, estará dada por 

p = wh. 

3. Si una placa de área A se sumerge en un fluido de densidad w con la 
superfície de la placa paralela a la superfície dei fluido y a nna profundidad 
<le h unidades, cntonces, ya que la presión es fuerza por unidad de área, la 
fuerza F sobre la placa estará dada por 

F — pA = i vhA. (47) 

4. Si la profundidad se mide en metros, cl área en metros cuadrados y la 
densidad en kilogramos por metro cúbico, la unidad de fuerza será el kilogramo. 

5. La densidad dcl agua se considera generalmente como igual a 1000 kg/m 3 . 

Desçamos considerar el problema de determinar la fuerza ejercida sobre un 

lado de una placa P , sumergida verticalmente en un flúido de densidad w. Al 
igual que en las ires secciones precedentes, debemos encarar priraero cl problema 
de definir la cantidad física cuyo valor deseamos determinar. 

Sea la placa sumergida la representada en la Fig. 5.33. En esta representa- 
ción colocamos un eje coordenado perpendicular a la superfície dei flúido. La 
selección dei origen y dei sentido positivo dei eje son arbitrarias; en la Fig. 5.33 
colocamos el origen en la superfície dei flúido y dirigimos el eje hacia abajo. 
Para que el problema se pueda manipular por los métodos matemáticos de que 
disponemos, suponemos que existe una función continua G, tal que el ancho de 




Fig. 5.33 

,.34, «te conjunto de n rec,ângulos determina una pamción dei «J 

[onde u es la coordenada dei nivel superior de la placa y 4 “ la “° rd " f n “ 
Z\ interior. Sean loa pun.o, extremo, de lo. .ubmtervalo. de U part.con los 


= a. x Xl x~. 


•, *i-i. **.•*•» *»-n *» — b 


y ‘“CTde^^^gulo de aproximación -«b- U^ 

Si todos los puntos de este rectángulo eatuvreran a una proiund.dad /... c y 
coordenada es t„ tendriamos, según (47), que la fuerza ejercda sobre este rec- 

,4nBul ° 5Cl!a <«>■ 

(v. que el área dei rectángulo es C(ti) A* y la profundidad es h. - <.)• 
supulto que no todos los puntos dei i-ésimo rectángulo «Un . la rmsma pro 
fundidad dc modo que (46) es sólo una aproximación a la fueraa sobre d 
S3ÍÍ Xj. mientras menor sca el ancho Ax, de. 

«rfU aproximación de (48) a la fuema sobre el rectángulo. De todo esto, 

consideramos a MítfM 


J wtiC{ti) te 


, (49) 
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u placa (perpendicular al eje) « una profundidad correspondien.e a la coorde- 

nada *, quedará dado por G{x). , , . , 

Para obtener una suma de aproximación para la fuerza total sobre a pla^ 
aproximaremos la superfície de la placa mediante un conjunto de n rcctánguU. 
Un” njunto tal, para n = 8, aparece en U Fig. 5.34. Como se md.ca en 1. F.g. 
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Fig. 5.34 


.t 
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número e > 0, exista un número 8 > 0 tal que 

srST-ts: jtfI"Sr‘JísS-T 

verticalmente en un flnido de densidad w. 

Vemos que si R es la función definida por 

H{x) = t»*C(x), *6 

entonces (49) e, U .um. S[H;P.;T.] u«d. eu la deíinición d. J .*(•> * 



Fig. 636 


y pu„«o que C e, continua sobre [o; 6] por hipd.esis, H será conünu. sobre [a; 6]. 
Por unto, 1. integral j W) <** «**« por lo que el número F existe y 

F = j*ff(*)<l* = J *“*£(*) «**• I 50 ' 

*—r-»» * í.f m* zs£ as 

rrespondiente, situar un eje coo * - ó (48 \' y «uma de aproximacion : 

de aproximacion y «prmr 1.puede determinar la to- ;■ 
(49). De la suma dc aproximacion « e»u v 

ción H y foTmular la integral (50). 

EJemplo 1. Calcule la luerza ejercida sobre el ex.remo semkircular de un 

; . 1 . de aeua si el semicírculo tiene un radio dc 4 mts. 

recipiente que esta lleno de gu i fy, 5.36. Seleccioncmos 
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recipiente mediante n rectángulo*, el i-ésimo de los cuales aparece en Ia Fig. 536. 
Expresemos ahora la coordenada de la parte superior dei i-ésimo rectángulo por 
%i- u la coordenada de la parte inferior por x 4 y la coordenada dei nivel en que 
el ancho dei recipiente es igual a la longitud dei i-ésimo rectángulo la expresa- 
remos por í it donde £ [xi-i; * 4 ]. La longitud deJ i-ésimo rectángulo es 2(AW), 
donde 

m* = M> — 2» B , 

o 7VÃ? = V (4)’— (»,)*. 

De donde la longitud dei i-ésimo rectángulo será 

2V16 — 

y puesto que su ancho es Ax 4 = x* — »t-x, su área será 

2V16 —/i* Ax*. 

Podemos ahora expres&r la fuerza aproximada sobre el i-ésimo rectángulo como 

2(1000) (I.V16 —*t*A*t) 

y la suma de aproximacion de la fuerza total ai extTemo dei recipiente será 

£ 2(1000)^ V16 —14* A*4, 

donde Ax* = x % — * 4 - 1 , t { £ [* 4 - 1 ; **], y el conjunto {xo. * 1 , x?, • • • t x,-„ x it • • •, 
Xfi-i» x n ) determina una partición dcl intervalo [0;4]. Puesto que la función H 
para la que 

H{x) = 2 (1000) xV 16 — x* 
es continua sobre [0;4], la fuerza F queda dada por 

F= ^H{x) dx = j 2000x V16 — x a dx 
= [-} U6-x.)V.]; = JW4) = 1^00 ^ = J|8 _ 


Ejemplo 2. Un dique con forma de segmento parabólico tiene 40 m. de 
ancho en su parle superior y 40 m. de profundidad. Calcule la fuerza sobre una 
cara dei dique si el nivel dei agua está en la parte superior dei dique. 

Solucidn. La Fig. 537 muestra una representación dei dique. En este caso 
resulta conveniente situar el origen dei eje coordenado en Ia parte inferior dei 
dique y dirigir el eje hacia arriba como se ve en la figura. Se muestra en ella 
también el i-ésimo rectángulo de aproximación. Llamemos x\- x a la coordenada 
de la parte inferior dei rectángulo, x* a la coordenada de la parte superior y t\ 
a la dei nivel en que el ancho dei dique es igual a la longitud dei i-ésimo rec¬ 
tángulo, donde U £ La longitud dei i-ésimo rectángulo es 2s t ; desea- 
mos encontrar una función G para la cual st = G(t\). Notamos que la pareja 
{tu si) puede considerarse como las coordenadas de un punto sobre una parábola 
con vértice en el origen, eje sobre el eje X y que pasa por el punto (40,20), 

(véase la Fig. 538). 
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20 mis 


40mta 


Flg. 6.87 

Esta parábola.cs la gráfica de la ecuación y’ = kx, donde k quedará de¬ 
terminada mediante la condición dc que la parábola pase por (40,20). De esto 
resulta que 

(20)’ = A(40) y * = 10, 
de modo que la ecuación de la parábola es y* = 10*. 

Por tanto, Ji* = 10í*, s* = Vl0í<, 

y la longitud dei i-é simo rectángulo será 

2sí = 2 VTÕI7- 

m ancho dei i-ésimo rectángulo es A** = *i — *i-x y la profundidad ^ en el 
nivel cuya coordenada es U será hi = 40 — h. 
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De aqui que ia fuerza aproximada sobre el i-ésimo rectángulo sea 

1000(40 — *,) (2 VTÕÍ) 

y la suma de aproximadón para la fuerza total sobre la cara dei dique será 

Z 2000(40— ti) vlõí A*« (51) 

donde Ax* =x i ~x i . u t i £ [í*. x ; í.J, y ci conjunto {** x Xt *«,•••, *<_*, * íf •••, 
x n.u^) determina una partición dei intervalo [0;40]. La suma (51) ea de la for¬ 
ma Ax* donde 

i-x 

H(x) =2000(40 —*)VlÕÍ 
y puesto que // es continua sobre [0;40], tendremos que 


F = \ q H(x) dx= 2000(40 —x) VI ÔZdx 

= 2000 j‘ a [40VÍÕ- Vj— V1Õ(*)’^] dx 

= 2000(40 vTÕ^_f (40) •/* — VlÕ • $(40)»' 2 ] 
_ 12.800,000 V2 , 12800 V2 

- 1 -kgs =- - -tons 


EJERCICIOS 


En cada uno de los siguientes cjcrcicios dibuje una figura que represente 
Ia superfície sobre la que se ejerce la fuerza que se va a calcular, indicando 
claramente el eje coordenado usado. Trace también el i-ésimo rectángulo de 
aproximadón, dá una aproximación para la fuerza sobre este rectángulo y formule 
una suma de aproximadón para la fuerza total sobre la superfície. 

L Un tanque cilíndrico circular de 6 rats. de diâmetro tiene su eje hori- 
zontalmcnte. Si está llcno de agua hasta Ia mitad, calcule la fuerza ejercida sobre 
una de Ias paredes verticales dei tanque. 

2. Un recipiente cuya seceión vertical es una parábola mide 3 mts. de 
ancho en su parte superior y 3 mts. de profundidad. Si el recipiente está lleno 
de agua. calcule la fuerza sobre un extremo. 

3. Un tablero de forma triangular con base de 4 mts. y altura de 2 mts. 
sc sumerge verticalmentc cn agua. Calcule la fuerza ejercida sobre un lado dei 
tablero cuando la base está al nivel de Ia superfide dei agua. 

4. Calcule la fuerza ejercida sobre una cara dei tablero dei ejercicio 3 si 
la base esta horizontalmcntc y a 3 mts. bajo la superfície dei agua y el vértice 
queda bajo Ia base. 

5. Los extremos verticales de un recipiente para agua son triângulos isósce- 
les qc b mts. de ancho en su parte superior y 5 mts. de profundidad. Calcule la 
iuerza ejercida sobre un extremo dei recipiente cuando este está lleno de agua. 

, 6 - U P ared v «rtical de un dique es la parte inferior de una elipse cuyo 
C, ®j m 5n 0r mi< > , V forma. Ia parte superior dei dique, y cuyo eje menor 
mide 40 mts. Calcule la fuerza ejercida sobre la pared dcl dique si el nivel dei 
agua flega a la parte superior de Ia pared. 

7. Si en el ejercicio 6 el eje menor de la elipse forma la parte superior 
dei dique, calcule la fuerza ejercida sobre la pared si el nivel dei agua Sueda 
en la parte superior de ella. 6 H 
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^%»^J«SSís=iSSí3as 

as aSSfStti 1 ^'- %-. 

sobre la porción inferior. 


Superfície d«l fluido 


2 mta 


8mta 


10. Un« coropuerta rectanpiUr en un 
largo y 6 mts. de ancho, con el lado mayor 
Calcule la fucrn eiercida sobre la compuena 
a 8 mis. arriba dqí lado superior de la 
el nivel dei agua para duplicar dicha fuen 

11 . Una compuerta de csclusa tiene 
rior al nivel de la superfície dei agua. D» 
mediante dos líneas trajadas desde el punto 
la9 esquinas de arriba. Dcrouestre que . 
miaroa. 

12. Una placa con forma de segmento parabólico se jmmerge 
en agua quedando ei vértice en la superfície dei acua y el eje 
fundSad en la parte inferior de U pUcA Cs dc 20 
12 mts. Calcule la fueria ejercida sobre una cara de la placa. 

13. Una placa con forma de segmento parabóhco con b 
altura de 4 mts. se sumerge verticalmente y no por completo, 
pesa 60 kg /ra*. Si la base se coloca verticalmente y el eje d< 
VZmo a la superfície y . 2 mts. bajo elU, calcule la fueia e 
cara de la placa (véase la Fig. 5.39). 

EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITUL 

Calcule la integral propuesta en cada uno de los ejercicios d 

! -i dx 

(*—i! 

J ° , r w 1 

3. fVSÍ+5*- * ) -w ,en 2 * 


forma rectanguiar con la arista supe- 
dia compuerta se divide en tres partes 
.j medio de la arista inferior hasta 
la fuerza ejercida sobre cada parte es la 

- * verticaJraente 

vertical. La pro- 
ancho allí e9 de 
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En cada uno de los ejercicios dei 13 al 16, halle el érea de la región limi¬ 
tada por las gráficas de las ccuaciones dadas. 

13. y — —x* + 4x — 3, y = 0. 14. r * = 4 + *, y = * —2. 



,x = l,x = 


3,y = 0. 


16. y = x> — 4x* + 3x, y = 0. 

17. La región que constituye la gráfica de {(*, y) | £x* < y < 2x 1/a , 
0 < x < 4) se hacc girar alrededor dei eje X. Halle el volumen dei sólido de 
revolución generado. 

18. La región que constituye la gráfica de { (x, y) | 0 ^ y < 0 < x < 4} 

se hace girar alrededor de la Iínea cuya ecuación es x = 6. Halle el volumen 
dei sólido de revolución generado. 

19. Una compuerta con forma de segmento parabólico mide 32 mts. de 
ancho en la base y tiene 16 mts. de profundidad, con su eje vertical. Si ef nivel de! 
agua está a 3 mts. sobre el vértice, calcule la fuerea sobre la compuerta, debida 
a la presión dei agua. 

20. Un tanque para agua tiene forma de cono circular Teclo invertido, con 
su eje vertical y vértice hacia abajo. El tanque mide 16 mts. de diâmetro en su 
parte superior y tiene 12 rats. de profundidad. Si está lleno de agua, calcule 
el trabajo necesario para bombearia hasta un punto a 4 mts. sobre la parte 
superior dei tanque. 



Funciones 

trascendentes 


6 


Hemos descrito una función algebraica en la Sec. 1.4 y exprcsábaraos que 
una función que no es algebraica es llamada función trascendente. En este capítulo 
estttdiaicmos el cálculo de aquellas funciones trascendentes comúnraente llaraadas 
funciones trascendentes demenCales. Éstas incluyen las funciones trigonométricas, 
las trigonométricas inversas, las logarítmicas y Ias exponenciales. En la Sec. 6.1 
recapitularemos y extenderemos nuestros resultados obtenidos previamente, con- 
cernientes a las funciones trigonométricas y en secciones subsecuentcs de este 
capítulo definiremos las funciones trascendentes clcmentales aún no definidas. 

G.l Funciones trigonométricas. Las funciones de nuestra tabla son fun¬ 
ciones trigonométricas. Al dar los. domínios de Tan, Cot, Sec y Csc, n es un 
entero r. 

Dominio Rango 


Sen = { (x, y) y = sen x) R e f—1; 11 

Cos = {(*, y) y = cos x) R e [__i. jj 

Tan = (Uy) y = lanr) {* £ Re | *^ (n/2) + nn) Re 

Cot = {(x,y) y = cot x} {x £ Re\x^=nn) R e 

Sec = {Uy) y = *c*} {*€ Rt\x^{W2) + mr} ír 6 /te I | y | > 1 ) 
Csc= {(*.r) Ir = esc*} {y € Re \ |rl > l) 

En la Sec. 3.7 establecimos las fórmulas básicas 

D, sen x = cos * y D, cos * = — sen*, 

y en la Sec. 3.9 usamos la regia de la cadena con estas fórmulas para ,demostrar 
que si u = V[x) y si V\x) existe sobre S, entonces 

D, sen u = cos u D t u, ( 1 ) 


D a cos u = — sen u D,w. (2) 

: Mediante la. fórmula. (1) y (2) y atra. fórmula. para derivada., demoatra-/ 
mos en los ejercicios 51 a 54 de la Sec. 3.9 que ' 
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D* tan u = sec* u D^í, < 3 ) 

D, cot u = — esc* u D.u, W 

D, sec u = scc u un u D«u, 

D. esc it = —esc u cot u D^i. ( 6 ) 

Las fórmulas (1) y (2) son válidas para * €$, la* (3) y (5) lo sou par» 
{* | * € S y P(*) (»/2) + nr} y la» fórmula. (4) y (6) valtn para 

{*|*£ 5 y V(x) =£mr). 

Si cl estudiante no ha comprobado estas fórmulas, debe hacerlo. Las sugestiones 
para realizar estas deducciones se dan en los ejercicios mencionados. 

A continuación damos ejemplos dei uso de las fórmulas (1) a (6): 

D, sen 2x* = (coa 2x*) D,(2**) = 6x* coa 2**, 

D. cos (sen x) = [—(sen x) ) D, sen x = -cos * sen (sen *), 

D, tan* 3* = 2 tan 3xD, tan 3* = (2 tan 3* sec* 3*)D.(3x) 

= 6 tan 3x sec* 3x, 

D. cot 3x' = (—esc' 3**)».(S**) = —«* “c* 3», 

D. sec 5** = (sec 5** tan 5»*)D»(S**) = 10 * kc 5*'tan 5**, 

Di cso3í* = (—cac 3 t*cot 3t*)D,(3t') = —9i* «c 3í* cot 3t>. 

Como diferencial», la* fórmula» (1) a (6) quedarán como sigue: 

d(senu) = cOsuiiu, tf(cosu) =—aenudu, 

d (tan u) = aec 1 u du, d( cot u) = —cac»u du, 

d( sec u) = sec u tan u du, d( cac ») = —esc » cot u du. 

El tener familiaridad con estas fórmula» para diferenciale* facilita el cálculo de 
antiderivadas. Respecto a esto, es bueno tener los siguientea datos presentes: 


Si dy 

— a sen u du, 

entonces 

y = — a cos u + k ; 

(7) 

si dy 

= a cos u da, 

entonces 

y = a sen u + k; 

(8) £ 

si dy 

= a sec* u du. 

entonces 

y = a tan u + k; 

(9) • 

si dy 

= a esc 2 u du , 

entonces 

y = — a cot u + k; 

(10) 

si dy 

= a sec u tan u du. 

entonces 

y = a sec o + k; 

(11) 

si dy 

= a esc u cot u du. 

entonces 

y = — a esc u + k. 

(12): 


Las proposiciones (7) y (8) deben »er ya familiares puesto que se han enun¬ 
ciado en Ia Sec. 3.14 y hemos hecho numerosas aplicaciones de ellas. Las propo- 
siciones (9), (10), (11) y (12) se pueden demostrar en forma semejante a la 
que se usó para demostrar (7) y (8). Para recordar al lector el procedumento, 
demostraremos (9). 

Supóngase que F(x) tiene la propiedad de que 

D«F(x) = a sec* uD«u. 

Según (3) M4V ^ 

D,(a tan u) = o sec* u D,u. ■ '7 
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Recuérdese que según el teorema 20 de la Sec. 3.11 

D ,F(x) = D,C(x) F(x) = G(x) + k. (15) 

A partir de (13), (14) y (15) se sigue que 

F(x) = atanu + £. 

Es decir que 

si ^(x) = a sec 2 u DrU, entoncea F{x) =atanu + fc. (16) 

Si hacemos y = F(x) de modo que dy = F'(x) dx, la proposición (9) se sigue 
de (16) y de la definición de diferencial. 

'Si dy = sec 3 2xdx — \ sec 3 2x d (2x), 

entonces según (9) y = \ Un 2x + k. 

Si dy = sec 5x tan 5x dx = $ sec 5* tan 5x d(5x), 

entonces según (11) y =: \ sec5x + k. 

Ejemplo. La región limiuda por la curva y = tan x, el eje X y la línca 
cuya ccuación es x = tt/ 4 gira olredcdor dei eje X. Calcule el volumen V dei 
sólido generado. 

Solución. Usando el procedimiento senalado en la Sec. 5.9 obtenemoa 

— r*/« 

^ = 7r ] 0 Un * **** = *J 9 (sec 3 *—1) dx 
= sec 3 x dx —tanx — x]^* 

= r (um —I —tan 0 +°) = a (tan |) 

= tr^l —-Q unidades cúbicas. 

EJERCICIOS 


Encuentre la derivada indicada cn cada uno de los ejercicios dei 1 al 12. 


1. D. cos 2x. 

3. D, sen (2x — 1). 
5. D, Vl — sen 2x. 
7. Dy(ytaniy). 

9. Dj tan 3 3 j. 

11. D, esc (2 — 3x). 


2. D, sen ar. 

4. D#(sen 0 — $). 

6. D,(cos4x)V«. 

8. D»(coi 2 x*— esc 2 **). 
10. D, (sec x cot x ). 

12. D # cot(3x— 4). 


Halle J) t y para cada uno de los ejercicios dei 13 al 24. 


13. y = x cot X 9 . 14. y = 4 tan 2x — 2 cot 3x. 

15. y = sen 2 3x + cos 2 3*. 16. y = a sec (x/a). 

17. y = tan (tanx). 18. y = (esc x/ese 2x). 
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19. y = tan*-*. 20 .. y = esc2*cot*. 

21. v = tan’ a*. 22. r = »«’“• 

23. y = asec’ (x/ 2 ). 24. y = *’tan}*. 

Halle D. y para cada uno de los ejercicios dei 25 al 28. 

'25. tany = 2*/(l —**)• 26. esc *• + cot 3y = 1. 

27. ytan2* = *. 

28. sen 2*. + sen 3 y = tan 2* tan %y. 

29. Halle ei valor máximo dc tan a: + cot*; * £ (0; r/l). 

30. Se va a reforzar una parcd por medio dc una viga aue debe paaar• aobre 
otra oarcd baia dc 6 metros de altura y situada a o metros dc ia pared alta que 
va . ser reforiada (véase la fig. siguiente) . Halle la longttud s de la viga mas corta 



circular sobre lo mesa. Su K c,Uón: Use la mitad dei angulo en vert.ee dei cono como 
v.nabtemde^ndwnte.ei ^ ^ ^ ^ una wluci6n K eneral de la ec. dif. dada 

32. dy = sec’ -rx dx. 33. dy = sec 3* tan 3* d*. 

34. d y = * sec x’ tan x- dx. 35. d y = esc n* cot« d*. 

36. dv = (sec> 5x —sec 5* tan 5*) dx. 31. dy = (sec* + tan*) dx. 

38. dy — sec* * tan * dx. 39. dy = co>- 2* sen 2* dx. 

En los ejercicios dei 40 al 43 resuelva el sistema diferencial dado. 

40. dy = tan- * sec’ *, y = 1 cuando * = e/4. 

41. dy - CSC 4* cot 4*. y = 1 cuando * - */8. 

42. dy = d/* 5 ) esc- (2/*), y = 1 cuando * = 4/e. 

43. dy = sec 3* tan 3* dx, y = % cuando * — r/9. 

44. Halle la pendiente dc la gráfica de y = tan \ * en * - r/2. . . 

45. Halle el área de la región limitada por un arco de la curva cuya ecuacion 

es y = 2 sen (tx/ 2) y por el eje X. ./ 

46 Halle el volumen dei sólido de revolución que se gencro cuando la reg»*™ 
limitíf; por las grâfic» de y = tan (w*/2), el eje *y* = W. 6™ alrededor 
/ dei eje X. _ 
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Si la espcciíicacióu de la función dc posición 5, de un punto en movimiento 
rectjJJneo tiene la forma S{t) = r sen bt o la forma 5(x) = rcosóí, cl movi- 
"I 16 S, t0 un PUnl ° “ IIa , mado armónico simpU. En los ejercicios dei 47 

ai ou naile una especiücacion para la función velocidad y la función acclcración 
para la S{t) dada. 

47. 5(t) =5 sen 3í. 48. S(t) = —10 cos 3/. 

49. S(t) = 8 cos 4/. 50. S(e) = —3 sen 4/. 

51. Demucstre que si un punto P se mueve sobre un círculo de radio r con 
velocidad angular constante de b radianes por segundo, entonces la proyección 
de / sobre un diâmetro dado dei círculo tiene movimiento armónico simple. 

6.2 Funciones trigonométricas inversas. Las seis funciones trigono¬ 
métricas son periódicas y por tanto no son biunívocas. En consecuencia, la inversa 
de una función trigonométrica no es función. Sin embargo, se puede obtener una 
función biunivoca dc una función trigonométrica dada, restringiendo el dominio 
en forma npropiada y entonces la inversa de tal función será una función. Por 
ejemplo f ' 

Sen = {(*, y) | y = sen *} 
no cs biunivoca, pero la función 

*■=((*./) Ir = *»*,* e[—fsf], y € [—1 i 1]j 

si lo es (Fig. 6.1). 



Flg. 6.1 F - ((*, y) | y ■ im * * £ [— n/2; r/2)) 

Consideremos la función F rccién definida. Como se mostro en cl ejemplo 3 
de Ia Sec. 4.4, esta función es biunivoca y por tanto tiene una inversa que es 
función. Estn inversn, que se expresa mediante Arcsen, es la función seno inverso. 

Arcsen = |(*, r )|x = sen y ,y €[—€[-!;!]). 
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Del ejemplo 3 de la Sec. 4.4 sabemos que Arcsen es derivable sobre (—1; 1) 

y q u « 

D, arcsen x = ^ 1 ^ ; * £ (—1 i 1). (17) 

Considérese la función 

G = {(x,y) | y = cos*,* €(0;*],? £[—1;1]}, 

cuya gráfica se da en la Fig. 6.3. Del ejercicio 9 de la Sec. 4.4 sabemos que G 
cs biunívoca, de donde su inversa es una función. Dicha inversa, que se denota 
por Arccos, es la ftmcióti coseno inverso. 

Arccos = {(*, y) | x = cos y, y €[0;v],x 6C—’U1])« 

La gráfica de Arccos se muestra en la FÍg. 6.4. Escribiremos arccos x para repre- 
| sentar la segunda componente dei par ordenado que pertenece a Arccos y cuya I 
primera componente es x. Luego, según la definición de Arccos, 


7 



Flg. 6.4 Arccos — {(x.y) I* — cosr.r 6 CO.-srl) 


y = arccos x * = cosy y y £ (0; *], 

y arccos a, donde a £ [—1; 1J es el número único b £ (0; rr] para cl cual 
cos b = a. Por ejemplo 

1 sr / 1\ 2r 

arccos-= 5 ; arccos j = y . 
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Sabemos, dei cjercicio 9 de la Scc. 4.4 que Arccos cs derivable sobre (—1; 1), 
y que 

.. - 1 _ _ c í—1S (18) 


D# arccos x = — 


; * €(-líl). 


Como ya hemos comentado anteriormente, la función Tan no es biunívoca 
sin embargo, consideremos la función 

= [(*»y )\y = tan *»* c(—^.y *«]• 



Fig. 6.5 ff- (Uy) Ir-un*,» € (— ir/2; v/2)) 

cuya gráfica está dada en la Fig. 6.5. Del ejercicio 10 de la Sec. 4.4 sabemos que 
H es biunívoca y de ahí que su inversa sea una función. Dicha inversa, que se 
cxpresa mediante Arctan, es la función tangente inversa 

Arcum = [(*,y)|* = tany,y €(—f 5 1) ’ * €Re }- 

La gráfica At Arctan aparece en la Fig. 6.6. Eècribiremo» arctan x para repre- 
sentar la segunda componente dei par ordenado que pertencce a Arctan y cuya 
primera componente es *. De ahí que según Ia definición de Arctan 

y = arctan x x = tan y y y £ C T /2; v/2) 


y — arctan * x = tan y y y ^ t T /^» 

y arctan o, donde a £ Re, es cl número único 6 £ (—v/2; w/2) P aro ^ 
tan b = a. Por ejeraplo 

arctan 1 = — ; arctan (—1) = ’ J 1 
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Del ejercicio 10 de la Sec. 4.4 sabemos que Arctan es derivable sobre Re 
y que 

n 1 MAt 


D x arctan x = 


1 + ** 



y 



Fig. 6.7 / - (U,y) I y - cot 2 ,x € (0; v)J 


Consideremos un subconjunto de la función Cot, precisamente la función 

/ = ((*»y) ly = cotx,x£ (0; Tt),y £ Re), 

cuya gráfica está dada en la Fig. 6.7. Del ejercicio 11 de la Sec. 4.4 sabemos que 
/ es biunívoca y de ahí que su inversa sea una función. Esta inversa, que se 
expresa mediante Arccot, es la función cotangente inversa. 

Arccot = <(*,y) \x = coty,y £(0;*),* £ Re). 
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La gráfica de Arccot se muestra en la Fig. 6 . 8 . Escribiremos arccot x para repre¬ 
sentar la segunda componente dei par ordenado que pertenece a Arctan y cuya 
primera componente es *. Luego, scgún la definición de Arccot 

y = arccot x <-► * = coty y y £ ( 0 ; w ) 

y arccot a, donde a £ Re, es el número único 6 £ (0; ir) para el cual cot b = a. 
Por ejemplo 

arccot 1 = T» arccot (— 1 ) = 5^ : 



Fig. 6.8 Arccot = {(x.y) I * — cot y, y Ç (0; ir) 

Sabemos, dei ejercicio 11 de la Sec. 4.4 que Arccot es derivable sobre Re 

y 

D, arccot * = — ^ r- g- • í 20 ) 

Las restricciones que impusimos a los domínios de las funciones Sen, Cos, 
Tan y Cot para tener funciones biunívoca 9 , no son las únicas restricciones posibles. 
Por ejemplo, si restringimos el dominio de Sen nl intervalo [v/2\ 3ir/2], tendre* 
mos una función biunívoca; sin embargo para este dominio la derivada de aresen 
x no queda expresada por medio de (17). 

Para las funciones Sec y Csc, el dominio seleccionado para una función biuni- • 
voca no puede ser un solo intervalo sino la unión de dos intervalos separados. 
La sclección se hace, en última instancia, de modo que se tenga el resultado más 
sencillo posible para las derivadas de las funciones inversas. 

Consideremos la función Sec. La porción de Ia Sec cuyo dominio es 
[0; w/2) U (sr/2; t r] es biunívoca como podemos ver en la gráfica de Sec. Ade¬ 
rnas, la porción de la Sec cuyo dominio es [— v; — »/2) U (—-/2; 0] es 
biunívoca como lo cs la porción cuyo dominio es (—r;— v/2) U [0; tt/ 2) . La. 
sclección de [—*; — */2) U [0;*/2) nos da una función biunívoca para la que 
la derivada de la función inversa se puede expresar por medio de una sola fórmula, 
cn tanto que las otras alternativas necesitan de dos fórmulas para expresar la de¬ 
rivada de la inversa. 
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m 


Si hacemos 


K={(x t y)\y = secx l x r; — U ^ 0 5 5 ). 

s y € (— 00 ; — 1] U [1; + co)J 

(Fig. 6.9), vemos que K es continua y derivable sobre su dominio, y que 
D r K(x) = secxtan* > 0 para * 

D*/C(x) = sec * tan x < 0 para x _ r; _. 

Luego K{x) cs creciente sobre [0\v/2) y decreciente sobre [—— ir/2) y 
ya que K{—*) < A^(0), K es biunívoca sobre su dominio; por tanto, la inversa 
de K es una función. Esta inversa que se expresa por Arcsec es la ftración secante 
inversa. 





Fig. 85 A-((*,y)|y _*«•*,*€ [-t/ 2) u(0;ir/2)l 

Arcscc = J (ar, y) |* = aecy,y — 5) U [o;^. 

* € U [li + 00 )| 
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La gráfica de Arcsec se muestra en la Fig. 6.10. Escribimos ort 
sentar la segunda componente dei par ordenado que pertenece 
primera componente cs *. 

De ah! que por dcfinición de Arcsec se tenga 


Por tanto. 


El esttidiante debe poder demostrar que la función 


Fig. 6.10 Ar«ce- l(*,yi 1* 


y arcsec a, donde a t— to i — 1J ^ l* • “ “ c ■ 

— a/2) U [0; w/2) para el cual sec 6 = o. Por ejemplo: 

» 2 » 

arcsec2 = gi arcsec (—2) =-g- - 

Puesto que D, sec* = sec*tan* existe y es distinta de cero sobre (—ai 
a/2) U (0; a/2) sabemos, según el teorema 15 de la Sec. 4.4 que Arcsec es 
deritfable sobro (— oo : — 1) U (1 i + ») y si V = arcsec x, entonces * = sec y y 


Flg. 6.11 (U,r) ly-esc«,* € (-a: —a/2) ut0ia-/Z|) 

(Fig. 6.11) es biunívoca, dr donde su inversa es función. Esta inversa que sc cx 
presa por Arccsc es la función cosecante inversa 
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La gráfica de Arccsc se muestra en la Fig. 6.12. Escribiremos arccsc x 
jara representar la segunda componente de U pareja ordenada que pertenece a 
\rccsc y cuya primcra componente es ar. De ahí que según la definición de Arccsc 

.y = arccsc*•«-*■* = esc y y y i r; — U 

r arccsc a, donde a £ (—co ; — 1] U [1; + oo), es el número único b £ —v; 
— tt/2] U (0; tt/ 2] para el que esc 6 = o. 


D estudiante debe demostrar que Arccsc es derivable sobre (—co 
Ui + oo) y que 


Las funciones Arcsen, Arccos, Arctan, Arccot, Arcscc y Arccsc son las llama- 
das funciones trigonométricas inversas. 

Si u = V(x ), si | V{x) \ < 1 y si V'{x) existe sobre un conjunto S, entonces 
usando la regia cn cadena y las fórmulas (17) y (18) tenemos que 

TV _ . £C Í95I1 
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Si IL = V{x) y si V'\x) existe sobre 5, entonces según la regia de la cadena 
y las fórmulas (19) y (20) tenemos que 


D, arctan u — 


1 + u a 


D *“ c c° l “ = T +17' 


* € S; 




Si u F(x), si | V(x)\ > 1 y si V'(x) existe sobre un conjunto S, entonces 
usando la regia en cadena y las fórmulas (21) y (22) tenemos que 

D* aresee u = —■ ■ ., * € (27) 

u Ví** — 1 


x £S. 


D, arccsc u = - — , x£S. (28) 

ttVu* — 1 

Ejemplo 1. Halle D* arcsen (2x + 1) y dé el conjunto 5 sobre el cuoi 
es válido el resultado. 

Sdución. Usando la fórmula (23) con 2x + 1 • representando a u, obten- 
d remos 

D, arcsen (2* + 1) = P,(2 * + 11 , = , 2 ■ - . 

VI — (2*+ 1)" VI — (2* + 1) = 

Este resultado vale para 

|2* + i| < 1, 

esto es, para 

—1 < 2x + 1 < 1 ó — 1 < * < 0. 

De donde 

D,.rc*n(2*4U)=^ T =J=_, , 6 (-l;0). 

Ejemplo 2. Halle D, aresee (3* + 2) y dé el conjunto 5 sobre el cual 
vale el resultado. 

Soluctón. Usando la fórmula (27) con 3x + 2 representando a u, obten- 
dremos 


D t aresee (3x + 2) = 


D,(3* + 2) 


(3* + 2) V (3* + 2) * — 1 (3* + 2) V(3* + 2)’ — 1 

Este resultado vale para 

|3* + 2| > 1. 

esto es, para 

3x + 2 > 1 ó 3% + 2 < —1 
* > — h ó * < — 1. 


D r aresee ( 3x + 2) = 


(3a; + 2) V (3* + 2) s — 1 

* £ (—«d;— 1) U (—*; + oo). 


De donde 
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En Ia notación de diferenciales, las fórmulas (23) a (28) se pueden escribir 


au 

d(aicscnw) 


d(arccos u) = — 


'1— u 5 


w<l. 


I“l < 1. 


d (arctan u) = 


d(arccot u) = — 


TI* ; 


(414 

d(arcsecu) =—:==*=-*♦ 
ay u 1 — 1 


|u|>l; 


d(arccsc u) = — 


uVií*— í 


lul > 1. 


A partir de la primera, tercera y quinta de estas fórmulas para diferer.ciales 
.• el teorema 20 dc la Sec. 3.11, tencraos las siguientes proposicioncs: 

Si dy = i ° Au — entonces y = o arcsen u + k t M < 1. (29) 


Si dy = - j^^ r cntonccs y = a arctan u + fc. (30) 

Si dy = J 1 f . entonces y = a aresee u + k, |tt| > 1. (31) 

• Las proposiciones (29), (30) y (31) son de uso frecuente para calcular 
mtiderivadas y haremos referencia a elUs en el capitulo 7. 

Ejemplo 3. Halle una solución general de la ecuación diferencial 

, _ dx _ 

Ay “ 1 + 4x* * 


Solución. Podemos escribir 

dx 12 dx _ 1 d( 2x) 

Jr ~ i + (2íy* ” 2'1 + (2x)' “ 2 1+ ( 2xj i ' 

De modo que según (30), 

y = $ arctan (2*) + k 
» una solución general de la ecuación. 

Ejemplo 4. Resuelva el sistema diferencial 

dx 4-7T , _ 2 

7 7 3 3 
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Solución. Observe que 

, _ dx _ d(3x) 

7 “ *V (3*)' — 1 ~ 3*V (3*)‘ — 1 ' 
de modo que según (31), 

y = aresee (3x) + k para j3x| > 1. 
Usamos las condiciones a la frontera y teneraos que 


4ir 0 

— = aresee 3 


(- 1 ) 


de donde k = 2ir y la solución es 

y = aresee (3%) + 2*. 

Ejomplo 5. Evalúc la integral 

(*, 

J -a 4 + x ! 

Solución. Para poder usar el Teorema Fundamental buscamos una y = C(x) 
tal que dy = — : Podemos escribir 


d y - 4 + ~ 

Así que según (30), 


dx __ 1 $dx _ 1 d(x/2) 

+ (x a /4) “ 2 ‘ 1 + (x/2) 1 ” 2 ‘ 1 + (x/2 


r = 2 arclan 2 + /f * 


í, TT**" = S arctan I ] , = \ ■> rc,an 1 — arc,an (— 11 >3 

=iG-(-5)]=i- 

EJEBCICIOS 

Halle la derivada indicada en cada uno de los ejercicioe dei 1 al 12. 
1. D, aresen (x*— i). 2. D* arcsen (3*—1). 


3. D, arccos ^ . 

5. D, arctan x*. 

7. D«arccot ^1 — -'j . 

9. D r aresee (x* — 4). 
11. D, (x arctan x). 


4. D, arccos (1 — s*). 

6. D. arctan (1—2x). 

8. D» arccot (1 — t*). 

10. D- arccsc x*. 

12. D-[x(arcsenx) ■+• Vl—x*J. 


Halle D ,y en cada uno de los cjercicios dei 13 al 24. 
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13. y — arcsen V *. 

15. y = (arcsen x) 3 . 

17. y = a recos (2*— 3). 

2 x 

19. y = arctan L _ - 7 . 

x 

21 . y = aresee - . 


14. y = * arcsen 2x. 
16. y — arccos - . 

18. y = arctan ^ . 

20 . y = arccot ^ . 


22 . y = aresee 


T—x* 


23. y = arccsc (2 — *). 24. 7 = arcsen—. 

25. Si F(x) = Va 3 — * 3 + a arcsen (x/a) y a > 0 . demuestre que 

ww =>/!=f. t 

26. Si F(x) = arctan 5 demuestre que D,F(x) = 1 + • 

Halle una solución general dc la ecuación diferencial dada en cada uno de 
los eicrcicioe dei 27 al 34. 


ejercicios d< 

27. dy = 
29. dy- 
3L dy = 
38. dy = 


Vl6 — 9*» 

dx . 

1 +4** ' 
dx 

dx 

x a + 4 x + i 


28. dy = 

30. dy = 
32. dy = 
34. dy- 


Ix dx 

VI — * 4 
dx 

xV^x*— 1 

dx 

4 + ** * 

* d* 


Resuclva el sistema diferencial dado en cada uno dc los ejercicios dei 35 al 38. 


35. dy- 


'1 — 9** 


; v = ir coando * = - ; 

o 


36. ** = TTl? ;u “ 0cuando 1 = ' 


37. dy = 


dx 

' 1 —4x* 

dx 


Sir , _ VT 

; 7 = — cuando x — -— • 


88 - dy = ir = v cu * ndo * = 3 ' 

En coda uno de los ejercicios dei 39 al 42 calcule la integral definida. 
f vT dx 40 r * - 

39. j e 40 - J. V*=S 

r-w dx 42 (' ^ 

«• i W*V4,’-T 
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*. En los ejercicios dei 43 al 46 halle una solución general de la ecuación dife¬ 
rencial dada. ... 


, arcsen* , 
43. dy = — dx. 

1 ■ . VI —*« . 


.. , arcsen 2 * , 

dí = vr=^ Jx - 


Sugestión: Ponga: dy = (arcsen*) d (arcsen*). 


• (arctan u ) 3 , 
45. da = —T—dv. 

1 + v* 


46. dr = 


aresee r ds 
íVj* — 1 • 


47. Construyn la gráfica de la ecuación y =-. Halle el área de la 

* 3 + l 

región limitada por esta gráfica, el eje Xy las gráficos de * = —1 y * = 1 . 

48. Halle el área de la región limitada por la gráfica de y = ^ — ; el 


eje X y las gráficas de * = — y x = . 

49. Construya la gráfica de la ecuación y = 


49. Construya la gráfica de la ecuación y — ■ ■ = . Halle el área dc 

la región limitada por esta gráfica, el eje X y las gráficas de * = —2 y * ” 2. 

50. Halle el área de la región limitada por las gráficas de /(x 3 + 4a 2 ) = 
8 a 1 y 4ay = *>. 

51* La pendiente de una curva en el punto P(x,y) es igual a ^ ^ . 

Calcule la ecuación de la curva si ha de pasar por el punto (1, 0). 

52. Si F(x) — arcsen - ; demuestra que D,F(x) = - - ai a > 0 y 

a Va 5 — x* 

que t> c F{x) = -^===L== si a < 0. t . # 

6.3 Funciones exponenclales y logarítmicas. Recuórdese, dei álg* 
bra elemental, que si a y b son números reales positivos y que si p y ç son núrrteros 
racionales, las leyes básicas de los exponentes son: 

a*** = (o»)’ ^ rf»,, 

-~r = a p **, (a • 6 ) * — a*b* t (=~b=£ 0 . 


Es costumbre dcsarrollar estas leyes primero para exponentes enteros positivos 
m y n, siendo por deíinición o" = a • o • • • •• a, con a como factor n veces. Estas 
leyes dc los exponentes se extienderi después a exponentes racionales de Ia forma 
p = m/n, donde m es cualquier entero y n cs un. entero distinto de 0. En conexión 
con esto se usan las definiciones siguientes: 

■ para un exponente cero: a° = U 

para un exponente negativo: a - * 4 = ' 

para ün exponente fraccionarior (« 1/n )" ^ a ; (a ,/n )" = a m/m . 
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Corrientemenle, en álgebra dementai, a* (o > 0) tiene significado sólo criando 
x es un número racional. En cálculo es importante definir o* para valores iiracio- 
nalcs de x. 

Sea F una sucesión cuyo rango cs un subconjunto de los números meio rudes; 
esto es: F es una sucesión para la cual F(n) es racional. Entonces a P( "' está defi¬ 
nida para cada entero positivo n y o p<n> es el término general dei rango de la 
sucesión. 

Si Um F{n ) = k, 

t #0 

cuando A; es un número real, se puede demostrar que * 

lim o'<"> 

• -♦*00 

existe, Se puede demostrar tambien que si G cs otra sucesión tal que G[n) sea 
racional y 

lim C{n) = k, 

entonces B» - 01 *’ = JÍ« «""l 

y definimos 

a* = lim a p <">. (32) 

Por ejemplo, 2** se puede definir como sigue: Sea F una sucesión tal que 
lim F[n) — V3? Entonces 

2 ^= lim 2' 1 "*. 

*»-• • «o 

Usando la defmición (32) podemos demostrar que las cinco leyes básicas 
de los exponentes, enumeradas al principio de esta sección, son válidas para expo¬ 
nentes que sean números reales. 

Para cualquicr número real positivo a^l. la función 

Exp a = {(*. y) I y = * € Re) 

se lUma función exponencial de baso o. El rango de esto función es (0; + 00 ). 
Se puede demostrar * que Exp» es continua sobre Rc, que o' es creciente sobre 

Re si a > 1 y que a“ es decreciente sobre Re si a < 1. 

Las gráficas de las fnneiones 

Exp, = {(*,?) | y = 2*,* £ Re) 

y Expi/a = {(*,y) I y = (J)“» * € Re) A 

sc dan en las Figs. 6.13 y 6.14 respectivamente. Para a > 1 la gráfica de la 

• Vcase: Jame* Picipont. The Theoty d Functicns of Real Variables, Ginn and Company, 
Boston. 1905. VoL I. PP- 101—108. 

• Véase* H. B. Fine. CalcuUu, The Macmillan Co. Nueva York, 1927, pp. 68—69. 

b ê 
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función Exp. es una curva dcl tipo mostrado cn la Fig. 6.13 y para a < 1 la grá¬ 
fica de Exp. es una curva dei tipo mostrado cn Ia Fig. 6.14. 



Fig. 6.13 y mm 2 X 
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Ya que la función exponencial de base a, 

Exp. = {(*,y) |y = a*,*€K«.y€ (0; + «)}, =>0 a^l, 

es biunívoca sobre Re, la inversa de Exp. es una función. Ex presa mos esta inversa 
mediante Loga y 1* llamaroos función logarítmica de base o; es decir que la fun- 
ción logarítmica de base a es la función 

Log« = {(x, y) | x = ay, y £ Re, x £ (0; + oo)}. (33) 

Escribiremos loga x para representar la segunda componente de la pareja ordenada 

y 


Fig. 6.15 

que pertenece a Loga y cuya primcra componente es x (log a x se lee logaritmo 
de * de base a’*). De donde según la definición de Log*, 

y — loga x x = a 9 , (34) 

y loga c cs d número único b tal que af' — C. 

La gráfica de Loga se obtiene de la gráfica de su inversa Exp«, en la formo 
usual (véase la Fig. 6.15). 

De nuestra experiencia con funciones inversas es intuitivamente poaible que 
si la función F es biunívoca y continua sobre su domínio, entonces su inversa F* 
es continua sobre su dominio. Esto es realmente cierto y se demuestra en cálculo 
avanzado. Como se dijo anterionnente, la función Exp* es continua sobre su domi- . 
nio Re. Consecuentementc su inversa Loga « continua sobre su dominio (0; + oo). 
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Las gráficas de las funcione» 

Loga = { (x,y) \y = log,#,*£ (0; + »)} 
y 

Logi/a = { (*. y) | 7 = logvi*» * € (°5 + 00 )•) 
están dadas en las Figa. 6.16 y 6.17 respectivamente. Para a > 1, la gráfica de 
Loga es una curva dei tipo mostrado en la Fig. 6.16 y para a < 1 la gráfica 

de Log. es ona curva dei tipo mostrado en la Fig. 6.17. 



Fig. 8.16 i — log, x 
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También, ya que a° = 1 y a 1 = a, tendremos que según (34) 

log. 1=0 y Ioga o=l. 

Los siguientcs son ejemplos de logaritmos: 

puesto que 10 * = 100 , logio 100 = 2 ; 

puesto que 5 3 = 125, Ioga 125 = 3. 

Las propiedades básicas de los logaritmos son simplemente repeticiones de las 
»s básicas de los exponentes (dadas al principio de esta sección), basándonos 
(34). Por ejemplo, supóngase que 

Xi = a v ' y x x = a». 


que 

Ji = loga xi y y, = log. x,. 


onces 

x» • x, = a ¥l • a* = a»'* 1 * 


según (34), 

log. *i • *j = y» + y* 


ea que 

loga X.X, = loga *1 + loga *J- 

(36) 

De modo semejante se puede demostrar que 



loê.-^- = log. — loga *1, 

(37) 


log.*/ = pl 0 ga*i. 

(38) 


estudiante sc lc pidc que demuestre (37) y (38) en los ejcrcicios 3 y 4 al final 
esta sección. Las ecuaciones (36), (37) y (38) son comúnmente conocidas 
do las leyes de los logaritmos. 

Para obtencr una fórmula que relacione logaritmos de bases diferentes, lia¬ 
mos b a un número positivo diferente de 1 y tomemos logaritmos de base 6 
los dos miembros de (35). Hallamos que 

log** = logs (a 1 **-*), 

jegún (38), que 

log* x = Ioga * • log* a. (39) 

Cualquier número positivo, excepto 1, se puede usar como base de un sistema 
logaritmos. Hay dos sistemas de uso común: Para cálculos ordinários se usan los 
jaritmos comunes, de la forma log 10 N, cuya base es 10. Una característico 
tintiva de estos logaritmos es que la parte fraccionaria de ellos (llamada man- 
í) depende sólo de la secuencia de los dígitos en ei número dado N y no de la 
sición dei punto decimal dei número. 

El otro sistema de logaritmos que sc usa considerablemene tienc como base 
:ierto número irracional, expresado por t (que sc definirá en la siguiente sec- 
•n). Los logaritmos de base c se llaman logaritmos naturales y sc expresan 
r logiN o por ln/V. Veremos que los logaritmos naturalcs son mucho más con- 


EL NUMERO V8U 


venientes en cálculo que los logaritmos comunes o los de cualquier otra base. La 
fórmula (39) nos dice que 

log* X = Ioga X log a O, (40) 

y Ioga * = Ioga X Ioga tf. 

En particular, para a = 10. 

log, x = logio * logí 10 , 
y logio * = log, X logio tf. 

Aproximando a cinco cifras decimales 

log* 10 = 230259 y tog l0 e = 0.43429. 

En consecuencia, tenemos que 

log,x= (2.30259) logio*, 
y log, 0 *= (0.43429) log,*. 

Según (40) tenemos que para x = e 

- Ioga tf = Ioga tf log, a 

o Ioga c Ioga a = 1. (41) 

EJERCSCIOS 

1. Grafique la función Exp, = {(*, y) | y = 3*. x £ Re}. 

2. Grafique la función Log* = {(*, y) | y = log 3 , x, x £ (0; + oo) }. 

3. Demuestre que log a (%Jx t ) = log.*i— log«x,. 

4. Demuestre que loga x p = p log a *. 

5. Calcule los siguientes logaritmos: log, 8 , Iog , 0 100, logio 1000, log, 32, 
log» 64, logio 0.0001. 

6 . Use una tabla de logaritmos comunes para calcular log, 21, log, 7, log a 10. 

7. Halle el valor de x sin usar tablas de logaritmos: 


(a) logio * = logio 5 + logio 3 — log 10 7 ; 

(b) logio * =• % logio 64 + % logio 2. 


8 . Use una tabla de logaritmos comunes y la igualdad Iog„x — (2.30259) 
logio * para calcular: log, 2, log, 3 y log, 5. 

6.4 El número e. Como la derivación de correspondientea ante las funcio¬ 
nes trigonométricas se basaba en el limite especial lim = 1 veremos que Ia 

a-o n 

derivación de correspondientes ante las funciones logarítmicas se basa en el limite 
especial 

lim (1 4- A) v *. (42) 

h-0 

Indicaremos la posibilidad de la existcncia dei limite (42) y un procedimiento 
para obtener un valor aproximado de él. 
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Consideremos el Kmite dei término general F(n ) dei rango de la sucesión 
F tal que 


es decir que investiguemos 


(n )=( 1 + i)-; 

lim (l + -V. 


Si el limite (43) existe, es seguramente posible que exista el limite (42). 
Usando cl teorema dei binomio podemos cscribir 

(x + I)"= 1 + i + Jr( 1 -i) + i r ( 1 -i)( 1 -2) + 

(44) 

Cada término de la suma (44) es positivo y al crecer n, cada término, a partir 
dei segundo, también crecerá. Vemos que ^1 + crece al crecer n. Sin embar¬ 
go, vemos también que 

(i + i) <1 + 1 + ^ + !. + ... + ^ 

y puesto que n! > 2*' 1 para n = 2. 3, 4, • • •, tendremoa que 


H)' 




Mediante la fórmula para la suma de términos de una progresión geométrica ha- 
llamos que 


(i + i)’<i + i + (i-^) 


<3-^j 


Haremos uso dei siguiente teorema, que está enunciado aqui sin demostra- 
ción ya que esta queda fuera dei nivel de este libro. 

Teorema 1. Si k es un número y F es una sucesión (es decir que si F es 
una función cuyo dominio es el conjunto de crueros positivos ) tal que 

F{ 1) < F( 2) < F( 3) < • • • < F(n) < F(n + 1) < • * * < K : 
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enlonces lim F (n) existe y 

n—+<o 


lim F(n) < k. 


Sea f(n) - [\ + A)’ , y sea k = 3. Sabemos que 

y así según el teorema l.Jim^l + existe y lim + ^ ^ 3. 

De este análisis resulta posible que jim (1 + A) 1/fc existe. Este limite se re¬ 
presenta con la letra e y escribimos 

lim ( 1 + *)*&«. ( 45 ) 


Al examinar la suma (44) vemos que posiblemente para valores grandes de 
n, la suma 

1 + 1 + Fí + Tr + 3r + "' + ifí (46) 

sea una aproximación rezonable al valor de e. Del ejemplo 1 de Ia Sec. 14.6 se 
puede ver que la diferencia entre la suma (46) y e se puede reducir cuanto se desee 
con sólo tomar n suficientemente grande. 

Un valor de e correcto hasta siete decimales se puede obtener tomando n = 12 
en la suma (46) y calculando cada término de la suma hasta nueve decimales. 
Esto es 


= 0.5 


TT-í(è)- 
ft = l (ft) = 


0.041666667 


^ = I (rr) = 

FT = S (ír) = 


= 0.166666667 


= 0.008333333 


0.001388889 


= 0.000024802 


= 0.000198413 


= 0.000002756 


= 0.000000276 


= 0.000000025 


nr = 00000000 ° 2 - 

La suma de estos oncc términos, junto con los primeros dos, 1 + 1, es 2.718281830, 
o sea que c = 2.7182818, con sictc decimales. 

6.5 La derivada de Log„. Demostraremos ahora el siguiente teorema. 
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Teorema 2. Si a > 0 pero o^l y si % > 0, enlonces la función 
Log* = (Ur) \y = log a x t x£ (0+oe)} 
o derivablc sobre su dominio (0; + oo) y 

D* Ioga X = Í Ioga C, X > 0. 

Dcmostración. Sca F(x) = Ioga *- Entonces 

f (x + /t) —/(«) = 1 [íoga( * + A) — to* *] 

= i ioga ^1 + [según (37)] 

=rM 1+ ‘)- * >0 ^ =1 

= Íloga^l + -^ [según (38)]. 

la consecucncia 

= llim[ , ° g .( 1 + ^)T l ] 

= Ílog.Qim(l + j)**]*^ ‘* ue Lob * “ conUnua) 


la consecucncia 


1 P lira / /ty /h l (según 

= + -J Jo sea 


i ei teorema 9 de la Sec. 2.2), 
que 


Da Ioga * = -logo tf [según (45)]. 


Dc (47) tenemos que 


OLog. = |(*,y) |y = il°g.ex>o}, 

DLog. = ^- e . 


Teorema 3. Si a > 0 y a ^ 1, si la Junción V - ((*. u) | u - F(*)} èt 
derivable y V(x) */= 0 sobre un conjunto S, enlonces la función F definida mediante 


F(x) = Ioga \V(x)\ t x € S 


es derivablc sobre S y 


D x Ioga |u| = - Ioga e D r it, X £S. 
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üemoslración. Sea 5, el subconjunto dc S para el que F(x) > 0 si * £ S, 
y sea S a el subconjunto dc 5 para el que V(x) <0 si * £ S 2 . Nótese que 
Si U Sj = 5. 

Ahora bien, si * Ç S„ |„| = | P(*)| = F<z) = B > 0, y s=gún la regia de 
la cadcna, tenemos que 

Daloga |u| = D* Ioga u = D* Ioga U D,U. 

Según (47) 

D u Ioga u = i Ioga tf, u > 0, 

y por tanto, 

D c Ioga u = i Ioga tf D,U, * £ S„ (49) 

Para * 6 S s , 

m = i y( x )i =—v(x) = — u > o, 

y dc acuerdo con (49) podemos escribir 

D, Ioga |u| = D, Ioga (- u) = —Ioga 6 D*(- U ) . 

Pero ya que - 

Dj(—a) = —Dxii, tenemos que 
Da ioga M = i Ioga C D*ü, % £ 5,. (50) 

De (49) y (50) se siguc que 

Da Ioga M = i Ioga tf D,U, * £ S, U S 9 = S. ■ 

Si escogeraos a e como la base dc los logaritmos, el factor log a e cn (48) se 
convier tc en 


y tendremos como caso especial de (48) que 

Da log e \u\ = i D X U. (51) 

La simplicidad dc la fórmula (51) comparada con la (48) indica la conveniên¬ 
cia de usar e como base de los logaritmos, por esta razón en cálculo la mayor 
parte dc los logaritmos que se usan son de base e. Es también conveniente des- 
prenderse dei subíndice e dei log,x y para evitar confusiones con la notación 
acostumbrada para los logaritmos comunes, escribireraos. 

In u en vez de log c u. 

Con esta notación, (51) sc transforma en 

D.ln|»|=ÍDrfi (52) 
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y en particular ya que D,* = 1 


D„ln |*| = j • 

Los siguientes son ejemplos dei uso de (52) 

D.ln (3** + 5) = a^V gP ^ 3 * 1 + 5) = ta*TT ; 

1 3** 3 

D.lnM = i-D.(^)=^r=-í 

D,(*ln |2x|) = *D,ln N + 1“ N“<* = ; + ln I 2 *! = 1 + ln l 2 *l ! 

D,(ln **)• = 8(ln **)* D. 1» * = 30“ **)' = | ( h ‘ 1 ’ 

H primero d. «toa resuludo. vale para * € Re; loa últimos tr« valen para 

{í| A«c« «^d«eable aplicar una o mia de laa trea ley« bíaica» de loa Ioga- 
ritmos antes de aplicar la fórmula (52). 

Ejemplo L Si y = ln • calcu,e D « 

Soluciin. Mediante d uao de laa leye» (38) y (37) de lo» logaritmos podemos 
escribir y = *[ln (*-D- 1 » (* + »>!• 

Si usamos entonces (52) podemos obtener 

lí 1 1 _ 1 / »+! — *+ * \ = __L_ . 

D 'y = l( > I=T-7+Tj-n-**-1. ) *~ l 

Nótese que y «ti definida »bre {* | * € *« 7 1*1 > « T »* « mnU »“« 
D# es válida sobre el mismo conjunto. 

Basta U fórmula (52) para calcular D,k>g« |u| para cualquier base a si recor* 

damos la igualdad 

log. \u\ = log. |*»| Ioga e. 

Ejemplo 2. Calcule D,log 10 (3** + 7). 

Solución. Usamos (53) para tener 

logio (3** + 7) = log. (3** + 7) logto e, 

o bien 

logro (3** + 7) = ln (3x* + 7) log„ e. 

Notemos que log„ e es una constante y si utilizamos (52) obtenemos 

D, log.o (3 * 1 + 7) = P ff + + 7 - ’°ê'« e = 3 x> 6 +T Iog10 *• 

4 1 
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De (52) y de la definición de una diferencial se sigue que 

d(In |it|) = (54) 

Podemos además agregar la proposición de que 

si dy = a~ , entonces y — a In |u| + k * .(55) 

u 

a nucstra lista dc fórmulas, para resolver ecuaciones diferpnciales. 

Para demostrar (55) usaremos primero (52) y (15) para hacer ver que 

si /*'(*)= a * entonces F(x) = a ln |u| + k. (56) 

Si hacemos y = F{x) de modo que dy = F(x) dx t la proposición (55) se sigue 
de la (56) y de la definición de diferencial. 

Ejemplo 3. Halle una solución general para cada una de las ecuaciones 
diferenciales: 

Solución. (o) Observe que dy = • as * l l uc ^gún (55) 

y = iln (** + 4) + k. 

( 6 ) Puesto qúe rfln \x\ = dx/x, podemos escribir dy = ln \x\ • d(In |x|) que 
es de la forma dy = wdw con In * en el lugar de w. Por tanto, 

y = i(ln|*|)* + *. 

Una pequena tabla de logaritmos naturales aparece en la tabla I al final de 
este libro. Además se da una pequena tabla de valores de e" y de e~* en la tabla II. 
Estas tablas bastan para los problemas que comprenden cálculos numéricos de 
e* r* y ln * que aparecen en este libro. Para otros casos se necesitarán tablas 
más completas.* 

EJERCICIOS 

Calcule Dxf(*) en cada uno de loa ejercicios dcl 1 al 16 e indique el con¬ 
junto sobre el que es válido el resultado. 

1. F(x)= 4 + ln |*»|. 2. F(x) = ln|2x —3|. 

3. F{x) = ln (ln jx|). 4. F{x) = log 10 * 8 . 

5. F(*)=ln^p 6. /•<*)= ln Ví 

7. F(x) — ln |sen x|. 8 . F(x) = ln cos 3 x. 

• Por ejemplo véase J. B. Rosenbach, E. A. Whitman y D. Moskovita, Mothematical 
Tables, Cinn and Company, Boston, 1943. 
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9. F(x) 


_ 10 1*1 


11. F(x) = *«ln|*|. 

13. F(x) = ln|secx|. 

is; m = !sü. 

Vx 

Halle D,y en los ejercicios dei 17 al 28. 
17. y = 1 ií|** + 3*|. 

21 . y = log |tan x\. 


23. y = ln. 




25. y = ln |* + V«> + *»|. 
27. y = ln I* + V * 1 —a ! |. 


10. F(x) = ln V4x—5. 

12 . FM = [ln (ln |s|)]*. 

14. F(x) = sen (ln |*|). 

16. F(x) = ln | 8 ec* 4 - tan x\. 
3%* + l 

18. y = ln- - t -. 

20 . y = x ln \x\ — x. 

22 . y=(ln|*|)*. 

24. y — (cos x) ln sen x. 

26. y = arctan (ln \x\). 

28. y = ln |cos *|. 


Halle una solución general de la ecuación diferencial dada en cada uno de los 
ejercicios dei 29 al 36. 


OQ J — X<ÍX 

dy ~ 4** + 5 ‘ 

S1 - d “'=lT^9'- 

<m» -iv - (* + 6) da 

^ dy “ x 1 + 12* + 3 * 
35. dy — tan x dx. 


30. *:=*£. 

32- * = :?£?• 

* = =?£*• 
S6 . i, — —ÊfL— ás. 


SiL^utión: Ponga tan * — — ■ --- . 

Resuelva los sistemas diferenciales dados en los ejercicios 37 y 38. 

37. dy = i y = 0 cuando * = °- 

38. dy = ; y = 5 cuando * = e. 

39. Si ln 50 = 3.912 calcule un valor aproximado a trea decimales, de In 50.4 
mediante diferenciales. 

40. Si /(*) = ln (1 + **)» calcule los valores máximos relativos y mínimos 
relativos de F(x) y halle los puntos de inflexión de la gráfica de F. 

Calcule la integral definida propuesta en cada uno de los ejercicios dei 41 al 44. 

r* dx f* 2 * — 2 f 


r* dx 

41 ‘ í, 5x + 3 - 

43 . r*. 

X 


«■ 

f »/« 

44. J tan x dx. 
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45. Encuentre una ecuación de la tangente a la gráfica de y = ln x cn cl 
punto cuya abscisa es 1 ; id. en el punto cuya abscisa es e. 

46. Compruebe que D, ln Vl — x* = ——~r 

47. Compruebe que D,ln tan + ;Q| = seca:. 

48. Si ln (x* + y 1 ) =1 —4 arctan - ; demuestre que D«y = ■ ■ * . 

x íx -t- y 

49. Encuentre el área de Ia región limitada por las gráficas de xy — 2, 
y = 0, x = 1 y z = 5, 

50. Encuentre <4 área de la región limitada por las gráficas de xy = 8 

y * + y = 6 . 

51. Encuentre el área de la región limitada por las gráficas de xy = 10 
y * + y = —7. 

£ 

52. Encuentre el área de la región limitada por las gráficas de y = — , 

y = 0 y t = 3. 

53. Demuestre por medio de la identidad -—• = ~ [— - 7 —1 

^ tt* — a* 2 a [u —o u + a J 

. . du 1 . u — a . . 

^ ; entcnces y = ^ln + t 

18 

54. (a) Construya la gráfica de y = ^ : Halle el área (con tres deci¬ 

males) de la región limitada por dicha gráfica, el eje X y las líneas cuyas ecua- 
cioncs son ( 6 ) x = —2 y x = 2; y (c) 2 = 4 y í = 7. 

55. Encuentre el punto de U gráfica de y = In x* en cl que la tangente es 
paralela a la gráfica dc 2 — 2 y + 6 = 0 . 

56. Si F(x) = ln (1 + x 1 ), encuentre los valores máximos y mínimos relati-* 
vos de F(x) y los puntos de inflexión de la gráfica de F. Construya la gráfica 
de F e indique en ella los puntos de inflexión. 

57. Si F{x) = ln Vx* — 4, demuestre que F{x) no tiene valores máximo 
ni mínimo relativos y que la gráfica de F no tiene puntos de inflexión. 

Sugestión: Observe que el dominio de F es (—co;—2) U (2; + 00 ). 

6.6 Derivación logarítmica. Encontrar la derivada de una expresión que 
es un produeto, un cociente o una potência; a menudo resulta más fácil si sc usan 
logaritmos y derivación implícita. Este procedimiento se ilustra en los dos ejem- 
plos siguientes: 

Ejemplo 1. Si y = ( ?* ^, S |’ 3) ’ ; c*kale D.y. 

Solución. En este caso 


1(3* + 5)*| |(** + 3) 5 | 

M -—rr *» + 2)^1 — 


M» 


_ |3* + S|* l*> + 3|> 


O 
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. , , . 13* + 5|* + 3|* 

For tanto, In \y\ — ln-+ 2 )’^* * 

o ln \y\ = 3 ln |Sx + 5| + 5In|x* + 3| iln (** + 2). 

Mediante la derivación implícita, . 

1 3 . r 3*‘ 1 2* 

• y D ' y " 3 37+5 + 5 ^TT 2-^ + 2 


De donde 


9,: - L - 15*’ - . .. * 

“ 3* + 5 x 1 + 3 x 1 + 2 ‘ 
f 9. . . 15*« . • * \ 

= y \JxTT + IFTT—ir+i;) 


(3* + 5)’(*« + 3) B 

o bien, ya que y = --> . . 2 Vi73 


Este resultado es válido para todos los valores de *, tales que \y\ 0. 


Ejernplo 2. Calcule siendo * > 0. 

Solución. Haga y = z* y note que puesto que * > 0, y > 0 y ln y = ln x* 

o sca que • * • ' * ,v ; '* 1 T ’'* l . .* ' 

' ln*y = *ln*. • " • • 

De donde, por derivación implícita queda 

. • -D.y = *D,ln* + ln*D^;:- :• v . *• • 

y V . 

o * * ~I>*r = * •“+ !"'*• . . 1 : 

De modo que ’* D.y = y(l + ln *), 

y ya que y — **, tenemos que ..... [ .*■••? -i- ■ •* ’> * 

D.y — x*(l + ln *), -‘*> 0. 

H procedimiento ilustrado en los ejeraplos 1 y 2 es líamado' derivación Ioga- 
rítmica, y nos permite enunciar la fórmula 

D,u" = rm "" 1 D.u **J 

donde n es cualquier número real y * está en el conjunto S sobre el cual D«u 
existe ya = V(x) > 0. Esta fórmula quedo asentada en la Sección 3.4 para n 
entero positivo y no ha sido extendida basta ahora a n que no sea un entero 
positivo. 

Sca y = u". Entonces, ya que u =? F(*) > 0 y y = u* > 0, 

ln y = iln n" .;= n ln u. 


( 
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Usando la derivación implícita, tenemos 

- D.y = n • - D,u. * C 5. 

y u 

Por tanto 

D.y = y • n • - D«u = u H • n • - D.u, 

o sea que 

D.y = rm"“*D»a, * € 5. 

EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 8 calcule D.y mediante la derivación 
logarítmica e indique el conjunto sobre el cual sca válido el resultado. 


1. y = 


*’ + l 


x + 1 


n v ** a 

y “ V* —1 

5. y= (x + l) 3 /, (2x + S)*^. 
7. y = x CM 


2 . y = *•«•. 

4. y = (ln x) g . 

6 . y = x>- 3*. 
a y = 


6.7 Derivación de Exp.. Demostraremos ahora el aiguiente teorema. 

Teorema 4. Sía>0ya^l, entonces la junóión 

Exp. = {(*, y) | y = o*, * € Re, y 6 (0; + oo)} 
cs derivable sobre su domínio Re y 

D.O* = af ln a. (58) 

Oemostraciún. Sabemos que 

Exp. = {(*,y) | y = a*, * € Re, y € (0; + oo)} 
es la inversa de 

Log. = {(*» y) | * = ° v . 7 € Ke» * € (0; + oo)}. 

Sabemos además que Log. es derivable y que D.log. * = - • log. e 0 sobre 
(0; + co). Por tanto, según el teorema 15 de la Sec. 4.4 tenemos que Exp. es 
derivable sobre Re y si y = a* entonces x = log. y, y 

~ . 1 


D*o* = 


D„log.y 


y por tanto 


D»log»r = -log.e: 

Drf- = f- 2 — i 
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bien. ya que 1 /log a c = ln a y y = a* tenernos que 

D*<r = a* In a. , ■ 

e (58) tenemos que D, Exp a = (ln a) Exp«. * . •, 

Teorema 5. Si a > 0, si a=fc 1 y si la función V = ((*, y) I y = V(x)} 
i dcrivable sobre S, entonces la función compuesta 

ExPc [V] 

' dcrivable sobre S, y . ^ 

, , D«a* = <x“ ln a D,tt, * € S. . , (59) 

Demostración. Scgún la regia dc la cadcna (Sec. 3.9) tenemos que 

• •• Dga u r. 0 «a“D «a, x € 5 

ya que según (58) D*a“ = a*lna, tenemos que 

= a* ln a D,u, x S. ■ 

La fórmula (59) también ac puede demostrar por medio de la derivación 
flarítmica. Sea y = a u y u = V{x) , y supóngose que V es derivable sobre 5. 
ntonce 6 .. .._.i .. .-,t ;i, . '• • ' 

ln y = ln a* = u ln a, 

por derivación implícita., • • »• 

i D „y = ln a D t u, x £ «S, 

ú que D ,y = y ln a D,y, * € ..S, 

sea D.y = aMn oD.u, * € 5. 

Puesto que ln e = 1, tendremos como caso especial de (59) 

D,c M = e- D,u. (60) 

in particular, 

D«e- = e- (61) 

D Exp e = Exp 8 . 

Las siguientes son ejemplos dei uso de ia fórmula (59): 

D, 2 ~ - 2 ~(ln 2 ) D.( 2 *)- = 2 ( 2 ") (ln 2 ); 

D^IO** = 10 *(ln 10 ) Dx(x*) = 2 *(In 10 ) • 10 8 *; 

D«4 ,,D M = 4'« w (ln4)D r sen 3* = 3(ln 4) (cos 3*) • 4~" 

Las siguientes son ejemplos dei uso de la fórmula (60) : 

Dge** = e“ D r (2*) = 2c 2 *; 

= e-D,(—x) = — e-*; 

D^ 4 * = e r, ^ i D.(x 1 + 4*) = (2* + 4) c*** 4 *. 

b 
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De las fórmulas (59) y (60) y de la dcfinición de diferencial, se siguen 
respectivamente las fórmulas 

d{a u ) = o" ln a du (62) 

y d{e M )=e v du. .-,,(63) 

En rclación con estos resultados se tienen las siguientes proposiciones, que son 
fórmulas adicionales para la solución de ecuaciones diferenciales 

Si dy = ca*du, entonces y = c j“~ + (64) 

si dy = ce u du, entonces y = ce“ + k. (65) 

Las proposiciones (64) y (65) pueden demostrarse de la misma forma que las 
proposiciones semejantes, como la (55). 

Ejemplo 1. Obtenga una solución general para cada una de las ecuaciones 
diferenciales siguientes: 

(o) dy = xe‘* , dxi ( 6 ) dy = 4 M dx. 

Solución. (a) Podemos escribir dy — —Je"*’ d{ —x a ), de modo que según 

(65) 

y = — $«“** + k. 

( b) En este ejemplo dy = £(4**)d(2x) y según (64) 

1 4** , 

r=r*Z + k 


Comprobemos dicho resultado. Tenemos que 


+ Í )“2Íí4 




= 2^-4“ (b4)^(2*) =4“<fa. 

No cs ncccsario recordar ln proposición (64) si recordamos la (65) y la 
igualdad 


a“ = e* 1 ' 


Esta igualdad se puede establecer como sigue: De (35) sabemos que 


a = e ,n a . 


y en consecuencia 


fl «_ ( e «-«)« = e 4 


Ejemplo 2. Encuentre una solución general de la ecuación diferencial 
dy = 10 'dx. 

Solución. Use ( 66 ) para tener 

10* = e» ,a * ' '• 
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Ú pUC8 

d y = «•••“d* = -nnõ^ ,B,<,<í ^ ln 10 >* 



F1 g. 6.1» 


Ejemplo 3. Si F(x) =«-**, halle los valores máximo y mínimo de F[x) 
los pnntos de inflexión de la gráfica de F. Construya dicha gráfica. 

Solución. Tcnemos que 

/'(*)=— 2*r* 

F"(x) =2*-(2**-l) =4<^(*-y 5 )(* + -^)- 
Ibsérvese que i r 

{* I r (*) = 0} = {0} y {*|#-<*> = o) = j=^ ^-J-- 

‘uesto que /'(O) =0 y f"(0) = 2 • 1(0 — 1) = — 2 < 0, F( 0) = 1 es un 
alor máximo relativo de F{x). 

Loa posibles puntos de inflexión son (—V2/2, e* 17 *) y (V2/2, e~ l/t ). De- 
írminemos el signo de F"(x) sobre cada uno de los intervalos 

(—co V2/2), (—V2/2, V2/2). y (V2/2, + oo). 

Si X g (— co ; — V2/2), entonces 

-^ > 0 , *— (l/\/ 2 ) < 0 , * + (1/V2) < 0 , y r(x) > 0 . 

h 
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Si * 6 (— V2/2; V5/2), entonces 

e- > 0, *— (1/V2) < 0. * + (1/V2) > 0, y r(x) < 0. 

Si x £ (V2/2; + co), entonces 

e - * 1 > 0, * — (1/V2) > 0, * + (1/V2) > 0, y /■"(*) > 0 . 

Portanto, (— V2/2, y (V2/2, e* 1 ") son puntos de inflexión. 

La gráfica de F aparece en la Fig. 6.18. Esta gráfica es côncava bacia arriba 
sobre — V2/2), côncava hacia abajo sobre (— V2/2; V2/2) y côncava 

hacia arriba sobre (V* 2 / 2 ; + co). 

Para constrnir esta gráfica es conveniente usar la tabla II. En particular 
de los valores de la tabla notamos que t~ x/% = 0.607. 

EJERCICIOS 


Halle D*F(%) en cada uno de los ejercicios dei 1 al 12. 

1. F(x) = «** 2. F(x) = o*c*. 

3. F(x) = e*In*. 4. F(x) = ln (e“ + <T U ). 

5. F(x) = «"-*. 6. F(x) = xe*. 

7. F(x) =««»*•. 8 . F(x) = cr* cos x. 

9. F(x) =W-e*'‘). 10. F(x) =Ç~. 

1L F(x) = IO 5 *. 12. F(x) = xV* + **-». 

Halle D,y en cada uno de los ejercicios dei 13 al 24. 


13. r = 

15. 7 = 2**. 

17. y = e-«~. 

19. 7 = scc 3* + e w . 
21 . 7 == e un r . 

23. 7 = arctan e~*. 


14. 7 = 

16. 7 = a(tr* 8 + «-'•). 

■‘-SrS- 

20 . 7 = " + sen e*. 

22 . 7 = arctan e*. 

24. 7 = (sen x) *. 


En los ejercicios dei 25 al 32 halle una solución general de la ecuación dife¬ 
rencial dada. 


25. dy = e-dx . 

27. dr = se 1 ' ds. ■ 

29. dy = sen x e' ot x dx. 

31. dy = <«"• + «-* /8 ) dx. 


26. dy = e ? * dx. 
28. dy = xe -* 4 dx. 
30. dy = 4’* dx. 

32. * = 


En los ejercicios 33 y 34 xesuelva el sistema diferencial dado. 


33. dy = e 2 *~** (1 — x) dx, y = 4 cuando x = 2. 

«V* • •'* • - 

34. dy = r dx, y = .1 cuando aj s 2. 
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En cada uno de los ejercicios dei 35 al 38 calcule U integral deíinida. 

- • fO.S 

35. f e»d*. 36. j <r"dx. 

J 0 

37. J(r-*. 38. \ W 

39. Halle una ecuación de la tangente a la gráfica dc y - 2* en el punto 
íya abscisa es-3.-' '*■•••. ' , ’ , * * _ 

, 40. La curva que describe una cuerda flexible de sccción transversal y den- 
dad uniformes, cuando cuelga suspendida de dos puntos e* una catcnana y txene 
imo ecuación la siguientc: 


y = Z (e-/«+ *-"•), o> 0. 

Demuestre que D \y = (l/a*) jr y que la curva es por tanto, siempre côncava 
acia arriba. Halle el punto más bajo de la curva. Grafique la catenaria para 
= 1, sobre el intervalo [—5; 5]. ^ . 

41 Si F(x) = xe*, halle los valores máximo y mínimo relativos de r(») 
los puntos de inQcxión de la gráfica de F. Construya dicha gráfica y en ella 
idique los puntos de inflexión, 

En los ejercicios dei 42 al 49 halle el área (con tres decimalcs) dc la región 
mitada por las gráficas de las ecuacioncs dadas. Dibuje una figura que muestrc 
i región cuya área ha encontrado. 


42. 

y = 

e*,y = 

: 10*. x*— 2. 

43. 

y = e-,y = 0,x: 

c4 

II 

H 

O 

II 

44. 

r = 

e*,y = 

: e~* t x = 3. 

45. 

y = e‘,y = e**,x 

= l,x = 3. 

46. 

r = 

e- x: 

= 0, y = 4. 




47. 

y = 

e* / * 4- 

e-"*, x = —5, x = 

5. 


= 0. 

48. 

y = 

c*,y = 

: ln *, * = 1, * = 2. 

49. 

y = er* t y - x, x 

50. 

La 

región 

dcl ejercicio 47 sc 

hace girar 

alrededor dei eje 

X. Halle el 


olumcn dei sólido generado. s; : ’ 

51. La región limitada por. las gráficas de y = c u , x - 0,y - 0 y x - 2 
c hace girar alredcdor dei eje X. Calcule el volumen dcl sólido generado. 

52. Encuentre cl área dei mayor rectángulo que se pueda inscribir bajo la 
yáfica de y — e** 1 y que tenga su base cn el eje X. 

53. La función seno hiperbólico sc denota por Senh y se define como 

l e* —e- 

Knt ,, = —-— . 

«a función coscno hiperbólico se denota por Cosh y se define como 

_ <? + e-* 

cosh * =-^-* 

Compruebe cada una de las siguientes proposiciones. 

(a) D, senh x = cosh *. (ò) D r cosh x = senh x. 

(c) senh (—x) - —senh *. (d) cosh (— x) = cosh x. 

(c) senh (* — y) = senh x cosh y — cosh % senh y. 
y) cosh (x — y) = cosh x cosh y — senh x senh y. 
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54. Otras funciones hiperbólicas se pueden definir en términos de Senh y 
Cosh, de la misraa forma que Tan, Cot, Sec y Csc se definen en términos de 
ben y Cos. Así pues 


Tanh = 


Senh 



tanh x = 

senh x 


Cosh 

así 

que 

cosh x 

<r* + e-* * 

Cosh 

Senh 

así 

que 

coth x = 

cosh x _ 
senh x 

— e- 1 * 

1 

Cosh 

así 

que 

sech x ~ 

1 * 
cosh x 

•’ 2 • i 

e* + c~ s • 

1 

Senh 

así 

que 

II 

1 

1 

senh x 

2 

e» —‘ 


Compruebe cada una de las siguientes proposiciones. . . . . 

(a) D, tanh x = sech* x. (b) D a coth x = —csch* x. * ' ' : 1 

(e) tanh 2 x + scch 2 x = 1. r . {d) coth* x — csch z * =l. . r , ( * 

• _ ’ ‘ *- f* 

6.8 Leyes exponenciales de crecimiento y disminución. En muchas 

situaciones la razón dc cambio de la cantidad de una sustancia con respecto al 
tierapo t es proporcional a la cantidad de sustancia presente en el. tiempo l. En 
tales casos la cantidad de sustancia presente en el tiempo í se puede expresar 
en términos de e el para alguna constante c como mostraremos en el siguiente 
teorema. -Í- ~' * ' 

Teorema 6. Si F(t) es positiva si ^(t) existe sobre un intervalo S y si c 
es un número real lai que *' • •' ’ i • 

F'(t) = cF{t), ' t è S, (67) 

entonces existe, un número real k tal que 

f(i) =*«•«,•• ( ÇS. (68)- 

Demoslración. Por hipôtesis 

/*(«)= cF (»). *6 5, 

y la forma diferencial de esta igualdad es 

dF{t) = .cF(Q dt , 

0 = * ! * es. .* 


Usando (55) obtendremos . i> : . 

-In/(’*) + A, = 


IVM i •• 'I • .*'• • * ,«»li tu n 

■. •* n y. * ‘.ii >. i». .<*.;> **i •• 


3 

: ! 1 Oi.r.1 
•VfCif t‘i m ih 
... • > 


58/FUNCIONES TRASCEN DENTES 
.La forma exponencial de (69) es 

F(t ) = ?«*♦*• 

F(t) = e c ‘e*», t 6 5. 

hora bien, si hacemos k = e*’ (nótese que <*' > 0), tendremos que 

F(l)=A«‘V ■ 

Para u = f lí), se sigue dei teorema 6 que si du/dl-cu y u > 0 entonces 

u = *✓*. (70) . 

Si c > 0, entonces e el crece sobre 5 y en ese caso (68) se Hama ley expc- 
cncial de crecimienio. Si c < 0, entonces e“ decrece sobre S y en ese caso (68) 

! Dama ley exponencial de disminución. Algunas veces (68) se Uama ley de 
rccimicnto natural. 

Ejemplo 1. La razón de cambio dei número de bactérias en un cultuo con 
especto al tiempo t es proporcional al número presente. En 10 horas, la población 
rece de 1000 a 50,000. Encuentre la ley exponencial de crecimiento que exprese 
l número F(t) de bactérias presentes l horas después de que las 1000 bactérias 
staban presentes en ei cultivo. Use el resultado para predecir la población al 
abo de 20 horas. 

Soludón. Según la ley de crecimiento natural, tenemos que 

F(t) = ke 

labemos que F{ 0) = 1000. De ahí que 

1000 = ke° = k, 

F(t) = 1000e c< . 

V dem ás sabemos que F (10) = 50,000, de modo que. 

50,000 = 1000e loc , 

50 = e ,oc , 

«• = (50) l/xo t 

f c = 0.3912. 

De este resultado vemos que la ley de crecimiento exponencial deseada se 
>uede expresar en cualquiera de las formas 

F{t) = 1000(50) ,/J0 ( ?l ) 

, F{t) = 1000e o m,c . * " * ‘ f 72 ) 

claro que (71) es más conveniente para calcular F(a) cuando a sea un múltiplo 
le 10 pero (72) resulta más conveniente cuando a no sea múltiplo de 10, siempre 
r cuando se disponga de una tabla apropiada de los valores de e. 
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( 


Si usamos (71) hallamos que F( 20) = 1000(50)’ = 2,500,000. 

Ejemplo 2. La razón de cambio de una cantidad de radio en una muestra 
con respecto al tiempo t es proporcional a la cantidad Q presente. De 200 mg. 
presentes en el ano de 1900, quedaban 196.6 mg. 50 anos después. Halle una 
expresión para la cantidad Q que quedará ^ siglos después de 1900. Calcule cuantos 
siglos deben transcurrir para que se descomponga una décima parte dei radio. 

Soluàión. Según la ley de crecimiento natural tenemos que 

Q = ke •*. 

Puesto que Q = 200 cuando í = 0, tendremos que 

200 = ke°, k = 200 
Por esto * Q — 200?**. 

Puesto que Q = 196.6 cuando t = £, obtendremos 

196.6 = 200e l/l * 

. . . 196.6 _ 1 ( 

de modo que ln - ^õ õ~ ~ 2°' 

Por tanto, c == —0.0344. f 

En consecuencia Ç =r 200e' oomr . 

Esta fórmula se puede usar para calcular un valor, de Q o el de í, cuando el 
otro se da. En el ejemplo se nos pide hallar el valor de t cuando Q = 200 — 
y l0 (200) =180 mg. Tenemos que \ 


180 200c" 0 0 * 44 * ( 

y 0.0344í== 0.1054, ( 

Por tanto í == 3.06, ( 

es decir que se necesitan aproximadamente 3.06 siglos para que se descomponga ( 

una décima parte dei radio. 

Otros casos en que se piesenta la ley de crecimiento natural, son los siguientes: 

(i) Cambio de la población. La razón de cambio de la población p de un 
pais con respecto al tiempo t es proporcional a la población en el tiempo t: 

D>p = cp. p. ... < * ( 


(ii) Presión atmosjérica. La razón de cambio de la presión atmosférica con 
respecto a la altura h es proporcionai a la presión D»p = cp. 

(iii) Flujo de corriente en un circuito eléctrico. Si » es la intensidad de la \ 

corriente en ei tiempo t, la razón de flujo de la corriente con respecto al tiempo 

está expresada mediante D t i = — (r/í)», donde r y l son constantes que dependen 

dei circuito. ’ ‘ f 


( 

( 

\ 

( 

( 

( 
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EJERCICIOS 


Resudva el sistema diferencial dado en los ejer cicios 1 y 2. 

.1. dy = 2 ydx,y = 3e a cuando x = 1. . 

. 2. = iyd», y = 5e cuando x = 2 r . . 

..En los ejercicios 3 y4/(t) es una solución de la ecuación diferencial dF(t) 

: cF[t),dt. Encuentre la F(t) que sátisfaga las condiciones dadas 

3. F( 0) = l t 'F(l) =e- s . ' 4. E(0) =100, F(l) =50. 

5. La razón de cambio de u con respecto a t cs igual a 8 1 . Si u. •= 15 
laudo L = 0 encuentre una expresión para u en términos de l. 

6 . La razón de cambio de y con respecto a x es proporcional a x sobre 
a intervalo S. Si y = 4 cuando x = 2 y y — 9 cuando x = 4, encuentre una 
cpresión para y en términos de x. 

7. Un punto 6 e mueve sobre una curva de modo tal aue la razón de cam- 
io de la ordenada con respecto a la abscisa es proporcional a la ordenada. En- 
aentre una ecuación de la curva si su pendiente es (—3/2) en (2,3). 

8 . La población de una ciudad es de 40,000 habitantes; hace 20 anos era 
s 25,000. Suponiendo que la población cambia como se describió en (i>; en- 
jentre una expresión para la población en términos dei tiempo t. 

9. Suponiendo que la presión dei aire cambia como se describió cn (ii), 
icuentre Ia presión p dei aire en términos de la altura á, dado que la presion 
el aire al nivel dcl mar es de 1.033 kgs/cm 1 y a una altura dc 3,000 mts. es de 
.680 kgs/cm a . De la fórmula obtenida calcule p para cuando h = 5,000 mts.; 
ara h = 6,000 mts.; para h = 8,000 mts. 

10. En un circuito eléctrico como el descrito en (iii), la razón de r a l es. 

e 60 de modo que D«t = — 60i cuando el tiempo es t segundos. Obtenga una 
irmula para i «n términos de t, dado qucii = 30 cuando- t = 0. Encuentre i 
jando t = 1/60 seg. * « . , , 

11. La razón de cambio de la cantidad de radio en una muestra con res- 
ecto al tiempo t es proporcional a la cantidad q presente. Si q 9 es la cantidad 
riginal y q = \q 0 en 1 800, encuentre una expresión para q en términos de t y 
e q 0 - Calcule q 100 anos después dei tiempo para el cual q = q 0 ; 500 anos des- 
ucs dc esc tiempo; 2500 anos despues dc esc tiempo. 

12. La razón de cambio de la intensidad i dc la luz con respecto a la dis- 
incia x que la luz ha penetrado en d vidrio está dada por D,i = —0.02t para 
ierta clase de vidrio. Si i = 100 cuando x =;0, encuentre una fórmula para i en 
irminos de x. 

18. Suponga que la población de un estado cambia como se describió en 
i), calcule cn que tiempo se quintuplicará Ia población si se duplica cn 20 anos. 

14. La açelcración de una partícula cn el tiempo t es proporcional a su 
elocidad en ese Instante. Si u 0 es la velócidad inicial encuentre la distancia que 
iaja la partícula en cl intervalo [íij * .* .... » ;- !j 

EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 6 *’ '' ‘ 

. •: ..... ’• ,.f *i. /■ i • r . , ,«•••*. -v.t • 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 20 encuentre D t F(x). ‘ u 
... 1. F(x) = ln Un (5 + I) • . Z. F(x) - [ln + 1 + 

.«*• % . .••••« r.i • •, t'-i-í ti*. ; ■*. 


F(x) = ln (1 + cos J ax ). 


a et~\ - 
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Integración 

indefinida 



7.1 Integrales indefinidas; fórmulas elementaies. Un problema frecuen- 
te en cálculo es, como ya hemos visto, la determinación de una antiderivada de 
una función dada F. Por este motivo resulta conveniente el tener un símbolo 
para la antiderivada y estudiar en detalle algunas técnicos para encontrar anti- 
derivadas. Como resultado de la conexión que hay entre la integral definida de F 
y una antiderivada de F, dada en el Teorema Fundamental dei cálculo, el símbolo 
más comúnmente usado para una antiderivada de F(x) es / F(x) dx y esta anti¬ 
derivada es Uamada integral indefinida de F(x). Esto es que si 5 es un intervalo 
o una unión de intervalos V si G es una función tal que 

(?(*)=/(*), *£S, 

cscribiremos 

\ FM dx = G(x) +i, xçs, 

en donde k es cualquier número real y llamaremoa a / F{x) dx integral inde¬ 
finida de F{x ); 

\ P(x) dx = C(») +k*+- D,[C(*) + *1 = F{x). 

En / F(x) dx, la expresión F(x) se llama el integrando. Como ejeraplos: 

f x 1 dx = ~ + k, ( cos x dx = sen x + k. 

Debemos prestar atenciÓn a que / F(x) dx es una integral indefinida de 
F(x) ; es decir que cuando escribimos V(x) =[F(x)dx, estamos indicando 
que V(x) es una antiderivada de F(x) de modo que í>,V(x) = F(x). Por tan¬ 
to, si tenemos que 


V(x) = \ F(x) dx y U(x) = J F(x) dx, 
no podemos concluir que F(x) = £/(*); todo lo que sabemos es que D x K(x) = 

33S 
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D t U{x)i por lo que scgún el teorema 20 de la Sec. 3.11, la única conclusión 
posible es: 

V(x) = U(x) + k 

donde k es algún número real. ' 

Sabemos por el teorema 9 de la Sec. 5.7 que si F es continua sobre S, enton- 
ccs existe uno fundón C tal que G'{x) = F(x) para x £ S o sea que G(x ) será 
una antiderivada de F(x) sobre S y / F(x) dx = G(x) + k. Aunque / F(x) dx 
existirá sobre 5 si F es continua sobre S, no siempre cs posible expresar J* F(x) dx 
cn términos de la correspondiente de x ante una función G que se pueda poner cn 
términos de sumas, produetos, cocientes o composiciones de un número finito de 
funciones algcbraicas, trigonométricas, trigonométricas inversas, exponenciales o 
logarítmicas. Cuando el proceso de encontrar tal expresión para/ F[x) dx es 
posible, se llama inlegración indefinida. Cuando hayamos encontrado una fórmula 
para G(x) cn términos de x y tal que 


J F(*) dx = C(z) + k. 


diremos que hemos evaluado.f F(x) dx. 

Una rcestructuración dc la definición de integral indefinida en términos de 
difcrencialea es útil a menudo para calcular una integral indefinida. Si. G es una 
función para la que 

,dC(x) = F(x) dx, x £ S t 

entonces .» 

j /’(*) dx = C(x) + k, x £ S, 

donde k ea cualquier número real; esto es 

j F{x) dx = y + k dy = F{x) dx. 

Por tanto, podemos calcular f F(x) dx, definiendo una solución general de la 
ecuación diferencial dy = F(x) dx. 

Como cjemplo calculemos J xVx* + 1 dx hallando una solución general de 
la ecuación diferencial dy = x V x* + í, ó dy = è(x* + D 1/3 d(x* + 1). Tal so¬ 
lución es y = !•$(*■+ l) a/, + K ó y = i(* a + !)*'* +k. En consecuencia 

\ xV^TÍdx = *(*» + l)*'* + k. 

La lista de fórmulas para integrales indefinidas dada a continuación cs aira- 
plcmente una colección de resultados obtenidos en los capítulos precedentes. En 
estas fórmulas suportemos que u = V{%) y si V'[x) existe sobre un. conjuiUo S. 
Cada fórmula es válida sobre el subconjunto de S indicado en seguida de ella. 
Para cada fórmula se da una referencia a la proposición, de un capítulo anterior, 
en que cila se basa. 

\ au* du =—+ k, p=£ —1; ^ 

s * J p + l 
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válida sobre {x £ 5 | [V{x) ]* existe)' si p> — 1; véase (79) .de la Sec. 3T4. 

[ mr l du = J tf~ = <zln |u| +-k; (2) 

válida sobre (íÇ 5 | V{x) ^ 0}; véase (59) de la Sec. 6.5. 

t , j a sen udu = —a cosi* + k; , (3) 

válida.sobre S; véase (7) dc la Sec. 6.1. 

\ a cos udu = a sen u + k\ (4) 

válida sobre S; véase (8) de la Sec. 6.1. 

j a sec* udu = a tan u + k; : < (5) 

válida sobre Jx € $ I * ^ \ + nir J» para n entero; véase (9) de la Sec. 6.1. 

j a esc 3 udu =—ocotu + 4; (6) 

válida sobre {x £ S ( x nr) para n entero; véase (10) de la Sec. 6.1. 

^ asecutanudu = asccu+. k; (7) 

válida flobre j* £ 5 | x ^ £ + nr J, para n entero; véase (11) de la Sec. 6:1. 

| a esc u cot u du — —o esc u + k; (8) 

válida sobre {x £ S | x n*-} para n entero; véase (12) de la Sec. 6.1. 

f a du 

1— — o aresen u + k: (9) 

válida sobre {x £ S | \V{x)\ < 1); véase (29) de la Sec. 6.2. 

Ínr^ = aarclan “ + A:; < 10 ) 

válida sobre S; véase (30) de la Sec. 6 . 2 . 


r a du _ 
J uVu 9 — 1 _ 


a arcsecu + A:; 


válida sobre (x £ S | \V{x)\ > 1); véase (31) de la Sec. 6.2. 

j a e u du = a e" + k; 


I 
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/álida sobre S; véase (69) de la Sec. 6.7. 

j ab"du = ( 13 ) 

yálida sobre S; véase (68) de la Sec. 6.7. 

De Ia definición de integral indefinida, y dcl hecho de que 
D.lU(x) + V(x)] = 0,7/(x) + D.P(x), 

je sigue que 

J [F(x) + C(*)] dx = j /*(*) dx + J C(x) dx + A. (14) 

Siempre que deseemos calcular una integral indefinida tal como J*F(*) dx, 
hemos de ver primero ai podemos arrcglar la expresión F(x ) dx de modo que 
te pueda aplicar alguna de las fórmulas elementales recién dadas. Este proce- 
diraiento ha sido ilustrado frecuentemente en loa capítulos anteriores. 

Ejemplo 1. Calcule / aen*xcosxdx e indique el conjunto sobre el que es 
válido el resultado. Compruebe el resultado por derivación. 

Sdución. Notamos que podemos escribir 

J scn a x cos x dx = J sen* x d( sen x) 

Por tanto, usando (1) y haciendo que sen x ocupe el lugar de u, tendremos 
que ' , 

[ sen* x cos x dx — — sen* x + k. 

Este resultado vale sobre Re puesto quç sen x es derivable sobre Re. 

Para comprobar el resultado notemos que 

D,(isen , x + k) = % sen 1 x cos x = sen 2 x cos x, x£ Re. 

Ejemplo 2. Calcule \ c indique el con Í unl ° wbre el que C5 

válido el resultado. Compraébclo. 

Solución. Tenemos que 

f (* —2 )dx _ fl (2» —4) dx _ f 1 . d(x' — 4a + 2) 

] *» — 4 X + 2 ~ J 2 *■ — 4* + 2 J 2 x*— 4* + 2 
= iln|*> — 4x+2| + i [según (2)]. 

Este resultado vale sobre 

{*É Re\x’—ix + 2^0} = (xç Re\xy±2+V2 6x#2 —V2}. 




j x*=2+V2 y x^2—V2. 


f 
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Ejemplo 3. Calcule / sec xdx e indique el conjunto sobre el que es válido 
el resultado. ' 

Solución* .Podemos escribir . 

f , , secx(secx-ftanx) , í sec 1 x + seextani: . 

J aec-xá* — . - sec x + tanx J tanx + secx . ;.j, t 

y usar (2) para hál ar 

j secxdx = ln |tanx + secx| + A. 

Este resultado vale sobre jx € Re \ x ^\ + n7r ] • 

EJEB CICIOS 

Calcule cada integral indefinida dada e indique el conjunto sobre cl que 
es válido cada resultado. Compruebe cada resultado por derivación 


es válido cada resultado. Compruebe cada resultado por derivación 

i. J $ 2 . \ vi'dx. 

n f sen 1 x cosx dx. 


^ j sen 1 x cos x dx. 

e r ; ; ' - 

5 * J 1 + 2x 4 

7 . JÜZZíll dx. v. -i' 
9. J<r 2 *dx. 

XI. jlO ~ u dx. • - 

13. (cos3 xdx. 

. *■- 

15. 1 sec 2* tan 2 x dx. :. - l - •. 

17 -'Í9T7»-" \ — 

' f -' dx 




«■ !3r*- 

~ f sen x dx 
* 1 1 + cosx • 

10 . J * í- dx. 

12 . j3«’ dx. 

14. J sec 3 3* dx. 

"T üc* 4fidx 
16> • ] 1 — t»n 4* ' 


—i tan 4x 
dx 


. *-nsâ 

23. [ xdx 24- fVã(x*/^4 Vdx.* t • 

J vè + x a J 

’ 25. f sen 2*VT"+~2cõs"è dx. ’ 2è.' | ú‘n * sec’* dx. 

27. f!^-dx. 28- 


>> 
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31. j ln tf” dx. 

f *c'xdx 
J cot * + ] 


f *a'xdx 
J cot * + 1 

“•fíTlêriF- 

„ .. 2x — 3 _ 2(j 
5u ^ ,,,0n: ,*+ 2^ + 17 ~(~ 
„„ f *ln (1 + *’) j_ 

39 - J— dI - 

41. j (sen* e*) (cos «*) («*) dx. 

«■ JttSt*- 

4, 

47. j^d*. 

49. j x*é**dx. 

51 - í V16-9**' 

53. j cac x dx. 


2{x + 1) - 

(* + D* + 


32. ( 

J sen x 

34. j sec , *e- ,M *(ia;. 

-• IrfgESp*- 
381 J *‘ + 2* + 10 

5 

6 

40. j cotx (lnsen x) dx. 

42 - í (1 • 

- 

46. [^1 dx. 

48. jü±Ü*. 

“■ JlSfe*- 
52 - ívra- 

54. J x sec x* dx. 


7.2 Integración por partes. Cuando no podamos arredar el integrando 
do una integral indefinida de modo que se pueda aplicar una de las fórmulas 
eleraentalés de la aección anterior, deberaos buscar otros métodos para evaluar 
la integral. Uno de ellos es la integración por partes. 

Sean u = U(x) y v = V(x) siendo V y V deTivables sobre S. Entonces para 
x £ 5, tendremos que 

J>r[U{x)V{x)] = U(x) DsV(x) + V(x) D,£/(*). 
ó d(uu) = udv + vdu, 

que se puede escribir como 

udv = d{uv )— vdu, x £ S, (15) 

Si U' y V son continuas sobro S, sabemos que f udv e f [ d{uv )— vdu ] existen 
sobre S y podem 09 escribir 


j udv . = J [d(uv) — vdu] + k, 


* € S. 
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Finalmente usando (14) y el hecho de que / d(uv) = uv, tenemoa que 

judvzzuv —jvdu + A, x £ S. (16) 

La fórmula (16) se usa con frecuencia como ayuda para calcular una integral 
indefinida. El efecto de (16) es el de reemplazar el problema de calcular una 
integral indefinida dada J v du, por el de calcular otra integral indefinida / u dv. 
El cálculo de una integral indefinida por medio de (16) se llama integración 
por partes. Los siguientes ejemplos indican cómo se usa este método y el tipo 
de integrales a las que se aplica. 

Ejemplo 1. Calcule /xsen2xdx e indique d conjunto sobre el que es 
válido el resultado. 

Solución. Sea 

u = U[x) = x y dv = dV (x) — sen 2x dx ; 

entonces du = dx y v = V(x) = / 9en 2x dx = —£ cos 2x. Tanto U como V son 
derivables y U' y V son continuas sobre Re ; por tanto, podemos usar (16) para 
*c Re y obtendremos. 

J (x) (sen 2x dx) = x(—£ cos 2*) — j (—£ cos 2x) dx + k 

• = — \x cos 2a: + £ J cos 2x dx + k. 

En este caso hemos reemplazado el problema de calcular / x sen 2x dx por el pro¬ 
blema más simplc de calcular /cos2xdx. Puesto que / cos2x dx = £ sen 2x, 
vemos que 

j x sen 2x dx = —£* cos 2x + J sen 2 x + k, x £ Re. 

Ejemplo 2. Calcule / x*ln xdx e indique el conjunto sobre el que es válido 
cl resultado. 

Solución. Sea 

u = U(x)= lnx y dv = dV{x) — x 2 dx; 

entonces du — dx/x y v = V (x) — / x 7 dx = £x*. U es derivable sobre (x £ 
Re | x > 0}, V es derivable sobre Re, U’ es continua sobre {x £ Re | x > 0} y V 
es continua sobre Re. De ahí que sc pueda usar (16) para x £ Re, x > 0, y 
tendremos 

j X a ln x dx = ~ x 3 ln x — jÍ x 3 -^ + A 
= í X a ln x — iJx*dx + A 
= * X a In x— x > 0. 


mámÂÂ 

En loT^fâ-UrV' m&pl» 

que las dadas. En realida.* ,1a «le^ín^e. tf(*)„X dVfe). $e hin> con este objeto; 
si 7 v da íucra más còmpíicada que la integral dada, sospecharíamos que la selec- 

bi^'hábíaifSÍdó:ihadecuqdaL i.Ocasionalznente resulta »necesaTÍb> usar:da» dntegración 

por pacte&.para calciiFaT.da !in tegr*^ .dei'segu ndo^m ienibro' de* ,: (1Ô) i-> 1 

.-A a Aiitiiobn: la^y.r.i erJo mb>:ol«o r.h b loq ,ub m t. rfjln.iWb»:» . 

wòbBjeníiplO;.34i Calculei í xWidxc.v ituMqubrei:tbnjuVito sobre*iel (juejes válido 

«lirefcultadrfjptòni' atu "a* «>ai-V> uniliril •oíqurojo Mfiwwgb -»• 

jmilq» •« srní,«:l.tt ceiivrp»*- 

Solución. Sea 

*o anp h oídor. «j*?oay vrfi/o=id^*)\—<*dx;> .E. oícim^ 

cntonces du = 2xdx y v = V{x) = Jfdx = e*. Como £/' y '^"son continuas 

sobre Re, tendreraos que . .. 

11»> ;£ i;:m k ' v x]Tü ~ sV» C '• ” W * » 

,™ 1 .«.«X. \1 *•-& »» •; (”) 

mm füíl' •Ui.n wir.3Í»«q .cltir.i too pfl umIs* «wnjfaoo .:o* v ' ' . •_ 

Usaremos de hucvo la integracion fcor partes. Sea u> — y. oi — 

dZ(x) = e“ dx; entonces dw = 2 dx y z = Z(x) = «*. Por tanto, 

A -5* vA> (*Saaa£-‘~) I -- «éOu4-*-)3. : - '**»»* <i**j »>.? ; 

\ 2xe* dx = 2**' — j 2e* d* + A* 

.* * xb f s,«o {1 £, * e Re. 

f *Vd* = xV- (2xe* — 2e* + A,) + Ax , 

> i. .á r «S irtMs i TÜ *ir: 'tj— • • iWü j 

' = e’(x* — 2x + 2) + A,, x € Ke, 

obilAv « *íu b >fk* «Jciuiutt Io vup.bfii » *V* u» V. 1 . ^ *v!íjí/ví«. ■. 

dònde A = *i — A$. .ui t\v ■■ . 

Aun cuando la nucva integral indefinida obtenida por integración por partes 
no sea más simple c^ue la integral da^a, el métqdo puçdp conducimos al cálculo 
do la integral dadá. *" f ' " l,X * "“ ** ^ c “ T * . T 

\ quc 
val^id ^do. rifA; ( 0I j lL ,, f r .h ;l pq' o-t lii\> Wo -CX —rdoa r.nmj i;., 

Soluciór. Sea ,0ÍÍ '^: 

,u = ef y dv=-cosxdx; 

X + -- •] ‘— -•/: ní c n — — í« 1 i 

entonces du = 2e ar dx, y * = /'còsxdx = sen*. La fórmula (16) se puede usar 
porqoe * € & y »£»£ 1 .X l 

• * 'v c y 

I e M cos * d* = e M sen *— j 2e a 'sen xdx + k t . (18) 

.0,^* -t—xd . 

.jAunque la integral en el segundo miembro de (18) no es más sencilla que U 


integral dada tampoco es más complicada, tn tal caso usamos la integración por 
partes para tratar de calcular la fntégraí ! dél '-segundo miembro. En /2e”sen*d* 

h * Cen ' 0S i,!.;'70Íni I. J, M $$2$* >>'' •’!> f*> »?. . , 

.nUTÍitükvt W cb:!®í V. 53}) S* \"io* otnupioo b oupibfli o 

de ^3?.% j .8 átt- = 4«"^ > ;]«=j r -cos*. 'J 

Tenem “T.'r?°T .« 

I1 -r 

La sustitución dc este resultado ,x :*íi - •« ugaH *.miVv^v.?. 

í‘pta.li54: 

O -rx\ At .xi *=* noe * | -c-l .y.b *f* noto 1C ) [ ’ÍI 

uiütnrf -V- ? j.frf cos * <te 5 =r«*ú?pT>,*,+ 2í”cos* +.tfexbífext« x.} .71 

Por tanto, . :;v 1 ss ,àx£^| M .r.b*(xni)[ .05 

oifp : >b 'fr.^C9»^-4«b= iuffiíg» %H--Acw»0.i+ A; •ibilnnA .855 • 

J oup aornodar. 

Como se ha indicado a travps de estos^ejemplos, U integración por partes 
se usa más frecueritàbbnfô'pM tf^te^í/ífáV^ctlando F(x) se puede 
escribir .corrto.eUpiíodúc.tOide doa, cojreapOndientcsi íoJrwj noq .iòíd/iihuíAí d t»«U 
obnoí» -)C .X «w— ^ m v xV> t itftl t *>« “ *»V> ^ :c n*»« - ofc 
7(*) =CtóiT(*) t 

a + l— y.h X ftcl xobü * SOO— f ^ ~ f “H- h 

donde C y ff son distinto tipo de funciones: Por ejemplo, Cr puede ser algcbrtiCj 

y // trascendente, o C trigonométrica y H exponencial. No intenta 
integración por partes cuattdoi^lj integyandft: f.e^ u ^e esta forma, a menos que 

ningún otro de los métodos s nuestra disposicióh,.«aJ|^ble . s ^ . jI)1|iA ah 


.111 i nr.) \ OIUWIIIC mi; 

Ejemplo, 5^i &apíl^ Ltfôwf nl ®» 

válido el resultado. . .’?• 1 ~ * * 

'' jiif-ml KÓísup ;wp •jlncifjci.à wrnhfj bb cl fjb Mih la L -o» i 

Solución. Aqyí rneçesyiamos.pensar que]artscrt^pucdé-Ser conéjdcradOTpomO 

1- arcaen* y pftdem^l^Wl so<fW^n;iíiiíl uòíS-n sl oh èosr. b 5>Ifcrf T)S 

- dv =.1 • d* 1 • ~ x • *< 0 = X 

•• r‘\:, óràiifO .7* õ7o a Gí C iJ6a!»viU V B , irr 1 ò!. Obi:no|rt l'«í> nôi&yt lU ‘.VS 

^ .dbinoíõg obiloe bb 

rEntonce? -• . y y -da. ^; ^.»xi sW^lfmíf» hoí^oi r.J \8S 

••.db'nir;fn 3 oÍSòk b ■rrfííOmoH .'L sp bÜ lofeWlb iciig 

i iiarasán* d»^--xiarcseri j.^yiffe^í soW-iJfotó > 

'*'• >Vi 'ó:,fa a q o> anoiiSâiTtíSRogiif yi.ioi^ tf/il oi> £Íbn»loq V áoJoi^iôiq nobnoiq 

= xaresen *r^i>íí?rnri*fi+ ( '.4biilMi:|aí.:<fl.ob áhu*{n noo 
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EJERCICIOS 

En cada uno de los cjercicios dcl 1 al 22 calcule la integral indefinida dada 
e indique ei conjunto sobre el que cs válido cl resultado. 


L 

j * cos * dx. 

*• J 

*e“ dx. 

3. 

j X a cos * dx. 

4. 

f dx. 

5 . j 

x sec a * dx. 

6. 

J * ln * dx. 

7. 

p_ 

j ff* sen 2* dx. 

.a.* . TT 

8. j arctan*d*. 9. j 

V s » 

9 tc? xdx. 

10. | ln |*| dx. 

jugesuon: naga u — 

11. j arccos * dx. 

sec *, 0 v = 

12. 

sec- * ax. 
j aresee * dx. 

13. 

j (aresee*) 8 d*. 

14. 

J (arctan x) 1 dx. 

15. 

j * sen X a dx. 

16. 

| e" sen bx dx. 

17. 

j * aresee * dx. 

18. 

j sen (ln x) dx. 

19. 

J * a arctan * dx. 

20. 

f (ln x) * dx. 

2L 

J esc* 2* dx. 

22. 

J V*x ln * d*. 


23. Analice Ia validez de la siguiente “demostración” de que —1 = 0. 
Sabemos que 

f tan xdx — \ 3C1> X dx — \ sen * sec * dx. 

J J cos* J 

Use la integración por partes para evaluar / sen * sec * d*, haciendo u = sec x, 
dv — sen * dx, da — sec x tan * dx, y ti = —cos x. De donde 

j sen * sec xdx — — sec * co sx — j —cos * sec * tan * dx = —1 + j tan * dx. 
Tenemos que 

J tan * dx = —1 + J tan x dx, 

de donde se sigue que 0 = — 1. 

Sugesüón: Recuerde el significado dei símbolo / tan * dx. 

24. Halle el área de la región limitada por las gráficas de y — ln x, y = 0 
y * = 6. 

25. Halle el área de la región dei primer cuadrante que queda limitada por 
las gráficas de y — x ln * (véase la Fig. 7.1), y = 0 y * = 2. 

26. Halle el á rea de la región limitada por las gráficas de y = arcsen x, 

y — 0 y * = V3/2. 

27. La región dei ejercicio 26 gira alrededor dei eje X. Calcule el volumen . 
dei sólido gencrado. 

28. La región limitada por las gráficas dey = ln*,y=:0yx = 5 se hace 
girar alrededor dei eje X. Encuentre el volumen dei sólido generado. 

7.3 Integrales trigonométricas. Muchas integrales indefinidas que com- 
prendcn productos y potências de funciones trigonométricas se pueden calcular 
con ayuda de las identidades trigonométricas 


i 


i 

I 
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sen 8 * + cos* * = 1 , 


(19) 

tan 2 * -f 1 = scc* *, 

x ÇRe, r; 

(20) 

1 4- cot* * = CSC 8 X, 

* £ Re, x^=mr; 

(21) 

, 1 + cos 2* 

005',= 2 . 

/ 

1 rt 

x £ Re; 

(22) 

- 1 — ços 2 * 

sen 2 * =-^-» 

x £ Re ; 

(23) 

sen 2* = 2 sen * cos x. 

*£ Re. 

(24) 


y 



Loa fórmulas básicas para la evaluación de las integrales trigonométricas 
son de (3) a (8) de la Sec. 7.1 y los métodos de cálculo de / sen 2 xdx, J cos 1 xdx, 
J tan* xdx e I cot 1 x dx que daremos a continuación. Mediante las identidades 
(22), (23) y (24) obtendremoa 

j sen* x dx = j ■ — dx = 1^ — -sen 2 x^j 
+ i = i (* — sen * cos *) + k; 

[cos a *d*=ji 

+ k = 1 (x + sen * coa x) + k; 


) 
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*. • , * *J # | # " • 

ÜUnte (20) y (21) bailaremos que 

• j tan» xdx = j (sec* *■— 1) d* = TÁt * — *"+ k - 

i, ' jeot»xd,= j («ic** — —*+*• 

. Estos resultados y los demás de esta seocióa .son válidos, sobre el conjunto 

ira cl caal este definido el integTando. .... A „ BQr 

a método usado para calcular / sen- xdxy / cos' * d*: se puede usar tam 

ién para 

j sen" * d* e ] cos"* d* - »*•' " 

uando n es un entero positivo par. Por ejemplo: . 

, . r / 1 — cos 2x \* , 

Jsen 4 *d*=± [(5en**) J d* - 2 ) 

- I j\( l — 2 cos 2 * + cos* 2x) dx, 

\ 


Ejemplo 1. Calcule (a) / sen' x dx y (b) f cos’x dx. 

Solución. (o) Usando, la identidad (19) podemos escnbir 

J sen» x dx = j (sen’ *)»*n x dx = J (1 -«a* ■)*•«* 

*•'=-J -f.(l — 2 cos 3 * + C<^x.);diços x) 

— —cos x + i COS* * — } cos* X 4- k. 

(6) Similarraente 

jco.‘xdx = J <«*.)■ eõMÍ*«i (1 - sen» ,) ’ cos * dx, 
cuvaVJÁlflUÍQ ^nal dejamos al estudiante* * • ‘ ‘ 

2!« H-ntétodo, usado «n el ejemplo-.J-.se puede emplear para ■ ^ ^ 

^Krrxlx e J cos ?-*■& ■■ ■ f». f-' -.*S- 

cuando /* es un .entero positivo impar. »- . - 

Ejemplo 2: Calcule (a) '/sec** d* y (6) / esc** d*. 

S<LiL (o) Usando. U identjdad _(20). podernos escnb.r 

( sec-xdx = [ (sec»*)’»ec’*d* = .[<1 + tan**V sec*xdx 
• = J (1 + 2 tan* * + tan 4 *) d(tan *) 

|v = tan * + i tan* r 4- i tãn^ * 'k- 
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(6) El cálculo de/cac**d* ac cfectúa dc numera semejante, notando pri¬ 
me ro [mediante la identidad (21)] que 

j esc 6 * dx =] (esc* x) * csc a * dx = J (1 + cot* *) * cac* * dx. 


El método usado en el ejemplo 2 puede usarse para 


|sec* * dx e j esc"*d* j; 




cuando n es un entero positivo par. Si n es un entero positivo impar, el método 
usado comprende integración por partes (véase el ejcrcicio 9.de la Sec. 7.2). 

Ejemplo 3. Calcule (a) / tan 4 *d* y (6) / cot 4 *d*. 

So/urión. *(fl) -De la identidad (20> : se sigue que 

j tan* x.dx = [ (tan* x)» d* = j (sec« x— 1)’ dx 
= j (sec**—2sec** + 1) dx 

’*~ íl ‘«i* ‘ •'* * ' 1 '• •*' *' p ‘ ' f 

..... ^ . = J sec* x(tan* * +.}) d* — 2 j aec* *d* + ] dx 

... M* = - n t x + tana: — 2tan* 4- * + & 

. V <!•>*, I 

= ^ tan* * — tan * + * + k- 

( b) Usamos cot 4 * = (cot*i)* = (esc* *— 1)*. y procedemos como en (a). 

El método dei ejemplo 3 se púede-usar paTa •' 

f . • i. t.. • • *v. •• <•>*. '■••••’ 

Jtçn^^dx e lcot"*d* 

* t 4 9 

cuando n es un entero positiVò,pai'.'; . . 

Ejemplo 4. Evalúe. (a) / tan* *d* y (6) J cot* xdx. ‘ 

Solución. (o) " 

J tari' 1 * dx == f j tan 4 * tán -x dx t=- (sec* * — 1) * tan * di , ; 

. ■= ^(sec 4 ic ton * — 2 scc* * tan * 4* tan *) d* • 

= í sec* *(sec * tan *) ^x--— 3. j sec x(sèc x tãn x) dx + j tan * dx 

= \ sec 4 * — sec* * + la |sec *| + k. /• L f c « • • •/ * »• 

(6) La solución sc sigue de la de (a) ti hacemos 

cot 3 * = cot 4 * cot x = (esc* x — 1) * cot x. 


I 
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El método dei ejemplo 4 se puede usar para 


J un" xdx e j cot n xdx 


cuando n cs un entero positivo unpar. 

Ejemplo 5. Calcule (o) / sen* * cos* * dx y (6) / sen* * cos 3 * dx. 

• Solución. (o) Tenemos 

j scn 3 *cos »*d* = j sen 3 x cos* x sen x dx 

= J (1 — cos* x) cos* x sen * dx 

- j —(cos* x —■ cos 4 x) d cos * 

= —i cos* x + i cos 6 X + k. 

(b) B procedimiento es cl misrno que en (a) exccpto que escnbimos 

sen* * coa* x = sen* * cos* x cos x = sen 1 a: (1 — «n* *) cos * 

= (sen** —sen 4 *) cos*. 

Q método dd ejemplo 5 sc puede usar para 

j sen" * cos** * dx 

cuando m 6 n aean enteros positivos impares. 

Ejemplo 6. Calcule / sen* * cos 4 * dx. 

Solución. Usemos las identidades (22) y (23) para por.er 
J ien’ * cos* xdx = \ J (1 + cos 2 * — cos'2x — co.' 2*) dx 

= 1 J[l + co.2*-^-^-d-«* *•) «“ *•] * 

=l(í-=r i+ è"-'‘) +l 


El método dei ejemplo 6 se puede usar para 


sen n * cos" * dx 


J 

) 
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cuando m y n son enteros positivos pares. 

Ejemplo 7. Calcule (a) / tan* x sec xdx y (6) /tan 2 xsec 4 xdx. 
Solución. (a) Tenemos 

j tan* x sec * dx = j tan* * (tan * sec x) dx 

= j (sec* * — 1) (sec * tan *) dx 
= £ sec 3 x — sec * + k. 

(6) Vemos que 

J tan* * sec 4 x dx = J tan* * sec* *(scc* *) dx 

= j tan* x(tan* x + 1) scc* * dx = J (tan 4 * + tan* *) sec* * dx 

— £ tan* * + i tan 6 * + k. 

Una integral de la forma 

• j tan" * sec" * dx 

se puede calcular cuando \i sea un entero positivo impar t scgún cl método dei 
ejemplo 7 (o) y cuando m sca un entero positivo par t scgún cl método dei ejemplo 
7(6). Si n es par y m es impar podemos poner tan"*sec" 1 * como una suma 
de potências enteras de sec n * -y usar la integración por partes. 


EJERCICIOS 

Calcule las integralcs indefinidas dadas en los ejercicioa dei 1 al 28. 


1. 

j sen 4 *d*. 

2. 

J cos 4 * dx. 

3. 

j sen**d*. 

4. 

J cos* * dx. 

5. 

j sen T 3* dx. 

6. 

| sec 4 * dx. 

7. 

J esc 4 2* dx. 

8. 

Jcot 4 * dx. 

9. 

j tan* 2* dx. 

10. 

j tan* 3* d*. 

11. 

J cot* * dx. 

12. 

| sen x oos xdx. 

13. 

j sen* * cos xdx. 

14. 

J sen* * cos 3 * dx. 

15. 

( cos* 2* sen* 2* dx . 

16. 

f sen* * cos* * dx. 


CBGRACION indefinida 
^ COS 4 3* sen 3* <**• 

». ‘ j tan 4 '* sec 4 * <**• 

L 

S. J (secx + csc*)*dx. 

:5. r _<k_ 

3 COS 3* ' • 

ISS-d*. 

57. J sen* 


18. 

'20. J tan 3 3*sec3*á*- 

22. J tan’*sec**dx. 

24 . J V~cos*sen s * dx. 
f dx 

26 * J SCO 2x 

* í^*" 


Use las identidade* ia—B) + sen + B)] 

29. ( sen 2 * cos 3x dx. 

• -x- r f 32. J sen5*co«5xdx. 

31 . J CO. 4* co. 5* *• • calcule ta integral d.da c» 1* 

• 4 *cd. una d. ******* 33 ... 

y „ son enteTOS.poeittvo»- ' ,, Ç* 9 ea irtt.cn m* <**• 

33 r U nmx«*nxix;m*n.' ■ L, . 

3S - J-. s6 . cosnttcosrttd*.'"^'*- 

35. . 1 .. - "* 

31!. t cos m* cos ntt d*. • . ■• . 

Jí ” ' r - 

- ■ s+4- 1 - ; .; 

Del .^h^. n UScc^v^^ . ( 

^ 4 5*3VF^i?7^^ = 3 5. vT ^ ,. 

* • 4*«'íW Teorcm® ^unda- 

t* y/\6---~x? dx directamente por me 

Para obtener ) # WTg-T?. Esto no podemos 

mental, 

** olra ’ cn ** 



K ' 
r 
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¥\g. 7.2 


x por 4sen u y puestq que d(4sen u) = 4 cos udu, reemplacemos d*. por 4 cos u du. 
Notaremos que x = 4 sen u se satisface por x = 0, u = 0 y por x = 4, u = v/2. 

Con dichas sustituciones J Vl6 — x 3 dx se transforma en 

r »/* _ r »/* _ 

J V 16 —16 sen 3 u • 4 cos u du = 16 J y cos 3 ucosu du. 

Puesto que Vcos 3 u = |cosu| = cosu para u £ [0; w/2], nos queda la integral 

r */» 

16 l cos* u du, 

v - »o . • v. .. . h 

que puede ser fácilmente calculada por medio dei Teorema Fundamental y los 
métodos analizados en la Sec. 7.3. Por tanto, si es ciérto que "V."* 


podemos poner 


: í Vl6— : x*dx = 16 [• cos 7 'u du, 

V • y*<# . • • •/: • 

'n: '«i, # 1 , 1 * i 

A = 3 f V16 — x* dx = 48 f cos* u du, 


y encontramos que 


1 -S-> 


= 48.^(u + sen u cos u) 12ir.» 


r 

( 

i 

> 

( 

f 

( 


( 


i 

í 

i 

( 

i 

i 

( 

( 

( 





i/lNTEGBACION INDEFINIDA. 

(2S ) a verdadcra di^os que podemos calcuUr \\ VI d* P« "“* Í - 
i6n . La validei de (25) se sigue dei .«orem. 1, enunciado a con.inuación. 

£ La;/3]}. Eraonccs 

Çf(x) dx= \*nüM]U'W du. 

Demostraddn. Se.V = Fy«aCI. toción compuesu H(í/]i « ** 
9ca _ . . nr r? / M .. £ f** Al. 


ntonces 


á que 


G(u) = H[U(u)), »€[«!/*]• 

C'(u) = H'lU{u)]U'(u) = F[V{u)]U'(u). 


<*“=!>) iu = cw G(a) ‘ (26) 
)e la deiiniciòn de C tenemos que 

g W -cm = »(« 


dx = H(b)—H{o). 


Si combinamos (26) y (27) obtendremos 


jV(x) dx = jV[tl(u)]I/'(») d» 


como deseábamos demostrar. 


EJemplo 1. Calcule £ xVT+Tdx. 


»**. v.™ ^ - < ■— - z:'z}:.:. ,n*>TZ?-Í -St 

"• ■»-” - í ÍTtfflír ,'v . »»*» -U. [= = 31. !»•«“ 


*=u> —1, í* = 2odu, »>0, 


obtendremos 


J\VS + T* = S! (u«-D^(2“) *■ 
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Puesto que Vã 2 = u para u £ [2; 3], nos queda que 

j" * V^+ldx = jV — 1) (u) (2u) du 

Para calcular el área de una región limitada por una elipse calculamos 

j V16 — x* dx por medio de la sustitución * = 4 sen u. La anterior ea un ejemplo 

de un tipo de sustituciones conocidas coroo sustituciones trigonométricas que se 
I usan frecuentemente en el cálculo de integrales cuyos integrandos contengan al- 
I guna de las expresiones 

(«*_**)!/* ( 28) 

(*»_ a «)aA (29) 

(o 1 + x')V\ (30) 

Si en (28) hacemos x = asenu donde [—ir/2; ir/2] obtendremos una 

expresión sin exponentes fraccionarios, 

(o 2 — a 1 sen 2 u)^ 2 = \a\ cos u, 

y la función U tal que U(u) = a sen u y É7'(u) = a cos u satisface las condiciones 
dei Teorema 1 sobre intervalos escogidoa adecuadamente 

De modo semejante, si hacemos x = asecu donde u£ [— rr; —>r/2) ó 
uÇ [0;r/2), la expresión (29) se convierte en 

_ (a 2 — o 2 sec* u) 172 = |a| tan u, 

Y si hacemos x = a tan u donde u£ (—ir/2; rr/2), lo expresión (30) se con¬ 
vierte en 

(a* -f a 2 tan* u)V* = |o| sec u. 

La función U tal que U{u) = a sec u ó U{u ) = a tan u satisface las condiciones 
dei Teorema 1 sobre intervalos escogidos adecuadamente. 

Siempre que una de las expresiones (28), (29) ó (30) aparezea en un 
integrando y el estudiante no vea fácilmentc como transformaria para poder usar 
una de las fórmulas eleraentales de la Sec. 7.1, debe entonccs considerar la 
posibilidad de usar la sustitución trigonométrica adecuada. 


1 Ejemplo 2. Calcule J ^JZ*lZZ±dx. 

Solución. Puesto que el integrando contiene la expresión Vx* — 4, Ia sus¬ 
titución que debemos usar es x = V(u) = 2 sec u para la cual dx = 2 sec n tan 
u du. Para hallar los limites de integración de la integral transformada notamos que 

para x = 2, 2 seca = 2, u = aresee 1, ó u = 0; 

para x = 4, 2 sec u = 4, u = aresee 2, ó u = í : 
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A hora bicn, V(u) = 2 scc^tan a es conUnua sobre [0. J 
según el teorema 1, tendremos 




«/4 V4 sec* U — 4 


4 sec* u 


2 sec u tan u du 


r *' 3 4» tan* t* sec t* ^ 
- J 0 4sec* u 


_ f */* sec* a— 1 = f W/ * sec u du — t .. cos u ^ 

- J; secu ' ■ - r J«>- 


• • f sec u du = ln Isec u +■ tan u| + k 

Del ejemplo 3 de la Set- 7.\ tenemos que / *® c u ® . 

de donde, iinalmentc • 


^ V** —* ,).■ = lnlsecu 


+ un 


lo — “J. 


V3 

= ln |2 + V3| -- T ’ 

Ejemplo S. Calcule J - {x , + 9)*^-' 

. , <m* aparece en el integrando, la 

Soíucidn. En eate caao. y» que («■ + 9) P • • 

rostilución indicada ea , • " .. 

x — U(u) = 3 tan u, d* = 3 sec-u ^ _ , 

, , de la integral transformada notamos que 

Para hallar los limites de integrac.cn de la m.eg 

par. * = 3, tan.u = l, n = «rctan 1 = ^ ^ 

paia X = SV§, tanu = V3. u = arCan V3 - 5 • 

ma) - 3 sec’ u, V- *» continua sobre ; 0/4lir/3] 1 “ 

‘ * *" ‘ 1 il r/?ll (câcú-«niy^ 

- 27 U «n u . uH _ fc. d* donde 

. . . „ la 7.1 / csc-uíu?ln |<*c»^.cot 

Según cl ejercicio 53 de la bec. ^ 

tí* .dx .^iClalcscu-cot u \.+ «*.u • *•* w . „ 

•• • T- «fx» 4.ÃT 577 27ITT • s j-v ^*•* '** 

** « •*:'~í.r, I.*,-k -1^V2T í ■ — 

1? --- ' V ' v% "'. x mA#frinnírt el uso de la sustUución d&- , 


r 
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que tenga expresiones algebraicas irracionales, por un integrando que contenga 
sólo expresiones algebraicas racionales. No tendría fin una lista de sustituciones 
racionalizantes y por ello limitaremos nuestro análisis a algunos de los tipos más 
comunes. 

Si el integrando contiene sólo la expresión irracional (a + bx) f/q t la susti- 
tución a + bx = u 9 ó * = tt . ; racionalizará el integrando. 


Ejemplo 4. Calcule j ■ — 


Solución. En este caso hacemos 


2—7 * = u\ ó x = 


2 — ir 


dx = — - u du. 


Notamos que 

x = —2 cu ando u = 4, y x = # cuando u = 1 
dc donde, según e! teorema 1, 

. f’/’ xdx _ f’( 7 )( — 7“) á “_ 2 f l 2u — tt‘ 

J-, (2 — 7x)v~) t u' ~ 49). u 1 

=êí!(|r- 1 )**=é[-s - “]. =_ á- 

Si el integrando contiene varias potências fraccionarias de la expresión 
ax + b, la sustitución ax + b = u 9 6 x = “ a ^ en donde q que es el mínimo 
común denominador de los exponentes fraccionarios, racionalizará el integrando. 


Ejemplo 5. Caicuk 


Solución. El mínimo común denominador de los erponentes fraccionarios 
$ y i es 6. Hagamos 


2x — 3 = u\ ó x — 


u° + 3 


dx — 3u° du. 


Además, cuando x = %, u = 0 y cuando x = 2, u = 1, dc manara que 

Mediante la división obtendremos 

- & T ~ + tt* — 1 + —1—, 

u* + 1 n* + 1 


( 


) 

) 
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así es que 


5 iX'-' + —‘ + ttt)' 

s *»[£-■f + T— + “"•n-J. 

/ 39 _ 105r —234 . 

= 3 ( > — 1Õ + *J- 140 


.xxxxxs tsassaüí- - 


integrando 


IsTT 


dei ejemplo 5. Nõtese que liemos usado U división para 


e^bü _X_ como la suma de un polinomio y una fr.cción racional cuyo 

numerador es de grado menor que el denominador. 

En esta sección hemos usado el método de susti.ución sélo P- “lcol« .n,e ; 
g m>cs definidas. E. método .. " £££«SEI 

teorema 1. Por ejemplo, supóngase que deseamos calcular tj 1 * ’ 

qu „ deseamos encon.ro', un. antiderivada de VIô^F- Recordemos el procedi- 

miento empleado para obtener \[ VK=*dx. En él la susti.ución 


x=U{ u)=4senn, <fx = 4 cos u áu. 


producc la integral 


J 4\/cos 2 u 4 cos u du t 

o se. 16 / coa* udu, ai COS u no es negativo. Ahora bien 

16 | cos’ u do = 8 (u + sen u cos u) + k, (31> 

i • df» Vl 6 — **. Sin embargo notemos 

no ea, derUmente, una integral indefinida de v IO * 


que si 


entonces 


sen u = j i cos u 


= 4 sen n y n 2 ; 2] 

cosu=sJl — 


= aresen 7 , 

4 


y u expresión dei lado derccho de (31) se puede cscribir _ 

aí * 4 .* r, ?'\ + fc = 8('arc5en| + ^vT6-» J ) + *- 
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Llegamos a tencr que preguntarnos si 


G(x) = 


= 8 (. 


x . 

aresen - + 
4 


16 — *') 


es una antiderivada de 


C’(*) = 8 £- 

=«G 

■iO 


16 — x a . Hallamos que para x £ (—4; 4), 
__u. Kl —17 


i — (xvie: 


'16 — ** 
16—** 


16 — .x 2 


16 — ** ** \ 
16 Í6V16—W 


J 6 —x» 


Por tanto, para * £ (—4; 4), C'(x) = V16 —x 5 , y 


j V16 — r 1 dx = 8 ^ 


aresen ^ + 


'16 —x>) 


* 6 (—4; 4). 


Obscrvesc que este resultado no cs válido para x = 4 ó para x = —i, ya que para 
•estos valores el segundo miembro dc (32) no tiene derivada. 

En este ejemplo, la función U para la que £/(u) =4 senu, debió tener una 
inversa U' que fuera una función, para que pasáramos de (31) a (32), y para 
que cxistiera la derivada de (32), V debió de ser derivable. Por tanto es de 
esperarse que para calcular /f(x) dx sustituyendo x por U{ u), no baste que W 
sea continua sino que además U°, la inversa dc V, ha de ser función y lia de 
existir (í/*)' (o lo que es equivalente, í/'(u) ha de ser distinta de cero). La base 
de este método de sustitución para obtener integrales indefinidas se da a conti- 
nuación cn cl teorema 2 . 

Teorema 2. Sea U una función cu ya inversa £/* sea una función sobre S 
y cuya derivada U' sea conlimia y tal que U'(u) yé 0 sobre S. Sea F una función 
continua cuyo domínio contenga el rango de V. Entonces f F{x) dx se puede 
obtener para x elemento dei rango de U, calculando 

|f[C/(u)] dll{u) = jf [£/(„)] U'(u) du, 
y reemplazando u por U*{x) cn el resultado; esto cs: 

I f (x) dx = f F[U(u) ] dl/(u) I ‘ 

J J |u= (,'*(;) 

en donde cl simbolismo de la der.echa significa que calculemos j F[U{u)] dU(u) 
y qiie en el resultado recmplacemos u por U*{x). 

Demostraciôn. Sea 


C(x) = J F(x) dx 
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y fl(u) = [F[U(u)-iü'(u)du. (3S) 

Deseamos demostrar que 

G(x) =U[V{*)] + k - 

Si u = U* (*). entonces p fl / (ll) s H'(u) 

Sta «b M g.->6.c»)irw=/[0W]0'W* 

de modo que * . . . v //'(..X =£0 

7 /, x „ - //•<*> en donde U 9 es U inversa àt U y U W ^ 

iüSL: ^ ^ >• s- ** 

D t ií DvX = 1 . 

De aqui que D^(») = 

- DJÍ[ü*(*)l=W l, *(*» 1=F( * ) - 

De (34) .enemo! q u= DiC(s) = 

y de aqui que aegún el teorema 20 dc la Sec. 3.11 

* C(*)= JÍ[l/ # (*)] + *• " 

Elmp ,o & ou- /.VJ+TU> . - -i" “ b ” " “ 

válido el resultado. 

SoluM». Poden.cs oUener «na integml «ansiada co« .ntegrando raco- 
nal mediante la sustitución 

x = U{u) = u* — 1 , d* = 2 udu.. 

Par. usar el teorema 2 debemos * “f * ? ££? S (-T 

biunívoca y l/'(») ^0. Uego. tomemos »€«>.+ »)• 

+ .), « = V(x) = v lendremo, que 

J,VÍ+Tfc 

Ahora bien 

j -1) (.) (a») <*» = J (to* - 2»*) d» = I- 1 - + *• 

de modo que 

\ sVTFTd* = gV + U** -*<• + 1)V * + K * € ( “ 1:e0) ‘ 

M usar «ntlitueiones Irigonométric» p«a obmner in.egrales indefinidas por 


r 
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ei método dei teorema 2 debemos hacer las siguientes restricciones en el dominio 
de Ia función comprendida: 


Para usar 


x = o sen u 


debemos restringir * y u de manera que 

u g ; i)* * € (—<*><*) 


Para usar 


x = a seo u 


debemos restringir u y * de manera que 


—tr; — fr) U (°*j)» * € (—co ;—o)U(a;+oo). 


Para usar 


x = a tan u 


debemos restringir u y x de manera que 


“ € ( — i ; f)’ * e Re ~ 


Ejemplo 7. Use el teorema 2 para calcular / Vl — x * e indique el 

conjunto sobre el cual cs válido el resultado. 

Solutión. Para u € (—r/2; t/2), x = U(u) = sen u satisface las condicio¬ 
nes dei teorema 2 en que dx = cosurfu, u = U*(x) = aresen* y x € (—1; D- 
Por Unto, tenemos que 

( Vl — x 2 dx = [ Vl —sen* u cos u du , x Ç ( —1; 1). 

Ahora bien f Vl — sen* u cos u du = / cos u cos u du para u £ (—jt/ 2; r/2) e 
/ cos* ndu = + sen u cos u) +4. Ya que cos u = Vl — sen* u para u £ 

(—rr/ 2 ; r/ 2 ), tenemos que 

[ Vl — x* dx = i(u + sen uVl — sen* u) +k 

J "■mu. * 

= ^(aresen * 4- xVl — **) + k, x £ (—1; 1). 

Ejemplo 8 . C.lcule J 9 '"d' 1 » 11 * d “ n Í un, ° sobre el 1 ne v * ,e fl 

resultado. 

Solución. El integrando contiene la expresión (** — 4) v * y la sustitución. 

, = 2 * 00 , .€(— ;-j)u (o,J 


1 




—2) U (2; + co); por tanto, 

2 sec u tan a du 1 
4 5CC 2 uV4(aCC l U -l)| W .aroM« • 


Ahora bicn 

Í 2 scc u tan tida 
4 sec* u • 2 tanu 


tenemos que 


obtcner este 


muestro u 


[La Figura 7.3 que 
resultado]. Así, 


ue el conjunto 


f ' ** 

Ejemplo 9. Calcule J ; Vl , + “£ 

álido el resultado. 

Solución. En este ejemplo U svisti 


cero, deberaos tomar 


Para esta sustitución 


arctan 
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Para reemplazar it por arctan | expresaremos esc u y cot u en términos de x 

Puesto que tan u = |; tenemos que cot u = - y esc a = + 9 ; [p ara 0 j,. 

tener este resultado cs conveniente usar la Fig. 7.4 que rauestra a u £ (0;»/2)l. 
Por tanto, 

(-■-** =1iJ v^T~9 3| 

J *V* 2 + 9 3 | I i| + 4, 



Fig. 7.4 


FIg. 7.6 


Ejemplo 10. Calcule j c indique cl conjunto sobre el cual es 

válido el resultado. 


Solución. Usemos Ia sustitución 
% = 4sen u, 


y la integral transformada será 

f 16 sen* u • 4 cos u du _ f sen* ucosudu 
J (16— 16sen*u)*/* ~ J 

= j tan 2 ü da = j (sec* u — 1) du = tan u — u + k. 

Ahora bien, para z Ç. (—1; 4), a = arcsen|; y de la Fig. 7.5 vemos que 


140 u — ~ y-—-■ = í dc modo que 


f x*dx , x 

- J(i6_ . + 4 = -_ 


“••(«Ml 
* . 


16 —x* 


aresen- * € (—4; 4). 


: Con frecuencia se puede usar una sustitución trigonométrica cuando cl inte¬ 
grando contiene Ia expresión (<nt* + bx + c) J/ * Por ejemplo, si {x* + 2x + 5)^* 
aparece en el integrando, podemos escribir 

(** 4- 2x + 5) x ' 2 = (*= + 2x + 1 + 4) 1 " = [(* + 1)* -f 4] v *. 
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y usar la sustitución 


« + 1 = 21*10. “ € (—5 ;f)- 

( rdx e indique el conjunto sobre el que 

Ejemplo 11. Calctde ^ v 21 + 4 % — ^ 

cs valido el resultado. 

Solución. En este ejemplo podemos poner 


Vã + 4=? = 


Si hacemos la sustitución 


: — 2 = 5senu, «* € (— Í 5 j)» 


para la cual 


^Ssenu + 2 , d* = Sco,udu, u = arcsen^-; -* < * 2 < 5 * 

la integral transformada será 

r 25 scn»u + 20 scnu + 4 .c i ^ udu= j (25 sen 3 u + 20 sen u + 4) du. 

) >/25 — 25 sen 1 u 

Según el teorema 2 tendremos que 
f x\dx _ 


^21 + 4* ** 


J (25 sen 2 u + 20 sen u + 4) du j MfcrMOa 


Efcctuamos U. integración y teniendo en cuent. que 


senu = V^ y = 


a , __S<*-2<5. 


'21 + 4* — 

T " ST ' 


tendremos que 


( *’■** = BS / 

1 V21 + 4* — *^ 2 V 


x — 2 s —2 V21 + ^—Z 


aresen 


_ 4 V 2 Í — 4a —+ 4 aresen g + * 


= Ç aresen - V2T+4Í^( Í ^) + *‘ - 

jgsle resultado es *élido para —S < *—2 < S. es decrr para * € ( 


( 
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EJERCICIOS 

1. Calcule el área de la región limitada por la elipse cuya ccuación es 

(**/«*) + (rV*> a ) = 1. 

2. Demuestre que el área de la región limitada por un círculo de radio a 
es iro*. 

3. Encuentre el área de la región limitada por las curvas cuyas ccuacioncs 
son 16x* — 9y* = 144 y x = 5. 

4. Calcule la fuerza ejercida sobre una compuerta de un dique de forma 
circular con radio dc 4 mts. si cl nivel dei agua queda a 6 mts. sobre Ia parte 
superior de la compuerta. 

5. Calcule k fuerza ejercida sobre la compuerta dei ejercicio 4 si cl nivel 
de agua queda 2 mts. abajo de k parte superior de la compuerta. 

6 . Un tanque con forma de cilindro circular recto tiene su eje horizontál- 
mente. Si el radio dc la base dei cilindro es de 5 mts. y k longitud dei cilindro 
es de 20 mts. v si cl tanque está lleno de un líquido cuya densidad cs dc 800 
grs./litro, calcule el trabajo requerido para vaciar el tanaue bombeando el líquido 
hasta una altura de 10 mts. sobre U parte superior dei tanque. 

En cada uno de los ejercicios dei 7 al 10 calcule la integral definida dada 


7. J V 9 — & dx. 

9. f - A-- 

J «v^ x 3 Vx* —T 


8 . { vT+7íx. 

r* dx 

10 - J, — 6x + 13 * 


En cada uno de los ejercicios dei 11 al 23 calcule k integral indefinida e 
indique e! conjunto de valores sobre los cuales es válido el resultado. 


j xV 2 — 5x dx. 

f dx 
] * — *»/* ’ 


15. J 


dx 

x 3 V x l -f 9 
dx 


12 . [ *dx 

) ( 2 *— 1)W * 

14 f 2- (x + 3)«* 

14 ’ ] T— (x + 3 )>n dx - 

16< í (25 + x*)*/. • 

“■ ÍV& 


19 - ÍÕCTF*- 

21. j V 2ax — x- dx, a > 0. 

ri + V*' + i , 


'3 — *• 

** + l 
3 + 2a; — x* 


22 . \ (2 + x*)*'*dx. 


24. Calcule [ 7 v r 2t 2 '^~3x_2 : ^ usestión: Use Ia sustitución .* = \/u. 

ã ■ r" dx _ 

25. Calcule J ~ V T 7ÍT~^ : ^ u S eslión: Use la sustitución * = 3 /u. 


~ -j **Vx* + 9. ~ ' 

26. Calcule í -Íí- mediante k sustitución * = 2 arctan u para la 

* sen x -+• cos * r 



) 

) 
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cual a = taní ; dx = j^l i Kn * = lT7- ! ““ = X+^? ’ 

21. Use la sustitución sugerida en el ejercicio 26 para calcular 

í .j*-. 

J l 4 - 2 sen 2* 

7 5 Inteerandos racionale-s- En esta sección usaremos algurjos resul- 
tados dei álgctopara demostrar que si /<*) ae puede expresar como el coerente 

remos, sin demostración.* 

Teorema 3. Si £/(*> y PM *>» polinonúosA tntonof 

- £§ = «“> 

e» donde !?(*) T «(*) "» polinomios »» 9 UC eI 6 ,ad ° Jc R[x) ** 

Z~S± 1 5 SS: :síf ^ 

euadrático, de b /orma + 6 * + c, en ,ue fc —*«* < »■ 

Teorema 5. Si «(*) y 7(*> «"* P*""*» CT f“ f ' ** * *'*’ " 
menor ,ue el de K(.), * puede represenlur como una suma SM 

de expresicturs de la forma 

. Ax + B Ax + B _ 

s4t’ & + W' <** + b* +T* (<“* + 61 + cT ' 

Al aplicar el teorema 5 encontramos cuolro casos. 

Caso (i). Para cada factor lineal «* + b que aparezea sôlo una vez ca V(x). 

habrá un término de la forma *" 10 ^ ® W- 

Coso (H). Par. cada factor lineal a» + 6 que aparezea r vcce. en PM >» 
brá una suma de r términos 

A ,r , dL_+—ii- + •••+- 1 - 


+ —-- + 

ax + b (ax + b)' (ax + b) 3 


(ax + b)' 


O.X? + a x %~ x + +«-»f + 

Jt/donde n es un entero no negativo a* o„ o«,..., <u aon numero* re 
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en ia suma S(x). 

Caso (iii). Para cada factor euadrático ax z + bx 4- c ( b l —4ac < 0) que 

Ax 4- B 

aparezea sólo una vez en V(x) habrá un término de la forma —-- - - en 

c ix 1 + bx + c 

la suma S(z). 

Caso (iv). Para cada factor euadrático ax 4 4- bx + c\b l — 4ac < 0) que 
aparezea r veces en V (x) habrá una suma dc r términos 

Ajx 4- Bi AjX -f Bi A t x 4- B 9 

ax £ + bx 4- c (ac 3 4- bx 4- c) 3 (ax* 4- bx 4- c) 3 

ArX + B r 
(ax* + bx + c)’ 

en la suma S(a:). 

De loa teoremas 3 y 5 se sxgue que el cálculo de J dx t donde U(x ) y 
P(*) son polinomios, se puede lograr a través de integrales de la forma 

1 <?<*>*' 

f __j4x + B_, f ^ 4- 6 , 

) ca : 2 + dx 4- e ** J (cx* + dx 4 - e) r X> 

cn que Ç(*) es un polinomio y d* — 4ce < 0. 

: VlAmnls. * r*-) _1- f 6 . 


Ejcmplo L Calcule j dx. 


Solución. Factorizamos el denominador dei integrando y obtenemos X a 4“ x* — 
2x = x(z — 1) (i+ 2). Puesto que todos los factores son lineales y cada uno 
aparece sólo una vez, se aplicará el caso (i) y tendremos que 

* 3x’ +6 _ A , B , C 

4- x 1 — 2x " * + ^ — 1 + * 4- 2 * 

Para determinar A, B y C escribimos 

3** 4-6 _ /f (* — 1> (x + 2) 4- Bx(x + 2 ) +C*(s — 1) 

WÊ '? + X' — 2 * x(x — l)(x + 2) 

_ (A + B + C)x 3 4- (A 4- 25 — C)x — 2A 

. *(*— 1 )(* + 2 ) 
igualando los numeradores tenemos 

3* 3 4- 6 = (A + B + C)x* + (A + 2B — C)x — 2A. 

En problemas de este tipo usamos el hecho de que si H(x) y K(x) son dos poli¬ 
nomios tales que H(x) =: éC(ar) para x£ Rc , cntonces los coeficientes de potên¬ 
cias iguales de x en los dos polinomios deben ser iguales. Aplicando ese critério 
aqui, tendremos que 

A 4- B 4- C = 3, A + 2B — C = 0. —2 A - 6. * 
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Al resolver este sistema de eeuaciones lmllamos que 


Luego, 


A=S. B = 3, C = 3. 


3** + 6 - = _* + ——t + th • 


2 =££ 

ejemplos y ejercicio. que siguen. Teremos entonces que 

= _31n|*| + 3ta|*-l| + 31n |* + 2| + * 
= sb u ,- 1 H* jt 2)| + t . 


EJemplo 2. Calcule J 


5*= + 12* + 1 


„ fífi !ir. rJ íüívr* 

^ + 3l = _4 = (*-1) (^ + 4* + 4 > =‘* - 11 ( * + 2) '• 

Aqui se nos presenU el Caso (i) y el Caso (ü), por lo Unto 

S*« + 12* + l A , B C_ 
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EJemplo 3. Calcule j 


x 4 —x» + 3* a —10* + 8 
*•-*» — 4 


Solución. Notemos que en el integrando el grado dei numerador es mayor que 
cl dei denominador. Antes de usar el teorema 5 hemos de dividir y obtendremos 

+ — lfe + 8 . r?** —6* + 8 , 


— x 1 —4 


r . . r3x* —Ox + Ü , 


Parn calcular la segunda integral de la derechn de (36), buscamos los factores 
de x * — x * — 4 para poder usar cl teorema 5. Ahora bien ** — x* — 4 = 
(x—2) (x 3 + x + 2), de manera que usando el Caso (i) y el Caso (iii), bus¬ 
camos números A, B y C tales que 

3x 3 — 6* -f 8 __ A , Bx + C . 

—4 x —2 * x 3 + x + 2 

3x 3 — 6x -f- 8 __ A(x* + x + 2) + (Bx + C)(x — 2) 
x* — x* — 4 (x — 2) (x* + x + 2) 

Igualando los coeficientes de potências iguales de los numeradores, tendremos 
que 

A + B = 3, /I — 2fl + C = —6, 2A — 2C = 8, 


de lo cual se sigue que 


A = 1. B = 2, C = —3. 


Por tanto, 


f3x* —6x + 8, f dx , f 2* — 3 . 

1 7-^ - T * = 1 ^T 2 + 1 *. + , + a ix - 

-5—;--"7T dx escribimos 

í ; f 2x —3 j_f2x + l— 4 j_f 2* + 1 Jmm f 

: J x*+ x + 2 dx - )x* + x + 2 d )x' + x + 2 d )] 

f d(x* + x + 2) , f dx 

= ln (*» + * + 2) - 4 -jè-y 

•'(# + Sl + T 


4dx 

+ x + 2 


= ln (*» + x + 


... I V 7 y/T 

Usando la sustitución x + ^ tan u y dx — sec 5 u du, hallamos que 


f dx r —^udu 


= -y=- arctan ** + k,. 

V7 V7 


l...rc«. a UU. 

Vr 


I 
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Por tanto, (37) se convierte cn 


(W—&L+l d , = l n |,_ 2 | + ln( JI » + * + 2)—4-4-arctw^Íi + i. 

J *-_x* —4 


I --- — dx = ln |x — ^1-rinyx ' V7 V7 

J *-_x a —4 

y sustituyendo en (36) tendrcmos que 

f x* — x 3 H- 3x a 10^ + 8^ dx = *L + \ n [\ x — 2\ -+ x + 2)] 

J x> — *■ — ^ 2 


EJemplo 4. Calcule \ 


8 . 2* 4- I , . 

-v7 aiclan '^r _+ 

9x« — 7* 1 + 28*’ — 26x + 41 ^ 

-£+ã)(** — 2x + -U‘ 


Soíoí tf„. Puesto que comp.ende lo, Casos (i) y (iv). hemos de buscar 
números A, B„ C„ B, y C, tales que 

=rir * + 


2x* — 7a* + 28x* — 26x 4- 41 

= ^ (*»_2*+ 4)■ + </*.* + « (% + 3)(*> — 2 x + 4) + (B,x + C,)(* + 3) 

= (A + fli)*' + (-4-< + B, + C,)s> + (12^-28, + C, + B,)x- 
+ (—16^ + 128, —2C, + 38, + C,)x + 16 A + 12C, + 3C,. 

Teneraos cntonccs que 

^ + B, = 2. —<M + B, + C,=-7. 124-2B 1 + C, + B, = 28. 

-16^ + 128, — 2C, + 38, + C, = —26, 16^ + 12C, + 3C, = 41. 

Al resolver este sistema de ecuaciones hallamoa que 

A =2, Bi = 0, Ca = l, B a = S, Cr = —1, 


y podemos escribir 

f 2*‘ — 7x 3 4- 28x 5 — 26x 4- 41 
) (* + 3) (** —2* + 4)'- — 


!x= — 26* + 41 j. _ [ _2*L + f , * 5 - 

=K + W ~U + 3 + l?=S 


(3* —1) dx 


Para calcular j t , _t ' + 7' e8Ctibimot 

r d* r ds _ 

]*> —2* + 1 +T )(* — !)= + 3 
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Haciendo ahora x — 1 = V3 tan u, hallamos que 

f dx __ T \/3 sec* u da 
J x* — 2x 4- 4 “ J 3(tan* u 4- 1) ' 


7T ,-i = ”7= arctan ~—f=- + (39) 

1) ii.fcrol.nLl V3 V3 

v« 


Para calcular j í x i~ 


(3x — 1) dx 


escribimos 


r (3*-l )dx _ f %(2x — 2^+2 
J (x* — 2» + 4)* ” ) (x 2 — 2%4-4) a 

= IÍT^W á - 2 ÍT 

-3. 1 f 

2 X a — 2% 4-4 J (x* 

= -|'x-—L + 4 + 2 ír7r 


dx 

2x4-4)* 

dx 


Haciendo x — 1 = \/3 tan zt, obtenemo9 

f (3x—-1) dx _ 3 § 1 , f VTsec* u , 

) (x 4 — ix 4- 4) * 2 x* — 2x 4- 4 J 9 sec 4 u umtu -2=1 

v« 

3 1 1 1 » , J 

--+ —pr (u + sen «cósu) 

2 x* —2x4-4 3V3 fc-fcxci.n^ 

v» 

3 1 

" 2'x* —2x4-4 

1 í . *—l . *— 1 Vã \ . , 

+ -^^arcran-^- + + 4 ' Vx- - 2* + 4 ) + ^ 

(40) 

Haciendo sustituciones en (38) a partir de (39) y (40) tenemos que 

fí2x 4 — 7x» 4- 28x a — 26x4-41 ol , . „ . 4 # x —1 

\-—---= 2 ln x 4- 3 4- —pr arctan —«— 

fe(x4-3)(x« —2x4-4)* 1 3V3 V3 

_ 3 i. x —i 

2(x a — 2x 4- 4) 3 — 2x + 4 ^ * 

En resumen, para calcular J f/f x y en t I ue ^ y ^(*) son polinomios en 

los que el grado de V(x) es menor que el de K(x), íactorizaiuos V(x) de acuerdo 

con cl teorema 4 y en seguida usamos el teorema 5 para transformar J ^^ydx 
en una suma dc integrales que podamos obtener scgún los métodos dc este capítulo; 
para calcular j dx cuando el grado de U(x) es mayor o igual que el de 


y\x) f aplicamos = Q(x) 4- '» acuerdo. con el teorema 3, y usamos 

el método descrito para obtener f dx en que el grado de K(x) 

que el de P(x). 


U(x)_ 


es menor 



s s-g 
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EJEECICIOS 

Calcule cada una de las integralcs indefinidas. 

1 . + 2 - i 


»• I-SEr*- 

5- JpSk**- 

Í^T-> Ü - 

9 - \*T7- 

"■ í 5 =Stt*- 
«• !£&*■ 
iTÍfc- 

[ 6a* <i» 

M * i (x* + 1)' ' 

r x* + 2x a + Sx + 8 

u - 1 x(x’ + ,4p 

20. Demuestre que 

f dx _ __ 

) ax 2 4- b* 4- c \ 


x 4- 3 
X 5 4- 3* 4- 


, r d* 

4 - 1 + Sx' + 47 • 

6 . 

8- S (x>-4U*’-97 ' 

19 - i 

«• Stt^V 

14 * S x*(x* + S) ’ 

* \srZh-***- 

«• \JÍ$k*- 


' 6 * —4 ac 


6 — Vfe° — 4oc 
2 a 

6 + v^* — 4ac~ 

27“ 


+ fc. • 


2 

2a* 4- 


2a* 4- b 

TSc — b z 


si b 1 — 4 ae> 0 . 

21. Demueslce que _ , , 

2 2a* +o ,1. 

f dg _= , L -arctan , + k 

) ax' + bx + c V4oc — 6 * V4ac— 6 - 

si &*__ 4oc < 0 . 

22. Demuestre que 

f dx — -_—r + fe 

) a* 2 4- b* 4- c 2o* + 6 

si 6 * — 4ac = 0. 

1.6 Fórmulas de reducción. A menudo resulta más conveniente usar 
un tipo de ecuaciones conocidas como /órmoto dc reduccu>n. para calcular inte¬ 
gral» indefinida, como J 6 J — xdx. que los métodos descritos ,n 

secciones precedentes de este capitulo. Mediante d uso de alguna fónnula 
reducción, una integral dada queda expresada en térm.nos de una.n.egral que 
puede calcular usando alguna de las fórmulas clementales de la Sec. J. 

U obtención de la mayor parte dc la, fórmulas de reducc.ón se besa en 1. 
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integración por partes. Deduciremos dos fórmulas de reducción en los ejemplos 1 
y 2 y esto proporcionará una- base para las deducciones de fórmulas de reduc¬ 
ción que habrá de bacer el estudiante en los ejercicios. 


Ejeraplo 1. Demuestre que 


í (»> + o*)- “ 2 (n— l)a= [(x a + o>)"-‘ + (2n 3) 

donde a es un entero positivo diferente de 1 . 

Solución. Observemos que 


dx 

[** + a a )"" 1 


_ 1 _ 

a? 4- x 2 )* 


_ 1 o a 4-** — ** _ ir a 2 4- *’ 


a 2 (a 2 4- x 2 ) 1 


1 r «* + ** X a 

a* L (a 2 4- x 3 ) n (a* + 


así cs que 


• f dx _ 1 r f dx • f • * 2 dx i 

J («» 4- X a )" o» LJ (a 2 + *»)•“» J (a* + **)" J 

Usaremos la integración por partes en j { a i cn donde 


u = *, 


dv = 


(a* 4* x 2 )" ' 


du — dx, v = — 


2 (n— 1 ) (a* + * a ) n_ ‘ * 


para obtener 


TT + 


■ x z dx _ X 1 c dx 

J : (a* + *>)» 2 (n — 1 ) (a* + *•>« + 2 (n — 1 ) J (o a + X a ) — ' 

Si sustituimos este resultado en (42) tendremos 

1 (a a + x 1 )” = í r [í (o*+*•)-* + Í(n— 1 ) (o*+ *•)'-• 

... .. “ííailj 

= 2 (n — 1 )«* [(«• + **)-* + (2n — 3) 

' ! Lo fórrriúla de reducción (41) nos permite reemplaxar el problema dei 

• vaIor de \ ± a *)n P or el <*« i ~ ' (x» + 'g»)-» . Mediante aplicaciones 

repetidas de (41), el exponente dei denominador dei integrando se reducirá suce- 
9 ivamente de uno en uno hasta que lleguemos a la 

* • r dx 1 . * . . 

i- . * rr—i —t = - arctan - + k. 

i\-y' - J x 3 4- a 2 a a 
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Ejcmplo 2. Demuestre que 


f _ , _ sen"' 1 * coe * í í sen-* % dx 

J sen m xdx -“ ^ a J 


• donde n es un entero positivo. . 

Solucióru Usaremos la integración por partes, en que 

u = sen "- 1 x , dv = sen x dx 


para obtener 
^ sen* * dx = 


du = (n — 1 ) sen"'- xcosxdx, v - —cos *, 

-«n-'*co S *+ (n — 1 ) J-n-xco» 1 *^ 

= C0..+ (n— l)(jsen-**á*— j »«■**)• 


Dc esto se sigue que 


a | sco* * dx = —sen ”" 1 * coa * + (n — 1) j sen ~’xdx 


J sen" xdx~ 


x cos x . n.— 1 


+ - -- ( sen - 3 * dx. 

n J 


Observemos aqui q ue por spUcsciones repe,idas de la fórmula (43). --tato* 
fsen- * dx, se puede .1 reducir dc I dx 6 de / sen * dx segun que » sea par rmpar. 
respcctivaraente. 

EJERCICIOS 

f dx 

1. Use la fórmula de reducción (41) para calcular J ^ * 

Z. Use la fórmula de reducción (43) para calcular / sen 0 * dx. 

S. Demuestre la fórmula de reducción 

Jeo= 

para n entero poaitivo. . 

4. Use la fórmula de reducción dei ejercicio 3 para ealcular / cos *d*. 

5. Demuestre la fórmula de reducción 

Jua-.dx=i^f— 1 -"-*^ 

para n entero posiüvo disüntc de 1. Su^ióru Use la identid.d tan’*- 

sec 1 x -1. , 

6. Demuestre la fórmula de reducción 

j cot* xdx = ~^~T — 1 COl * > * 


) 

) 
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para n .entero positivo distinto de 1 . 

7. Demuestre que / * n e* dx =x t, e J — / *"* V dx. 

En cada uno de lo» ejercicios dei 8 al 10 use la fórmula de reducción ade- 
cuada para calcular la integral dada. 

8 - íõFTTF 9 - í“ n> *^ 

10. j cot 1 X dx. 

7.7 Tablas de integrales. Los métodos y procedimientos para obtener 
integrales indefinidas que se han analizado en este capitulo y en los precedentes, 
nos permiten calcular una gran proporción de las integrales comúnmente presentes 
en las aplicaciones dei cálculo. En la práctica, un ingeniero o un científico que 
desee obtener una integral indefinida que no sea muy simple, usualmente se remi¬ 
tirá a alguna tabla que dé cl cálculo de un gran número de integrales. Estas 
tablas se llaman tablas de integrales. El estudiante de matemáticas o de un campo 
que use de las aplicaciones dei cálculo, debe poseer una buena tabla clásica de 
integrales. Algunas tablas dásicas se pueden encontrar en los libros siguientes: 

A Skort Table of Integrais, B. O. Pierce, Ginn and Corapany, Boston, Mass. 

Handbook of Mathemalical Tables and Formulas, R. S. Burington, Hnndbook 
Publishcrs, Sandusky, Oliio. 

Mathemalical Tables frorn Handbook of Chenustry and Physics, C. D. Hod* 
geman, Qiemical Rubber Publishing Company, Cleveland, Ohio. 

Tables of Integrais and Othcr Mathemalical Data, H. B. Dwight, The Mac- 
millan Company, New York. 

Para usar inteligentemente una tabla de integrales debemos estar familiariza¬ 
dos con los métodos de simplificación que se dieron en este capítulo. Además, 
debemos poner cuidadosa atención en las restricciones de los valores de las 
constantes que aparecen en la fórmula y en las restricciones dei conjunto sobre 
el que es válido el resultado; de otro modo sc puede incurrir en sérios errores 
en la 6 olución. La integral que deseemos calcular, con frecuencia no aparecerá en 
la tabla de integrales; se hará nccesaiio cntonccs, una transformación antes de 
que la tabla se pueda usar. 

Debe usarse una tabla dc integrales para ahorrar tiempo en los cálculos 
pero no habrá dc ser una muleta o un sustituto para la habilidad en el manejo 
de Ias técnicas expuestas en este capítulo. 


EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 7 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 20 calcule la integral indefinida dada. 

* «■ IS#*- 

O f;" ** + 1 - » - f x*dx 


*• S 


(** + 3z —7; 


r %• ax 
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5 - JÁ*- 

■ f 4* + 5 
J *» + 2* + 2 ' 

9 . j (2* + 3) l«i * <**. 

r —2** — 2** + 5* + 16 j. 

10- \ —jr_2*= — 5*+TS 

f 6»+ 3 j, 

11 * ] x i 4 . 4* + 1 » 

.O ( 

13 * ) V* + 2 

15. J*»arctan*<i*. 

17. j e" cós 6 * d*. 

19. J sen * dx. 


„ f sen x cos x j * 

6 - ll+F3F7* i - 

8 f 3* — 5 
*’ J 2x* + 6x + 1 


2x 3 + 6x + 1 


«• s^- 

r dx 

14 - S^VT+í 5 ' 

16 . j x* sen 2a: dx. 
18. J *• (In x) 1 dx. 

«■ 


,.f. s y vj««s.s 

de Cíicl ae P “ at P ° r P 

^ Encuentre cl h. por la curva -rada que es >» fálica de 

3x s —1 o, y + 10 y 4 = 2. 

25. Demueatre que 

j x" cos o* d* = “ Kn a* ^ J ' sen °* d *’ 

26. Demuestre que si m=£—n, entonces 

. ' , cos "" 1 x sen m * . ÜTli ( sen"' * cos "" 5 * dx. 

I sen TO x cos" * dx -, n + ,7 m + n J 

Las fórmulas que danjoa valores numéricos de ^ 

£ r,£ r ”■■ 

f .n _ nln —2Í-’-a^ 

\. 8en "* dx - („_l)( n —3)-_^30..í ai n cs pai y mayor que 0. 

” ã(n —2) •••«•* 2 


r 
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28. Use la fórmula dei ejercicio 3 de la Sec. 7.6 para demostrar que 

(n— 1) (n — 3) •••4*2 . 

- , 7 (» ~ —2) • ' • ' •S-x " “ ” ,D,p,,r y nu,yor 'J* *• 

J. «•'•** “ („_l )(n _3)...3-l . . 

»(»- 2)-.*-2 - 2 » " a» Par X mayor que 0 . 

29. Use las fórmulas dc Wallis dei ejercicio 27 para encontrar el valor dc 

I W/1 f */l 

aen f x dx ; ( 6 ) j sen l9 xdx. 

30. Use las fórmulas de Wallis dei ejercicio 28 para encontrar el valor de 

1 r/a . r*/i 

cos 4 0 d 0 ; ( 6 ) cos 7 xdx. 
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8.1 Razones relacionadas. Consideremos la función 

F = {(*, w) | ui = F(x)) t 

y supongaraos que F es derivable en cl intervalo 5. Como se indicó en Ia Sec. 3.13, 
llamaremos frccucntemente D,u> a M la razón de cambio de w con respecto a 

Ib. 

• V Ocurre a menudo que la variable independiente es 

\ el tiempo y se representa por t. Si w = F(i), y t 

\ representa tiempo, entonces D p u/, la razón de cam- 

\ bio de w con respecto a /, sc llama simplemente 

\ razón dc cambio do w. 


Ejemplo L Un avión sale de un campo con 
dirección al Norte a las 2:00 p.m. a una velocidad 
dc 100 kms. por hora. Un segundo avión sale dcl 
mismo campo con dirección hacia el Este a las 
3:00 P.M., a una velocidad de 150 kms. por hora. 
A <,A qué razón está aumentando la distancia entre 
ellos a las 4:00 p.m.? 

tiempo en horas después de las 3:00 P.M. cuando lo» 
onde Ay B (ver Fig. 8.1) y sea ta l a distancia cuando los 


1 ;; n = VÃO* -f BÕ* = -/[IS 
= 100V (%í)* 4- (í + 1) 
ó £ w = 100V i%t’ + 2t + 1 = 

De esta igualdad encontramos que 
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y l t cuando ac termina de llcnar ci recipiente. Por (1) y por lo liipótesia de 
que h cs la correspondiente de t bajo una función que es dcrivable en [*,;<*!, 
por ejemplo 

A = CU), 

tenemos de acuerdo con la reglo de la cadena que 

D,v = Dj,v D,A. ó D,i/ = D* /"i hA D»/i, 


ONES ADICIONALES 
mi,ido. de t. A Us 4:00 p.m. el velo: 
,, 26(1) 

| 1 = 25 'TíT+8T4F ; 5 

:ces se da una ecuación de la forma 

j = F{*) 

C(I). * € s,. Entonces 


además x 


y = F[G(t)) t 

y suponiendo que G es der 
que F es derivabie en S 3 - 
t 6 $.}, tenemos por la regi 
(Sec. 3.9) que 

D, y = D,y Dt*. 

Es obvio, que si para t 0 * 
valores 


Como el agua está fluyendo en el recipiente a una razón uniforme 
unidades cúbicas por minuto, tenemos 

Dxv = 25x unidades cúbicas por minuto 

en Queremos encontrar 


donde íq cs cl valor dei tiempo en cl instante en que h = G(í) =10 unidades 
Al sustituir los valores de D e v y A en (2), obtenemos 


25r = ~ (100) D t Aj^. 

Por tanto,.:/- 

! = 4 unidades por minuto. 

Ejemplo 3. Una burbuja esférica de jabón se infla a razón de 1.6n cms. 
cúbicos por minuto. Encuentre Ia razón con la cual el radio está creciendo cuan¬ 
do éste es de 2 cms. 

' V v; : Solución. Sean v y r cl vdumen y radio de la burbuja. Por la naturalez* 
le este ejemplo suponeraos que las igualdades 


se conocen, 
minar. 


? Ejemplo 2. Un recipiente 

_Í_ma de cono circular Tecto, útn 

O 6 unidades y una altura de 2< 

Mg- 8-^ tical y vértice hacia abojo. S 

e„ el cono a una razón uniformo de 2S. unidade, cúbica, por mim 
rapUièT está subiendo la sup.rf.cie dei agua cuando es.a Uene K 

profundidad? 

la profundidad es h, tenemos 


se. verifican para t€[<i>Jt]> *i es el valor dcl tiempo cuando la burbuja era- 
pieza a inflarse y t 2 un instante antes dc que Ia burbuja reviente. Además, su- 
ponemos que',p|t; y D,r existon en [í,; l,]. Si usamos la regia de la cadena 
obtenemos - 

vStòSív . = JD,t>D ( r 


D,v = 4» r 7 D,r. 

El enunciado dei problema nos dice qu< 

D|V = 1.6ir centímetros cúbicos por minuto parn 


En consecuencia. 


la iguúldod (1) se verih 
cuando el agua empieza 
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Queremos encontrar 

D,rJ fc =C'(ío). 

donde «. cs cl valor dei tiempo per» el cual r = 2cn». Sustitnyendo los valores 
dados cn (3). obtenemos 

1.6» = 4w (4) D t r] (o ; 

cn consecuencia 

D f r], 0 = 0.1 cms. por segundo. 

EJEECICIOS 

L u longilud de! ".H «STS 

ZZL-Zg? .. _ 2x , de tal ^ 

nera SC6Und0 - En ' 

cuenlra la razón de cambio de la ordenada y cuando *- Encuen . 

tte la - 1 
veces la razón de cambio de la abscisa. p *•—««« t (pt\ 

-i WAí.wtr isjsiCMír-í- 

í lÍ^ación en cier .0 momento y viaja hacia el none 

msmmmrn 

V 3 I de altura. Su eje está vertical y su vért.ce h.a. -ba,o. 

J tanque . raaón de 0.33 mu. cúbicos por minuto. que razón esta subtendo I» 

T - B- 

s ssir.ft 

rl naracaidista «tá o 20 mts. dcl suelo f 

w ^r; b s^r&ttruK 

cambia; (b) la raaón con^a cual el extremo de su sombra se mueve. 
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12. Sc deja caer arena a razón de 0.25 mts. cúbicos por minuto sobre una 
pila cônica cuya altura es 2 tercios dcl radio de la base. ;Con qué razón está 
la altura de la pila aumentando cuando ei radio de la base es 2 mts.? 

13 J U “ 8 lobo se suel »a a 200 mts. dc un observador. O globo sube a 
razón dc 33.3 rata. por minuto. Encuentre la razón con la cual aumenta cl 

gloSose soító VaCI0n de a VÍ8Ual del obscrvatlor 8 d«pués de que el 

14. Una escalara dc 5 mts. de alto descansa en una pared vertical. Si el 
extremo superior se deshza a una razón de 0.6 mts. por segundo, encuentre la ra- 
zon de cambio del angulo de elevacion de la escalera en el instante que e! extremo 
inferior esta a 3 mts. de la pAred. M 

8.2 Representación paramétrica. Sea * U correspondicnte de i bajo la 
función U cuyo dominio es D v y sea y la corr«pondiente de l bajo Ia función V 
cuyo dominio es D y ; 

V=l{t>x)\x=U(i) t t£ Dc J, 

Y={(i,y) | y = Y(t).t ç Dy). 
entonces R = {(*/(*), Vit)) 1 t € D v O D y ), 

ó * = í(*.y) |« = tf(l) f y = F(i) # i Ç£>t,nZM. (4) 

es una relación cn Rc X Re, y décimos que el par de ecuaciones 

* = tfM. 7 = Y(t), t € D v C Dv (5) 

cs una representación paramétrica dc la relación R. Si G es cl conjunto 
de puntos que forman la gráfica de la relación R, décimos que C es la gráfica 
de las ecuaciones (5). Décimos también que las ecuaciones (5) son una repre¬ 
sentación paramétrica del conjunto de puntos G t ó que las ecuaciones (5) son 
ecuaciones paramétricas del conjunto dc puntos G. 

En las representaciones (4) y (5), t se llama parâmetro. Si (5) es una 
representación paramétrica de una relación R, entonces para cada valor dc 
*#' D .° n Dv cI P ar tey) determinado por (5) perteneccrá a R y para cada 
par :\x,y) Ç R habrá al menos un valor de t € D a O Dy tal que 

* = U(t) 9 y = F(l). 

.. La relación R definida por (4) no es en general una función, sin embargo, 
para ciertas seleccioncs de la función U Ia relación R es una función. 

Por ejemplo, si 

= í(*»r) I* = = f,t € Re). (6) 

entonces podemos escribir 

Ri = {(x,y) \ x = y-,x £ [ 0 ; + co)}. 

IVote <pe Ri no es una relación funcional (vea Fig. 1.6). 

Sin embargo, si 

fí ‘f ■ R * = [{x,y)\x = t t y = i* — l,t€ Re), 
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la cuakcs una funeión. 

„«*. *.=-«■'• 

- c 9en t y = 5 COS t, l t Ke - 

Ri . u a-w. í— ar ** 8 iden,i<ique * como 

una funeión o como una relac.on no fnnconal. 

Sdución. M ={M1< = 5ot „ = 5 c«m€ ««}■ 

Yi qU ° (5 sen 0 a + (5 cos 0* = »<■“* . + «**)=» 

P ““ €K ^(Tr)T^^2s., € 

U a «■*»“«' “ '“t“ fT^" I ‘ 6 *« 

* 

cs la gráfica de ta «uación * & . 

M (5 S se han reemplaaado por una ecuac.on 
Coando las ccunciones paramétricas { ) dcçiinos que el parametro t ha 

itír toiM? « - 
:; arr——■ u •“ 

X = 0(0 

como • , = [/•(*) 

aonde efdominio * ^% l-!l0Wti 6 *n M. 

YH-eipr-r^W-^^ 

V R — í (*, y) I y = (*)]•* 6 Do,) 


Teorema 1. Si 
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r 

( 


* = U(t), y = V(t), i €D a r Dy 

cs una represenlación paramétrica dc una relación R y si U cs biunívoca cn 
Da O Dy, cntonces R es una funeión . 

Hemos visto que lo relación tf x definida por (6) no es una funeión, sin em¬ 
bargo la relación 

tf. = {(*.y) \x = L\y = M 6 [0; + «)) 

es una funeión. Paro esto relación las funciones U y V en la represcntación pa¬ 
ramétrica se pueden expresar como 

U = [(t,x) \ x = t\t 6 [0; + co)} 



v - {(Ly) Ir = M € Re). 

í/'(t) = 2t es positiva paro / 6 (0; + oo), entonces V cs biunívoca en [0; + co) 
y cn consecucncia su inversa cs lo funeión .. . 

4/* = {(*,0| Vl=t,*€ [0; + co)). 

Entonces tf, = {(*, y) | * = V*. y = M € [0; + co) ), 

>* podemos expresar 

R. =.{(*,r) Iy = Vi* € [0v+ «)). 

La gráfica de tf, sc da cn la Fig. 1.21. 

Supongamos que 

* = 0(0. y = y(t), iÇSt 

es una represcntación paramétrica de una relación, y supongamos que U es biuní¬ 
voca en S,. La relación es entonces la funeión 

F={(*,y) |y = P[4/*(*)]}- 

con dominio S 2 = {# | * = £/(*)> * 6 S,}. Si esta funeión /•' cs derivablc en S„ 
es conveniente tener una fórmula paro D r F(*) en términos de y D,P(0. 

Tal fónhula se da en el teorema 2. 


Teorema 2. Si las . funciones 

u = {«,*) |* = í/(0, * 6$i} 


F = {(Ly)|y = K(0.t€S x ). 

. son derivablcs en Si, y si U cs biunívoca cn S„ entonces la funeión 

F={(*-y)\x = U(t),y = V(t),t£S l ), 

«n forma equivalente 

WM • S- -5 : F = «*>r> ly = nvMU 6 5,), 
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donde S, = <x|x =«),«€ S,), c derivablc cn cl conjunto 

S,= {*|* €S, 1 D.x^O) 

' '• D,y = ■ (7) 

Oemostración. Y. que y = U "*>» * U Cadena 

D»y = Diy D r <. 

Adernas, como D.x^O para * € S» tenemos por (7) de U Sec. 4.4 que 


D,l = 




y en consccuencia 


d «'=í5- 


Ejemplo 2. Demuestre que 

e, un» rcpresentación par.méírtó. de una función F. Especifique F en U forma 

, F = {(x,y) |y = F(*),* € D,}, 

y encuentre D,F(x>. Conatruya la gráfica de F y escriba una ecuación de la 
tangente a esta gráfica en «1 punto cuya primera coordenada cs 8. 

Solución. Como D,* = 3í’ cs positiva para t € (— co , 0) u (0, + oo), 
mos que U(t) = í* cs creciente y por tanto biunívoca en 

En consecucncia, Ia inversa de U — {(/, *) | * — l , t £ e ) “ a 

u* = {(*,*)!«= ^*» * $ Re }> 

y la rcpresentación paramétrica dada define la funcion 

F = { x,y) \ y =**'*,* € Re}- 

Podemos encontrar D^(x) = D,y de dos maneras. De y = encon¬ 


tramos 


».y = |*-v = 


*=*0. 


Por el uso de (7) tenemos que 


Dy -5íZ = ^L = 1-, ,^:0. 

- D,x 3c’ 3* ’ ^ 

De U espccificación de V tenemos t = VZ y usando (9) 


* ^ 0 . 
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La gráfica de F se da en la Fig. 8.3. La pendiente de la línea tangente 
a Ia gráfica de F en cl punto cuya primera coordenada es 8 se da por 
D*F(*)]*. Por (8) tenemos 

"■'ol-sH-s- 

entonces, como F{8) = 8 :/J = 4, una ecuación de la línea tangente es y — 4 = 



Fig. 8.3 

La pendiente dc la tangente se puede calcular directamente de (9) notando 
que cuando * = 8, el parâmetro t = 2, por tanto 


"'L-iL-i- 


r Como en cl cjcmplo 2 el parâmetro se pudo eliminar facilmente de.-las 
f e ; Cüaclones paramétricas, especificamos F por una fórmula para /*(*) cn términos 
-•| de j ^ caIcularaos directamente de esta fórmula. La fórmula (7) nos 

g^yude n expresar DrF(x) cn términos dei parâmetro aun no teniendo una fórmula 

par ??fiy*) * 


Ejemplo 3. Demuestre que 

i# •* = ^r 3 — 3i — 7, y = 4í 3 — li -f 4, 


t € Re 


gj:una rcpresentación paramétrica de una función F = {(x,y) \y = F(x)\ y 
;,encuentre una expresión para D c y en términos de t. 

fm^T: 000,0 D| *=— 6t? “ 3 es para Re, Ia inversa de 

f: I x -?í 3 — 3* — 7, / 6 Re} cs una función. 

EI E , n COn ^ enCÍa * ,a re P re9enloc *dn paramétrica dada define una función tal 
; que al usar (7), encontramos que 

a»-? 

Ifev. . • 
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Note que aunque en «te ca,o cs posible obtener ua« ffirmuU par. VW, 

donde J • cs la inversa de U = {(*»*) I*— 21 ** * . 

cil hacerlo y nos conformamos con «na fórmula que exprese D.y en term 

de l. ' 

^ Si nos dan las ccuaciones paramétricas, 

x = 1 /( 0 * 

donde í/ y K aaüafacen la. hip&eai. dei teorema 1. podemos —ar DJy como 
sigue. Recuerde que D;y = D.fD.y) y observe que las ecuacones 


x = U{ t), Dcy = 5^- irWi 

dan una representadôn paramétrica de D.y. En.onces a. usar (7) obtenemo. 


_ «O _ 


= 1P(0. 


, D. (D.y) . 
Djy = D,(D«y) =- ft,,—• 


w— — d, -» r ■■■ “ r, D ío“,S"™ 

ürw rttsíi - 

represcntación porométrica particular. 

Ejemplo 4. Encuentrc D r y y D;-y para la función representada parame- 

iricamente por medio.de * = 7p ? = 1 '• + .• ^ 

Sduciótu En este caso 

D t x = t. D,y = — l. 

y al usar (7) obtenemos 

Dir = ^.=W ; 


En comecuencia, usando (10) tenemos 

».(-«") _r’ _i 

DJr = —dTx -t 7 

Supongamos que U y f' son funciones continuas en [o; 6] y «!“ ' 

x = m, y = m. «€•[»; 6]- -• ( ' 

- - — r ZtZS?» 

CS una curva, y ti los ecuaciones p (cuando exista) a esta curva cn ; 

demos determinar la pendiente de a gen Aun cuando la relación ' 

un punto, calculando T),F(x) en el (11) no sea una función, puede 

determinada por las ecuacioncs A. considerada ,; 

ríEFirssritstSV ■ - — - <“> - - 

punto l* como siguc. 


f 
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Sca G cl conjunto de puntos que forman la gráfica do las ecuacione» para¬ 
métricas (II). Seleccionemos dos números t x y t x + Ai, Aí =£ 0 que pertenescan 
al intervalo [a; ó]. Sea P(x lt yx) el punto de C tal que 



*i = UM, yt = VM, 

y sea Q(x x + àx,y x + Ay) el punto de C para el cual 

x x -f ãx = U(l x + Ai), y x + Ay = V{t x + Ai) 

(vea Fig. 8.4). La pendiente de la línca que pasa por P y Q está dada por 

Ay_ F(i, + Ai) — VM 


Ffe + úl)— VM._ „ 

£5 v( ll + A t )-U( lt )- M ' 

existe, entonces definimos la tangente a C en /' como la línca que pasa por P 
y tiene pendiente M*. Si Km no existe pero 

U(l x + Aí)— U(t x ) 


lim 

Al-,0 


Q(l/ííi + A«, Víí! + aí;1 


P\V[txt. V(t x) ] 


BlUibK V0>)\ 


A\U(a), V(a)) 


F\g. 8.4 

G en P como la línca que pasa por P y es per 


entonces definimos la tangente a 
pendicular al eje x. 

Como/ . •/ 


iveinos que si ü y V son derivables en i x y si D|tf(#)]i, ^0, entonces existe 
una tangente a G en P y Ia pendiente M? de la tangente está dada por 

li# S • lim rfa t*>-Ffe) 

mmmmii 

, irr + A*) iwoj*,' 
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Si D,ü(l)] h = 0 peio D|K(l)]i,^0, enlonces la tangente a C en P existe y es 
perpendicular al eje x. 

Con lo anterior hemos demostrado el siguiente teorema. 

Teorema 3. Si las funciones U y V soa derivables en [a; 6] y [V'(t)Y 
+ para * € [a; Ó], enlonces Uz gráfica G de las ecuacicnes para - 

. métricas „ 

X = {/(«). j = Ht). »€ [Oi b] 

Ucik una tangente en cada punlo * de C. La pcttdienle de la tangente en P[U(t ,), 

P<«,)] « 

si jy,x]n = 0. enlonces la tangente es perpendicular al efe x. • 

Ejcmplo 5. Determine la pendiente de la tangente a la grafica de 

* = P, y = t, f€ [-2; 2] (12) 

en el punto donde I = -1 y en el punlo donde * = 1. Determine los puntos para 
los cualea la tangente cs perpendicular al eje *. 

Solacién. La» raciones paramétricas (12) satisfacen Ia dei teo- 

rema 3, y en consecuencia U pendiente de la tangente cn Pi(l» D dondc 

t = —1 es 

2Vi±-_J_ = _2. 

Dtu “ 2*3-1 2 

y la pendiente de la tangente en P 3 ( 1,1) donde t = 1 es 

P.y]>- L-i 

Pi*]i 2t]i 2 • 

La tangente será perpendicular al eje x cuando D,x = 2í - 0. Como oc " r ** 
solamente para í = 0. el punto donde la tangente es perpendicular al eje * cs 
0(0,0). La gráfica de (12) se muestra en la Fig. 8.5. 

^ Note que la relación con representación paramétrico (12) no cs una funcion, 

Y por tanto el teorema 2 no es aplicable. 

Usamos la expresión curva continua para un conjunto de puntos que tiene , 

una representación paramétrica de la forma 

* = l/(0, y = n0, ‘ÉS. 

donde 5 cs un intervalo y b y V son continuas en 5. 

• Se debe mencionar que aunque la condi ^ 1 ^*1™' valo'^de' J) ^«ufíSnte pT!a 
U'(0 y VU) no K.n .Imuh.ncamcntcccro J.^ionea en Um cu.les iFl D Z 

rwrJ: srs.'etr:» 

la curvo con ecu aciones oaramctncas x - 1 — cos t, y - r, r t ne, uene b 
aunque Dis]« - 0 y Diy)» — 0. 
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Lna representación paramétrica de una curva continua C ordena los puntos 
de C; si t x y ^ pertenecen a 5 y además k < / s , décimos que el punto P x [l/(l,) t 
V(ti)] precede al punto P j[£/(fj), P(í*)]. Dos o más valores diferentes dcl parâ¬ 
metro pueden dar el mismo punto P en C; si ocurre esto décimos que P es un 
punto mui tiple. Si C no tiene puntos raúltiplcs es una curva continua simple. 

Si 5 cs un intervalo cerrado [«;&], los puntos A[U(a) t V(a) ] y B[V(b), 
V[b)] son puntos extremos de C, A el primer punto y B el último punto 
de C (vea Fig. 8.4). Si el primer punto de C y el último de C coincidcn, cntonccs 
C es una curva cerrada. 

Si C es una curva cerrada sin puntos múltiples excepto los puntos extremos 
que coincidcn, cntonces C cs una curva cerrada simple. 

La palabra curva la usaremos para designar la unión de un número finito 
de curvas continuas unidas por sus extremos sucesivamentc. 

En un punto múltiple de una curva puede existir más de una tangente. Por 
ejcmplo, consideremos Ia curva continua C que es Ia gráfica de 

x = U{t) = / s —4*. y = F(i) =í= — 4, t 6 [—3; 3]. 


(4. 2). f = 2 


✓<P2(1. D.í-i 

_J_I_I_ 

yOfO. 0).tm0 

_\*ia-u.í--i 


»(4, -2). t * -2 


Fig. 8.5 


| Aquí encontramos que el origen (0,0) es un punto múltiple correspondientc a 
{ y 1 ~ 2- Para t = —2 la pendiente de la tangente en P es 

p.yU _ 2 (— 2 ) 1 

“Bi*!-* 3(—2)' —4-2 * 

ím 1 ~ 2 * a Pendiente dc la tangente en P es 

D»r]. _ 2 ( 2 ) 1 


1 
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; fr,íK5.* »T« 'u ^ -"" ■ 

P,y = 0 y P**^ 0 » 

esto-e», cuanáo ^ _ Q y 3( »_4^0. 

* d punt0 (0.4) donde t = 0 U tangente ca p 0I a.eU - + , U tangente - 
perpendicular al eje * cuando 

Di* = 0 y D.y^O, 

«toes, ai 3í «_4 = 0 y 2t^0. 

• u A** m.ntos E Y F, q ue corresponden a i = (2/V5) Y 

r— -«■— - * * 


dx 




= $. * = §• y ”=$’ 


— de Un ‘ 
curva C. Sea 


Flg. 8.6 

u p— a, u -»». u«... C - nm.my «— 

teorema 3 tenemos. para *«=^0, que 

P.y _ li 
= DÍ* *t * 


Adcmás, la razón de cambio de m t con respccto a £ está dada por 

_ * t y«i — yi*u 




-»©- - 




Observe que si la reprcscntación paramétrica dada de C determina una función 
P = {(*»y) | y = /*(*)}, entoncea por la fórmula (7) tenemos 

y por la fórmula (10) tenemos 

_ Pi (D,y) _ Pr(yi/*i) _ *«y«» — y>*» 
eY D t x ~ífc *; 

EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 4 la representadón paramétrica dada 
determina una relación k =s {(*,y) | * s U(t) f y = P(l)}. Elimine £ de las 
ecuaciones x = U{t) y y = PO), determine una ecuación en * y y de Ia gráfica 
de Ia relación R, y construya la gráfica. 

7- 1. % — a cos l,y — b sen t, £ 6 Rc> a > 6. 

; 1: 2. * = 2x + 1, y = £* — 4, £ 6 tf*. 

3. * = sen U y = 1 — cos 2£, £ € /?«• Precoudón.: Note que * € [— 1; 1). 

* : 4. a: = 3 sec £, y = 6 tan £, £ € (—x/2; x/2). 

7 f . En cada uno de los ejercicios dei 5 al 10 demuestre que la representadón 
paramétrica dada define una función P ={(*,/) |y = /*(*)}; encuentre una 
especificación para F de la forma y = E(*>, halle P,y por los métodos usados 
en el ejemplo 2, y construya la gráfica de F. Además, encuentre una ecuadón de 
Bg. r la tangente a la gráfica de F en un punto P x (x u y t ) dado. 

5. * = 2£, y = 6/£, £ € (—oo; 0); P a (2,6). 

6. * = £ — l,y = í>/2,£ 6JÍ«;Fi(l,4). 

* = 3/’,y = 4£, £ 6 (0; + »); i\(3,4). 

* = 2e',y = 5e-‘.£ € Ke; P,(2,5). 

* = £ + 1, y = £* + 6£ + 5, £ 6 Re; P x (—4,0). 

*=4/£,y = £’ + 2,£ É(—co;0) U (0; + oo);P,(2,6). 

En cada uno de los ejercicios dei 11 al 14 demuestre que la representadón 
paramétrica dada define una función F = {(x,y) |y = f(*)} encuentre una 
expresión para P,y en términos dei parâmetro usando la fórmula (7), y halle una 
.expresión para:D^y en términos dei parâmetro usando la fórmula (10). 

11. *;=£* + 4z, y = 31* + St — 9, t 6 Re. 

12. * = tan d, y = 2 sen d, d € (—x/2; x/2). 

18. * =V,y = l + ^£ 6 Ke. 

14. * = 2£, y =i£>, £ Ç /?e. 

^;15- Verifique que *= — y 2 = 4, a: > 0 es una ecuación de la relación de- 
■rminada por las ecuaciones paramétricas x = e‘ + e“ # ,y = e* — l Ç Rc. 
finedio dei teorema 3 verifique que Ia gráfica G de esta relación tiene una tan* 
ite en cada punto, y encuentre una ecuación de esta tangente en d punto donde 
1 y en los puntos donde t = — 1; t = 2; £ = —2. 

!»Sp Verifique que (y + 4) 2 = {x + 1)* es una ecuación de la relación 
—ninada por las ecuaciones paramétricas * = t z — l,y = £ s — 4, £ Ç Re. Por 
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u práíica C de «ta relación tiene una tangente cn 
aresta tangente cn el punto donde t - L 

1 + X 3 = 1 cs una ecuación do la relación dcler- 

_ çoa 0 ).y = 2senM £ Re 

paramétricos * - »U 
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medio dei teorema 3 verifique que 
cada punlo, y cncuenlre una ecuocion 

f = _l,< = 2,y« = -2_ 

*17. Verifique que Ç 

minada por las ecuaciones 
Grafique esta relación. = /3 a una ecuac ión de la relación deter- 

18. Demuestre que x + 7 _ flC0S * 0,y = a sen 1 6, 9 € Re. 

minada por lai ecuaciones P aramé ' ,c d , J,(4 — f),r = <* (*-“*)• 

, 6 rspz 

rí"’~ ™ ■u ™“ ■” 

_ 1 2o!'p G . r ™ q ia curva con ecuacion« aUje x, los puntos 

I € [-3, 3] encuentre los puntosdonde^ fxtrcmoa ã U curva y k» pun 

de los siguien.es valores de, parame.ro -2,-! 

y (? d p— con cl ele ’ 

qu;,^-^), y — cosí), fl€[0;2.] 

son las ecuaciones paramétricas de la ciclo.de. 


Flç. 8.7 

urfa: Como el círculo gir. sin detomien.o, OQ = .rcQP; P«o 
fl, entonces OQ - a9. De la F.g. 8 ' 


la cicloide dei ejercicio 21 


22. Demuestre que para 

^r = Tr 
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28. En el punlo donde d = v/2 encuentre una ecuación dc la tangente y 
una ecuación de la normal a la cicloide con ecuaciones x = a (â — sen0),y = a 
(1— cosflM € [0;2tJ. 

24. Continue con la derivación indicada en (10) y demuestre que 

D.xPfr — D,yD’x 

■ 5 “ ( D .*) 1 

En cada uno de los ejercicios dei 25 al 28 encuentre D,y y DJy para la fun- 
ción especificada por Ia representación paramétrica dada. 

25. * = í— l,y = *« + !,*€ Re. 



8.3 Vectorcs y movimiento curvilíneo en un plano. Las cantidades fí¬ 
sicas que necesitan dirccción y magnitüd para su espccificación, tales como fucrxa 
y velocidad son ejemplos de vcctores. Un vector se representa por un segmento 
líne8 recta con dirección y longitud dadas. (Vea Fig. 8.8). En la figura. P, es 
punto inicial y P - el piuito terminal dei vector, y la cabeza de la flecha indica Ia 
dirección dei vector. 


.r.' • Flg ’ 8 ' 8 

Un par ordenado de números realcs (a», at) se puede usar para determi* 
nar el vector representado por el segmento rectilíneo que une el origen con el punlo 


a. 8- 
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( ' 
r 

t 
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coordenada. reCangnla.es, como - M* ^ u ^ 

- d 0r ta.t=nn.d^cUd«r^ ; , 

recorremos'un. distancia dirigida o. paralela a 1 eje 7, 

d. .1 vector o el segmento dirigido BCJt 
s a los ejes de coordenada, por el pun 
encontrar 1 . pareja ordenada (o„«.) 

_ - C( _ 6 ,. Por tanto dado un punto r, 

* . - ‘; r / lQB vedores bidimensionales con P como 

, biumvoca entre lo. consecuencia Uamare 

ordenados de numeros reates, y en 

3 de números reates. ordenado de números rea- 

dos dimensiona) J ; a) de a está dada po. 

%] ~ + ^”al punto (o„ <h) a lo largo de U 

determinada por el menor angul. 


392/APLICACIOKES 
(a l9 th) en un sistema 

El vector determinad . 
propiedad de que si partimos dei punto 

paralela .1 eje « y despue. : 
llegamos al punto termmal. 

6 Inversamente, supongamos que se 

1, Fig. 8.10. Al dibujar líneas par.lelc 
inicia* B y porei punto terminal C. podemo 
que determina el vector; o, - e a — e 
hay una correspondência 

. punto inicial y pares c. 
mos vector a una pareja 
Un vector a (de c 

le. (o,.u,),y la representamos a 

W = Vb *’ 

ltt dirección dei ongen 
8 . Esta dirección está « 


m$ír. Flr. 8.11 

y la suma dc dos vcctores a = (a u a 2 ) y b = (b Jr bg), 

a + b = («i + bit th + M- 

;; Consideremos la figura (en Fig. 8.12) determinada por los puntos (0,0), 
(oi.Oí), ( 61 , 6 ») y completemos el paralelogramo que tienen estos tres puntos 
como vértices. Se sugiere al lector demostrar que el cuarto vértice es el punto 
(fli + b u Ch + b s ), y por tanto la diagonal dei paralelogramo representa la suma 

a + b = (ai + 6i, a, + b t ) 


un número real c; 

ca = (ca», ca 7 ); 
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*, vedor a = , b = (fc. W- U — * dos vcctore. - 

- rKrts*. + »- ",": £ 

diremos que a y b son los vedor» ^^ncr un vector a 

compone en los vectore,paralelas. En particular, un vecto. 

- * v -« -*- - - - - 
lo, vectore, (o,.0) y (0.«.) respect-vamente: 

(«.„«.) = (*. •>) + (**>. 

a («,») - iw» *-*»- * * r ■■ (0 '‘ > “ 

Uama componente J conocc como los vectore. unitário, (en 



F\g. 8.13 


positiva dei eje X , (0, D - - — — * « U " ^ “ * * 
Representaremos estos vectore. un.tar.o. por l y J- 

i=(i,o). l = (0il) - 

Si a = (|».«.). entonces 

a=(a,. O! )=a 1 O.0)+-sO.l)=“' l + fl f- , 

a. «. wu». - -v-r? - jTm ‘ ‘ 

vector componente veruoal de a es «JM™ ^ , j 0 ,„ go de un a curva plana 

c d, 5 rrr jrc ü; i. <- - - '■ ■* 

'"““""■“«M, ,=r». 
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donde S es un intervalo y las funciones U y V son derivables en S. Llamarenios 
al vector 

R = xi + yj = ((/(!), V(D) 
vector de posición dei punto P en un tiempo t. El vector 


se llama vector velocldad dei punto P en un tiempo t. El vector componente ho 
rizontal Je V es (dx/dr) I y e! vector componente vertical de V es {dy/dt)}. Pai 
conveniência se representan 


X ' = H i y, = 7i 

entonces 

V = ( x t ,y i) = *,! + yj. 

La magnitud dei vector velocidad en un tiempo (f, 

|V| = viT+7:; 

se llama la rapidez dei punto en movimiento un tiempo í. 


mMm ng. s.u 

MKffi* : ;VV‘ ; í/?;:>’;■ 

;Es costumbre tomar P como el punto inicial dei vector velocidad de P en un 
ipp l. Construyamos el vector de x t \ con P como punto inicial (Fig. 8.14); 








«»“— A»'™»*”* d. 

la magnitud de *4 cs M J ^ CI " positiva, a la ixquierda si *i cs nega^ 
«. <«'* d r°^Í Í» »« el «ctor vertical y,ji con P como pun.o; 

c - 

Si al menos uno de x, yjt Si *, = 0 y r-^ 0 - tnlonce * M j 

móvil .iene una Unj'"'l'," «nicaies en P. Si |Vj*0, el ínguio í. que el 

s/lKiZZ r«s£ a, *, -—^ 


sen S — jyj ‘ 


. Xl 
cos 6 = • 


Como para x t =£ 0 D»y 

tan 6 = * 

tenemoa P o, e, .eoeema 3 que eivec.oe v^ocid.d ea, — 1. ,ngen, a U cueva 

C en .1 punto P (Ve. Fig. 8.14). c de ta l manera 

que fi tr ,ones p "‘ mé,rica8 ' 


p\ *U Q 


I 
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y cn consecuencia el vedor de poaición de P en un tiempo t « 

R = (2í)i + (4* 1 — 2)j. 

Encuentre una ecuadón en términos de x y y de la curva C, y grafique C. Encuen* 
jtre el vector rapidez V dei punto P en un tiempo t ; cuando t =—1, y cuando 
t = 1. Dé la velocidad en un tiempo l\ cuando t = —1 y cuando 1 = 1. Construya 
la gráfica dei vector velocidad para t = —1 y para t = 1. 

Solución. De la ecuadón x = 2 e obtenemos L = x/2; sustituyendo esta ex- 
presión para t en y = 4i* — 2 obtenemos y = x* — 2 como una ecuadón de la 
trayectoria dei punto. La gráfica dc esta curva se dá en la Fig. 8.15. Además, 

*, = £ = 2; * = £ = *. 

Por tanto 


V = 2i+ (8t)J = (2, Ai), 




Para t = —1 encontramos x = —2, y — 2, x* = 2, y< = —8. Por tanto, 

V= (2,—8) =21 —8j y la rapidez |V| = 2VU. 

El vector vdocidad en cada uno de los puntos P{ —2, 2) y Q{ 2,2) se muestra 
en la Fig. 8.15. 

■ Consideremos de nuevo la situadón general de un punto P(x,y) que sc mueve 
sobre una curva C de tal manera que el vector de posición de P en un tiempo l es 



B = ,| + yj= (t/(í),P(í)), 
y el vector velocidad de P en un tiempo i cs 
. ■ lí- ■]•[% V = x,l + y ,i = (3h,y t ). 

wlVjir! 1 .. -: ;- ; í;■ 

Supongamos que ^* y existen en un intervalo 5. Entonces 

el ; vector . 


,onces ;; ■.• 

|'V A = (x„,y, t ) = *„i + y*(j. 

ÍEs ? usud! tomar P como cl punto inicial dei vector acvleración de P en çl 
...... , . . „ ..... 


rapo í. Al construir el vector horizontal x t *i con P como punto inicial; la mag. 
ud|de Xfii es \x tt \ y la dirección de x t ti se determina por el signo de xn, En 
‘iâajèimilar, construimos el vector vertical y t rj con P como punto inicial. La re* 
3$* d® los dos vedores asi constituídos es el vector accleración A de P (Fig 
£)|i‘La magnitud dei vector accleración es 





; 

> 


•ta. 
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Si !A| * 0 el ângulo ^ que A forma con la dirección positiva dei eje x se de¬ 
termina por 

s * ní= W’ co, *tsí' 

El vector accleración no es colineal con la tangente, como lo es el vector veloeidad. 

Ejemplo 2. Un punto P(x,y) se mueve de tal manera que sus coordenadas 
están dadas por la representación paramétrica 


y en consecuencia el vector de posición de P es 


Encuentre una ecuación en términos de x y y de la curva C f trayectoria dei punto- 
P, y grafique C. Encuentre el vector veloeidad y el vector aceleración de P en 
un tiempo t, y cuando 1 = 2. Constniya la gráfica de los vectores veloeidad y 
aceleración en el punto donde t = 2. 

Svlución. Al eliminar í dc las ecuaciones paramétricas dadas, obtenemos 
y ; = x — (*V4) que es una ecuación de la trayectoria. Además 


consecuencia 


Para t = 2, encontramos x = 4, y = 0, x t = 4, y t = —4, %u = 2, yu = —10. 
Por tanto . 

| | g V = (4, —4) = 4i — 4j y A = (2, —10) = 21 — lOj. 

La gráfica de C, con los vectores veloeidad y aceleración en el punto (4,0) 
se muestran en la Fig. 8.17. 


EJERCICIOS 

1. Si a = (2,3) y b = (4,—5) calcule 

(a), a + b, (6) a — b, (c) 2a + 3b, (d) 4a. 

2. Demucstre que la suma de dos vectores es conmutativa, esto es a + b = 

a. (g 

$3. Demuestre que la adición de vectores es asociativa, esto es, que (a + 
+ (b + c). 

4. Para cualquier vector a = (a ( , o-j) demuestre que la = a y 0a = 0. 

5. Demuestre que: 
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coordenadas deunpunU, 

?5sr ^ de 1 dad9 

í:^ y ;r=^M.=w4. 

i :-l—V£- bí* s 

d“e ra U tr.rec.ori. donde ^Ición x* + y* = «» 

«íS£i^- 

vector velocidad V. «.en^rto a í de la ecuación x 3 + 

Sugercncia- Por d.rWació» *^^J3T «U •«“«•* ’ 05 " te * * 

,= = 100 obtenemos determinar x, y 7‘- , , , 

* y y dada», r *5 + r, - 36 P° . veloddad constante de 5 mte por 

.a.^SIaS25í3êS 

- 7 . 

a , =5 „=.«** - í—•<-— a ' 

trayectoria. 

Sugercncia. Recordemos que ^ 

*. = ar y * = ar ’ | 

entonces dx - 2l v = 3I 3 . 

s = »« “ a "' =0 - i •! 
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20. Ün punto P se muevc sobre la parte superior de una elipse con ecuación 
(x*/4) + (y*/9) = 1, partiendo dei punto (2,0) cuando í = 0. La componente 
escolar horizontal dei vector velocidad en un tiempo l es —2 1 . Encuentre las ecua* 
ciones paramétricas de la trayectoria dei movimiento y el valor dei tiempo para el 
cual P pasa por (— 2, 0) . 

8.4 Proyec tiles. Un objeto que se lanza al aire se llama proyectil. 
Demostraremos que si no tomamos en cuenta la resistência dei aire y dei viento, y 
suponemos que solamente la gravedad actúa sobre el proyectil, que parte con un 
movimiento no vertical, entonces su trayectoria efi una parábola. 

Supongamos que ha sido lanzado o disparado un proyectil desde una posición 
dada, que se escoge como origen, con una velocidad inicial Vo y con una inclina* 
ción a con el plano horizontal. Conslruyamos por O un sistema de coordenadas 
bidimensional en el plano vertical determinado por la trayectoria dei proyectil, con 
el eje x horizontal y el eje y vertical (Fig. 8.18). 

Como consideramos nula la resistência dei aire, es obvio que la componente 
escalar horizontal dei vector aceleración es cero y U componente escalar vertical 
dei vector aceleración es —g (g representa la constante de aceleración de un 
cuerpo que cae Iibremente, y vale aproximadamente 9.8 mts. por cada segundo). 
Por tanto 

A = (x/t,yit) = (0,—g). 

De las igualdades 

.. _<*(»■) -n „ ■■ - . 


obtenemos 

igfe Xi = C X y y, = —gt + c t . 

Cuando i = 0, x t = v 0 cos a y yt = v 0 sen a. Por tanto c% = v 0 cos a y c t = v 0 sen a. 
Entonces 

x, = vo cos a y Ji = —gt + Vo sen o, 


: Al resolver estas ecuaciones diferenciales obtenemos 

* = (v«cosa)t + c a y y = — Ç + (i > 0 sen o)l + C 4 . 

Çorao x = 0 , cuando t = 0 y y = 0 cuando I = 0 , se deduce que e, = 0 y c, = 0 . 
■.Pòr tanto, 

gfi 

§| x = (r. coe a)t y y = — + (*• sen a)t 

&ori lás ecuaciones paramétricas que dan las coordenadas dei proyectil en un tiempo 
fey por tanto son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria dei proyectil. Al 
«liminar t de estas ecuaciones paramétricas obtenemos 
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. . « r a. k »■»«»>■ “ “““* • * “ 

ÍOima y = ax -6*’. •>«. 6 > 0 ’ 

hacia abajo. 



O I (vo cot a)l 


Fig. 8.18 


EJERCICIOS 


* *, *™~ - ~ '=“ “■ •” •' 8 ” ío T 

'• "Tt ... *£«>&£&£& SSAli 

tarrsv-csss: 

”""^EíT' ..J. — 

2. a alcance de un projecti horizontal que pasa 

Um K íft= - -'Sr s - ‘ 

R = vo* —— . 

, _ . . *. — jíí “rs «.. 

piiW&iíSí ” to - *“ 

de vuek) T es ^ _ 2«,»en« 

- - - •aMsr.çfJBT^ ■ “ “ 

irrrrrrrr « *..«-»- - - 

taiwÃsjíãwJSKB* 5 - 

yT ,“,2£ * K* =1 «-*> * ™ 1 °- 111 * u “ 
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6. Demuesire 
este alcance máximo 


e el alcance máximo de un proyectil es cuando a = 45° y 
m R = VoV/f- 


8.5 Coordenadas polares. La interpretación geométrica de las relacio¬ 
nes que hemos usado se basa en la correspondência entre pares ordenados de 
números rcales y puntos en un sistema de coordenadas rectangulares, y hemos 
graficado las relaciones en un sistema de coordenadas rectangulares. Cada par orde¬ 
nado de números reales se puede hacer corresponder con un punto en otras clases de 
sistemas de coordenadas. Todo lo que se requiere para tener un sistema de coorde¬ 
nadas (bidimensional) es una regia que asocie a cada par ordenado de números 
reales un único punto. El sistema dc coordenadas bidimensional más común des- 
pués dcl sistema dc coordenadas rectangulares es el sistema de coordenadas polares, 
que ahora describimos. 

Sea O un punto fijo llamado origen y OM una linea fija que parte de O 
a la que llamaremos eje polar (Fig. 8.19). En el sistema de coordenadas polares 
determinado por 0 y el eje polar OM, el punto correspondiente a un par orde¬ 
nada de números reales (a, b ), es el punto P a una distancia dirigida a de 0 y 
sobre la línea L que pasa por O y forma un ângulo dirigido con el eje polar de b 
radianes. La dirección positiva sobre L es la dirección dei origen O a lo largo dei 
lado terminal dei ângulo de b radianes (Fig. 8.20). Si b es positivo, el ângulo 
se mide en contra de las manecillas de un reloj a partir dei eje polar; si 6 es 
nep-tiva el ângulo se mide cn favor de las manecillas dei reloj a partir dei eje polar. 

v; Los puntos que corresponden a los pares (4, sr/6), (—2, 2 jt/ 3) y (3,—ir/4) 
se muestran en la Fig. 8.21 (o), (6) y (c) respectivaraente. Se deduce de estas 
ilustraciones que al graficar un par ordenado [a, b) en un sistema de coorde¬ 
nadas polares, 
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coordenad.» poUrt. dado cada jXw (ÍT^e^iín 

de coordenada. poU«a. El punto co e+ ( 2n + l)n). donde n e» 

como coordenada, polares a (r. 9 + l 

cualquier entero. 



u ^ a,... « ~ » «-* * t0 '“” 

.„„ J5£T* p»— «<“ ■“ ™"‘"“ 

« li if fc ' 

* R I , y fl la gráfica de la proposición 

Si Sr» « una propoMcron «nta coordenadas polares de la rela- 

s„ en coordenada, polares es la granca 

ción R = Ur, «) | U. u tdKáin {(r , g) | r = 4},: 

r - VriiTe 1 

rr5 •: svíT; -—- - * 

polar (Fig. 853). 
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Ejemplo 1. Construya la gráfica de la ecuación r = 3(1 + coa*). 
Solución, Como la gráfica der = 3(l + cos0) es la gráfica de 
/? = «r,tf)|r = 3(l + cos (9)}, 


determinamos algunoa de loa parca ordenados que pertenecen a R, graficamos 
estos pares como coordenadas polarea, y unimos estos puntos por medio de una 
curva sencilla. Los pares ordenados que pertenecen a ff se pueden encontrar 
asignando valores a 0 y calculando los valores correspondientes de r, como se 
muestra en la latia siguiente. 


SL graficamos los puntos correspondientes a los pares ordenados (r,6) de esta 
*ob unimos obtenemos la curva suave de la Fig. 8.24. 

á ° na curva 68 * a 6 r áfica de una de las ecuaciones 

* K : r = a(l + COS 0), r = o(l — cos 0) 

B|la|fc $i: > r = o(l + sen 6), r = o(l — sen d) 

|Sf ama cardioide. En el ejemplo I construimos la cardioide con ecuación 
fefe®':!p cos ^) donde a = 3. Si una cardioide tiene otra de las ecuaciones 
« 1* curva de la Fig. 8.24 pero está orientada en forma diferente 
ptjíislèraB de coordenado. 

que un sistema de coordenadas rectangularea y un sistema dc 
HBfil!*? P° larc9 se colocan cn un plano de tal manera que el origen dei sistema 








ADICIONALES 

cl origen dei rectangular y el 

Consideremos el punto P con ' 

termii 
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polar coincide con 

inÍ0 Ul «r O. Al «arninar la Fifr 8.25 vemos que 

como a = à + yj 

, a = (r cos 0)1 + (r sen 9)J 


Por tanto, tenemoa las igualdades 


las coordenadas rectan 
oordenadas polares de 


La. ecuaciones (14) « P“‘= den par * 
guiares de un punto cu.ndo conocemos un 
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punto. (Por supuesto, se supone que los dos sistemas de coordenadas se colocan 
como se describió anteriormente). Cuando conoccmos las coordenadas rectangu- 
lares de un punto, se pueden usar las ecuaciones (14.) para encontrar un par 
de coordenadas polares de dicho punto. Entonces, si tencmos una ecuación en 
coordenadas rectangulares, para un conjunto de puntos G podemos usar las ecua¬ 
ciones (14) para encontrar una ecuación para el rnismo conjunto de puntos en 
coordenadas polares. 



(o>j«|-r.r>0 



g; Í«W- -r,r<0 

Flg. 8.25 

■ÉJempIo 2. Encuentre una ecuación en coordenadas polares de Ia c 
x * + y* — — 0 es una ecuación en coordenadas rectangi 

AI «ar las ecuaciones (14) la ecuación dada se transforma 
: r 2 — 2ar coa 6 = 0 ó r(r — 2a coa 9) = 0: 
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r ^ u prófica de lo ndación 

— e * h ír,w»k-- 

.,^,,.,«4*01.-^*^ ut *» 

Y. •' P“ — ' rf “ 


r = 2o COS 9 
,a+ y *-2« 


IToTr rtWtoTjM 

(a, 0 ) Po*ar / 


1 Flg. 8.26 

muestra en 1» Flg. SM 7 - “ C ‘ rCUl<> - 

09 ias ecuocione5 (i4 ! ,e :;; r , Mn . ,=•+««* •> 

** + y’ = r* cos* (I + r ten (15) 

r* = X a + f- 

6 

KAtmi*. P* 11 r^O. u „ s= í, (16). 

; s«n9 = i = - ^ '■ 

cos 5 —- 


cme ~' = ^VT+f' S r «Jciôn en coordenadas poU- 

«p- - -s -—- c en 

M, podemos usar (M). ( 15 > Tl 

coordenadas rectangulares. coorden od.» -c,angulares de 

t r:= e J^rr:. —«■ - ^ 

—rr i 

r * — 2ar sen 9, 



r-2a8en# 

x a+jS-2ay 


í«.f > Polar 
(0, a) ReclanguJar 


; - - Flg. 8.27 

feli Como ejeraplos adicionalcs ele gráficas en coordenados polares daremos la 
'^gráfica de U espiral de Arquímedes con ecuación 

|||- r = 2d, *€[0;2«] 

||vy|la rosa de cualro hojas con ecuación 

:3 : -, r = a cos2d. 

|S'cr.Figs. 8.28 y 8.29. 

La gráfica de cualquiera de las ecuaciones 

'i‘ ■ ^1?' -S ;•••• . r = o sen n0, r = a cos n$. 

fedpnde^n es un entero positivo, se llama rosa de n hojas si n cs un entero impar y 
mB ^Sde. 2n hojas si n es un entero par. 

párrafo siguiente usaremos la fórmula 


V. 
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«SB 


rnsam 


„„ „ x a. - — "f“ ST r '’ “'■* 

da sector en radiancs. (Esta fórmula se obtuvo en la Sec. 22). 


Flff. 8.M 

Sea F una función tol que 

F(ó) >0 para [a; b],b — a 2ir. 

Sea D .a regiôn Unhada por las gráfica. (en coordenada. polares) de la. ecua- 

r =m, *€[«swi « = •! y fl = b 

(vea Flg. 8.30). E«o es. D e. la gráfica de la reUcion 

fl = ((r.í) |0<r<F(fl).fl€[a;6]}- VM 
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a 008 20 


Vis. S23 


Flg. 
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*«- •—- *-* 

da por d conjunto ^ ^ ^ ., <t .„ ««.•-. 9 ">’ 

’ rSea Afl« »•.-•** í = 1 ' 2 ’ 3l '"’ n D 

.... , , un aun,an.o de U p.rtid6n P. »n 

Sea .. 

< »t < P 810 ‘ - 11 ’ 



Flg. 831 


i_ re4i e\ t-ésinio sector . 

Con d or*» « - — STS* «V * - « *— 

circular tiene rad.o r, — r t«) 

,«lor circular es j r ,a A0, 

y la suma «1 

£ õ r ‘ A9 ‘ / sl 

d los n sectores circulares es una aproximai dei área d de * 

y procedicndo como en la bec. | 

A, entonces 




( 

( 
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Por el teorema 1 de la Sec. 54 sabemos que si F es continua en [a; 6] entonces 
el área A existe. 

Al usar cl resultado (19) para calcular el área de una región debemos estar 
seguros que la región está limitada por las gráficas de 

r = *W, *€[«;*]; 9 = a; y 0 = 6; 

y que F es una función tal que F(6) > 0, 9 € [o; 6], b — a < 2 ir. 


Ejemplo 4. Encuenlre el área A limitada por un lazo de la curva con 


ecúación 


jg Sdwçiàn. La gráfica dc la ecúación se da en la Fig. 8.32. Se quiere calcu- 
f el érea dei lazo sombreado. Note que este lazo encierra una región D limitada 
(frias gráficas de . 


/•tanto, al aplicar (19) tenemos 

a? sen 


20d(20) 


teremos ohora dos funciones F y G que tienen la propiedad de que 

É' : C(í)<f(*), í6[«sH.6-»< a», 
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( 
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< 

t 
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y se* D U lfatod» - - — * * r* 7 = ; s , = „ 
r-«#). , r = F(í) : '«.faio .1 ««*•*> (19) 

(ve* ««• 8 ' 33) - P .“ “"^d^X^To existe, entonces 

encontramos que si el ate. A dei (20 ) 

(4 = |* < i [[ mr-ic(í)n«(9- 



son puntos dc intersección, y Ia región cuya área queremos encontrar está lirai- 
tada por las gráficas de 


Al usar (20) tenemos 



416 /api^cacion^ adicionales 


dé la ecuación en coordenadas rcc 

• dc coordenadas polares, 

' 1- 9 = r/3 ‘ 10 - r = 8 , COS «... la ecuición 

9 . r = 6 sen 6. ^ j *4 construya la graíic 

12 r = 2se n 3fl(™«> de3h01 * 9) - 

lo’ r*=9co 8 28 (lemniscto). 

aspFSi 5 TSX*, 

-rjú s. s.s p.» d ’“'" ” 

a. un — * —— — P “ 7 , 

20. Un vertor dei orig pun.o P cuando á 

el »*" “ f ' “ 9 

5 = s jgsSãSfeHi. - - -—- - - 7 

de ta aiguien.es «p , (c) 2^r>d8. 

(«)), 2 , dí ' 2 j. ,. 

T^rna M 1 

limitada por las g 39 

re ^. r = asec 8 : 8 = 0 ,,« r /*- 'I 

2S. r = l/«i 9 = 1 

25. r='/Ó + '“ , ^« / Íd , ao = ^ '» "" de una m A 

.JSrfSiWta Itaiud. PO. ^ r -a-«n 9 ). I 

» ■=«-»;s:trstfS;-«jwsr I 

■msvmks*. s**-'- i —•■ ■ 
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33. Encuentre el área que está dentro dcl círculo con ecuación r = 4 cos 6 y 
fucra dei círculo con ecuación r = 2 . 

34. Encuentre el área limitada por la parábola con ecuación r = 6 /(l — 
cos 6) y su lado recto. 


8.6 Longitud de ona Curva, En el capítulo 5 se definió ei área de una 
región mediante una suma dei tipo que se usó en la definición de la integral 
definida En esta sección consideraremos el problema de definir, la longitud de 
una curva, y veremos que en ciertos casos la longitud está dada por medio 
de una integral definida. 

Suponemos conocida la longitud dei segmento de recta que une los puntos 
P»(*i,yi) y Pzix^Yz) que cs VU X — *j) a + (y, — y,)*. 

Sea C una curva continua simple que une los puntos A y B, como se muestra 
®n la Fig. 8.35. Sca {P Xt Pt, Pu • • •, Pn-i) un conjunto de (n — X) puntos orde¬ 
nados de C entre A y B como se muestra en Ia Fig. 8.36, y construyamos los n 
segmentos de recta APP\Pu PtP», ‘ * *, P»-iB. Las longitudes de estos segmentos 
se representarán por L u Lo, L, t • • • L n respectivamente y p m representará la máxima 

de estas longitudes. La longitud S n = ^Li de la poligonal inscrita en la curva 

jj ffl g-afrl: • ui 

C es seguramente menor que la cantidad a Ia que llamaremos “longitud” de C. 
Es obvio que 5. se puede aproximar a la longitud de C aumentando el némero 
de puntos de la curva y haciendo Ia longitud de cada segmento de Ia polieonal 


ra cualquier seleedón de puntos P„ P tl /*„ • • •, satisfaciendo que p* < Ó, 
numero L se llama longitud de la curva C que une lo» puntos A y B. 



} 


"ta — 

cerrada* simples. 



A Flg. 8.3S 

s.. f - funclón con W 

de [a; 6] determinada por «1 conjunto .. 

... lH> 

Entonces los puntos 

P( (*„r(*«)).• • • ■ M*~> F( *- ,)( ’ 

determinan una poligonal inseriu cn C cuy. k.n g Hud es 

s . = £ Võí=3^* + («*•> 

Y. que r « continua [o; 

L’lae propiedade. de que I.€[*i-..*<] y 

=ri«.) (».-*«-) 

en consecuencia _ 

I s. s i VT5* - **-»>’ + 1 *» ^ 1 

I lí» 


5 h = £Vl + *<-»)• 

*■» 


ssi-.-ssrsí= iví— i+,r “3 
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rontmua en [a; b]; esto es, la función C especificada 
« continua en [o; 6]. Por tanto, por el teorema 1 

Ví + í^(*)]* dx existe; esto es, dado . > 0, existe 


un numero 5 > 0 tal 


para todas las particiones P, y aumentos T, cm 
la suma que se usa en (23) es la suma S„ dada 
parttdén P„ tal y como se dá en (21) se puede 
naciendo que Ia longitud máxima de los segi 

suficientemente pequena. Por tanto, el número j 

piedad requerida por la longitud L de la curva 
trado el siguiente teorema. 

Si C es la gráfica de una fu 
31 F es continua en [a: b], entonces C ti™* „ 


L - VI +4*?dx. 

^*r '• costitución trigonomítrica * = i taní (vea Sec. 7.4) obtenemos 
■'it* &£•***•■ * 1 i r 

L - 2 XC ' ede =H [-0 6 « + In |*c 9 + tan # |'‘ 

=2VÜ+ í ,n wrí = ^+í'" (VT7+4) 

^.xmt-curva C que es la gráfica de la ecuación Y = F(x),x 
«MtWace.la hipótesia dei teorema 4, la ecuación (24) toma la for 


arotan(-t) 
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de ta ecuación * = C(y), ttí* « 
• J c e» 1 * graiica de ia ,, tcncmos 

En forma semejante s Q , ^ conlin ua sobre [ 

donde C es un. lunc.on cuya 





ng. 0 S7 

ei emplo suponha qu« d considerar C como 

^a-y-VS-CP. 1 1 Sin iinbltgo , r no es con, 

la iunción F «» ^ F(x) * Y ^ lics . S in embargo podenw 

nua en 0 y en eon^der.mo. C ^ UjrfM 

onconuar la loosnud aeC -nd» ow ^ ^ „ ^nua en [ 0 , 1 ]. T * 

tlm, 2» <*> »*'* rí 

h • »<'****’■ I 

- m— - - * ' i “ p, °'' *■”“ 3 


1 = ir^9tan»+l»l*ec9 + tanl 
= i pVf+ln(V5 + 2)l. 


I srcl«n 3 
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Si C es la gráfica de y = F(u) para u£ [d; 6 ] y además F es continua 
en [a; 6 ] y si * ç (a; 6 ), cntonces la longitud s dc la parte de C entre y4(a, F(o)) 
y P(x, F(x)) sc puede expresar en términos de x mediante 


La función S definida por 


se llama función do longitud de arco para la curva C. 

' Por la ecuación (27) y el teorema 9 de la Sec. 5.7 obtenemos 


esto es, la derivada de la función longitud de arco S es la función 5' tal que 


Al recordar la definición de diferencial 


ds = V (<&)’+ (dy)\ (29) 

lamaremos ds a Ia diferencial de la longitud d© arco; (29) es una fórmula 
üè da la diferencial dc la longitud dc arco para una curva que sea la gráfica 
n|çoprdenadaB rectangulares, de una función con derivada continua cn el inter* 
àlo considerado.'v 

vGpnio consecuencia de (29) ocasionalmcnte expresareraos la longitud dc una 
unra, ; Ç por la ecuación 

r“ r «<!.*) 

K L =\ Á dj = \^ aci V(d*)* + (dy) 
fórmula (30) sugierc que si la curva C tienc la 


representación para. 


x = G(t), y = H(t), l£[í x ;/*] 

G(t a ),c = H(ti) t d = ff(ít), entonces, como dx 
ingitud L de C se puede obtener por 


íjiòr hemos establecido el teorema 5. 
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V con representadon paramétrica 

x = C(i), y = //(‘). «€[^«.1 

r, . . i «monces C íiene uno longitud l V 
donde G r W 5on < X)rUtnuas tTl [hi iU 


l = Ç t VTcw^TSW *• 


u demostración de este — « dej. a, - * *"“* ” * 

esta sección. naramétrica (31) la fórmula para la 

-S.T <*> « 

d» = VÍCW+THWd*. 

Antrar U lonKitud de una curva cerrada 
Q teorema 5 M múl.iples, ninguna de l» cuale, « 

o una curva con un ■' un ' er “ fini P U curva tiene una representac.on 

i—- — 

Ejemplo 2 . Encuentre la longitud de L circunferenc. de un crculo de 

^ - - -—xifit ía.rrsr s=. 

-—— ■ 

lÍ Fig. 8.38. que es la grHica de ta f-cron 

f = l(*,r) | r = * € [—*: 4 J}’ 

, , 4tod de e9te semicírculo, y mulüplicarla por do». F(») : 

encontraria long ^ x ^ f , {x) n0 definida m-4y^ 

: r J^eutouces el ,»rema 4 no se P uede aplicar. 
r no es continua en l—‘ y -J 

Sin embargo, 

r = W=4«n, ‘ € _^ ^ 

es una representación ^.métrica.M • E» c^secuenci^ 

£, = f =r 4 *= 8w - I 

Ejemplo 8 . Enlentre la longitud de ta curva que cs gr.fi» de j| 

x = c (0 = co»’t, r = te l0:irl - 1 
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Solución. Aqui 

C'(l) =—3 cos 2 í sen í y //'(*) = 3sen 3 1 cosí, 
y vemos que G y //' son conlínuas en [0; ttJ. Por el teorema 5 tcncmos 


Notamos 


Por tanto la ccuación (34) sc transforma en 


)y.a se muestra en la Fig. 8.39. Una ecuación en x y y de esta curva es 

É|f -fe® * 2/s + 7 V * = 1. 7 € [0; 1]. 

ge,:que dy/dx no existe para x = 0, y en consecuencia el teorema 4 no se 
|usar para calcular la longitud de la curva. 
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Supong*nn>* ** - — ZXTtt 

d, coordenad» .«cUngdaro «n» ^ ^ _ fund6n U l qu. r 


Flg. 8.39 


Flg. 8.40 




( 

r 
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L de C. Por la ecuación (14) de la Sec. 8.5 vemos que C tendrá U representación 
paramétrica 

x = C{$)=r cos tf, y = //(0) = rsen 0, $ Ç [«*; 0] 

donde r = F(0). Entonces 

6'(0) = coa 6 D.r — r sen 0, //'(0) = senflD.r + rr os 0. 


[CW] f + [#'(*)]* = [D.r]> + r* 
En consecuencia, si usamos (32) tenemos 


La fórmula para el diferencial de longitud de arco para una curva en coordenadas 
polares que corresponde a (29) es 


4. Encuentre la longitud de Ia cardioide con ecuación r = a 

' A- :‘ ^ u ^ n ' 6 r ^*ca de esta cardioide se muestxa en Ia Fig. 8.40. dr/dÔ = 
-r-a sen 6 y la longitud Z. de la curva ca 


tanto 


EJERC1CIOS 


cada uno de -los ejercicios dei 1 al 6 encuentre Ia longitud de la gráfica 
nción especificada. Nola. Si F' no es continua en el intervalo dado, proceda 
g^rcicio 2 - usantJo una representación paramétrica adecuada de la 

||s= { (*, y) ir= ln sen *,« € [*/4; »/2]}. 

K {(*r) |y = [0;5J}. 

m,y) | y = **''•,*e [—1; 1 ]}. 

Üíàfcr) |9y* = 8(*— !)*.«€[—2i4]}. 

P*.y) I *=}(r + 2)*'", r € [2; 7]}. 
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Suaercncia: U* 1“ íôtmuU (26 '„ , 

6 . F = ((*. y) I y = 6( .*. V, 7 *J 10 encuentre 1» longHud de la curva 

10. * = 2V3í',r = “f ”7 j’ *U parte de 1» parábola con eeu.ción f - 16* 

U. Encuentre la longttud de U pane Ml P* = 4 

- rt r— 

T 1 t,Helrw. 

St »5f35ífsfiSa: r ímss - 

- ■ rtti =a.t- * ■ • ^ 

"Í. 1 T‘ >"■!““> 'Ü.ÍÍ 1 S 1 SÜ"- 

» u j:íí=V 5 Iíí *- ■ 

* V Ata. „* s ísnífits-roS 3 . 
—> p-« ara ? jvrs* t íti A *■ >» - 

cuentre la^ongiwd dei cable entre 1 »ócloide con represen- 

20. Encuentre 1. longttud de uno de lo* 

Hción * = «1* —7 = ^ k cur va eon repreeenUcion p.- 

21 . Un punto ac »u«ve «nun plano d lien po en .egundo», E» 

s» - ■■ ■-H 

22. Encuentre la longttud de la curva v h 

y = mu t, t 6 [0; 3»] ■ de r = ofl de.de el origen al 

23. Encuentre l. longttud de la gral.ca a 

de la primera revoluctón. r = e « desde .1 punto dondi 

24. Encuentre U longttud de la grat 

t = 0 .1 punto donde 0 - *r. ^ d e r = o sen* (8/S). U 

25. Encuenue la longttud fct l ecu#ciô n r = <* d + 
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nal inscrita en C mediante una partición P n de [^j /j] y considere los segmentos 
que unen los puntos 

ç.-t[f(*i-.),C(í.-t)] yQ,[F(t,), CM], i = 1,2,• • •,n. 

La longitud de la poligonal será 

t Vl/’(«i) —f (<.-.)]* + (C(í,) — C(í,.,)]«. 

Aplique el teorema dei valor inedio para derivadas y el teorema 10 de la Sec. 5.7, 
y des P^ ““ método que se empleó en la demostración dcl teorema 4 de Ia 

8.7 Area de una superfície de revolución. En la Sec. 5.9 discutimos 
los volúmenes de sólidos de revolución generados al girar una región plana alre- 
dedor de un eje fijo. En esta sección consideraremos el problema de encontrar el 
área de una superfície gene rada al girar una curva C alredcdor de un eje fijo. 
Restringiremos nuestra consideración a superfícies donde la curva C es la gráfica, 
en [a; ó] de una función F cuya derivada F' es continua en [a; 6 ] y f(x)> 0 
para x£[a;b] (Fig. 8.41). Sea 5 la superfície generada al girar una curva C 
alrededor dei eje * y scleccionemos una partición P„ dei intervalo [a; 6 ] deter- 
minada por el conjunto {***„••• ,*i-„ x h —, x^). El conjunto de puntos 
?•(*•» F{*o )), Qi (*i, F{x x ) ), •••, F(xi) ), ••• , Q»(xn, F(x n ) ) determina 

una poligonal inscrita en C, como se muestra en la Fig. 8.41. Si el segmento 


Flg\ 8.41 
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<?-<?• ■*» ^i° n r '£* *•* ua ° 


V(*l— -r f 

‘ r . n n dc «I» superfície lateral ea _ 

(vea F.g. 8.42). U - 

v la suma — -=■;-vTi 

J , tidad a la que llamarentoa área de la superfície S. 
es uno aprosimacon de a can , > 0 existe 8 > O 

Si existe un número ^ con la prop.edad de ,ue 

,aUUe |ÍA-f|<- 

„ todMltí parles 

àrea de la superfície 3. pU ede aplicar el teorema dei valor 

Como F e, diferencable «n [o. «• un a de 

——'■ fc —sj; 

è ,, = t. [ „^, )+ n»)ivrnrtOT<*—>■ 

ÍTi «■» 


/ Qit-FX*i)- °< XíW 



Fiç. 8.42 

. B ... ri* •“ 

los rádios dc las bases y A cs el laao 
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Pçr el teorema 10 (ii) de la Scc. 5.7 se deducc que dado e > 0 existe 8 > 0 
tal que 


Para todas las particiones P n con norma menor que 8 . Por tanto. 


para todas las particiones P n con norma menor que 8 , y en consccuencia 


tienc la propiedad requerida dei área A de la superfície S. Hemos demostrado 
cl siguiente teorema. 


Teorema 6 . Si F cs una función F(x) ^ 0, cuya derivada F r es continua 
en [a; b], y si C es la gráfica de y = F(x) t x£ [o; 6 ], entonces la superfície S 
generada al girar C alrededor dei eje x licne un área A y 


conveniente recordar la fórmula (36) cn la forma 


;T» ja sección anterior la fórmula (30) sugirió la fórmula (32), y 
!* (37); proporciona un nuevo resultado si la curva C se da mediante 
P aram ® tr ica, que se establece en el teorema 7, dado sin demo? 

feorema, 7.: Si una curta C tienc 


una reprcscnlación paramétrica 

* = c(t), y = //(*), <€(!*;/:] 


I 

s 
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4M/APUCAC10NLS - mlil . 

A * * rc " n ^ 

ai girar C alrededor dei eje x cs 

A zz 2v t^iiwvifrwr + i^*- ( 

1 I «r 4 fira jJr y3 == 4* entre los puntos 
Bjemplo 1. Sea C U pwtc * a 8 rf icie de revolución generada al 
A( 1.2) y B(4,4). Encuentre el area de P 

, G s» ;<5 ?vvir - —— u 

(35) tenemos _. 

4 = j‘ 2» • 2 Ví VI + (V*) d * 

* J= 4.j'ví+Tí«=**?t- + '> , ' , T; 

Ari 

^ -21 (5*/* — 2* /J ). 

3 

KJemplo 2. Encuentre el área de U superfície de ^ dc reeolución 
SS Th. — - par.fcuUr, consl- 


f = t(*.y) ly = 


entoncea 


n») = Ví ^ 1 y = 


. Ya que F'{x) no está definida en 


StMt podemos usar (39) , ^ 

A = 2a f »sen4 * 

* 0 

6 < 4 = 2wa’f o Scn«d t = 2-’[--«‘]> W - 

templo 3. U curva '<m - U ««- de la «cuacián ^ : 

*» + **'• = a ’ rt , ú 

.... En d eiemp lo 3 de la Sec. 8.6 encontramos k longitu ; 

ae lUma hipoddúide. En el ejempw 
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de la raitad de la curva cuando a qs 1. Encuentre el área de la superfície de 
revolución formada cuando la parte de la hipocicloide con ecuación (40) que está 
arriba dei eje x gira alrededor dei mismo. 

Solución. Supongamos que una función F = {(*,)') \ y = F{x)} se deter¬ 
mina implicitamente por (-10), encontramos por difcrcnciación implícita que F'(x) 
= dy/dx =— {y us /x l ' s ). Ya que F{x) no está definida para x = 0, F' no es 
continua cn [— a; a], y no podemos usar el teorema 6 . Por tanto buscaremos una 
representación paramétrica de la curva, y dcl cjcmplo 3 de la Sec. 8.6 observamos 
que 

x = G(l) = a cos 5 1, y = //(t) = a sen* I, *€[0;*] (41) 


es una representación paramétrica. Ya que C y II' son continuas y y > 0 en 
[Q;*r] podemos usar (39) para encontrar 


Vços* t sen* t = cos / sen t para / 6 [0; 7t/ 2] ; 
para t £ [ir/2; »]. Por tanto la ecuación (42) 


jero V cos* t sen* t = —coa t sen í 
se transforma 


12 xa* 


.. Si un sistema de coordenadas polares se superpone sobre un sistema do 
coordenadas rcctangularca como se describió en la Sec. 8 . 6 , con C como la grá¬ 
fica* de r = F(0), 0 € [a; /?J, donde F es una función tal que F' es continua 
eri [«;£], la fórmula (39) para el área dc la superfície de revolución generada 
• al girar C alrededor de la línea con ecuación 0 = 0 es 


; .Se puede observar que la fórmula (39) se puede obtener mecanicamente de 
fórmula (37) reemplazando x por G{t) y por H(t) en la representación pa- 
metrica de la curva C. Este tipo de sustitución en una integral de la forma 

V.fay) dx ó j V(x, y) dy producc una integral en términos de un parâmetro l 

v ®^da bajo ciertas condiciones. Estas se expresan a continuación. 
^Supongamos que la9 integrales 


onemos que C no corta a la línea con ecuación 5 = 0, 


4S2/APUCACIONES ADICIONALES 

j‘t Hx,y)dx y \V(x,y)iy 

-*». »<*>> 7 n ?i:Li:lrzz ST*!? tSJJTií 

a St: i LTJ=tt— h -1 <M>- 

U representación paramétr.cs 

* = C(i). 7 = HM’ 

, >1 C' y «' »on continua» en [íti«.] en,on “ 5 

j'ü(* 7 )*= ^Ü[CW.HW]«? ( ‘)* 


^ K(*,y)áy= ^ 


K[C(0. »(*)]» W *■ 


f » f|< u ,,(V(ArWí* puedcn calcular rcemplazando 

Esto es las integrale. \U(x,y)dxc] ¥(%, 7) *7 P 

** por CU). r p° r " W; . 

’ J X por CM dl, d 7 por *W * 

rámctro. ^ 

- 5 = 1 ‘. 

se pucdc cxpresar como 

A = ] yá*. 

donde y = F(*)- La parte de la ^ qw t ='2 "entonces esta parte 

punto .4(1,0) donde t - 0 y P (,t€r0;2). La» condiciones para una 

tiene U represenlación * _ 1 + r. 7 
susttlución se satisfacen. por tanto 


entonces 


—BI-”- 
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Ejemplo 5. Sea C la parte de la elipse con ecuación (**/o a ) + (y*/í> 1 ) = 1 
donde y > 0. Encucntre el volumen dei sólido de revolución generado al girar 
alrededor dei eje x, la región limitada por C y el eje x. 

Solución. Sabemos por la Sec. 5.9 que el volumen V dei sólido de revolución 


V = ir J fdx 

donde (x t y) € {(*,y) | («•/o 1 + (y B /6 a ) = 1,*€ [■ 
tiene la representación paramétrica * = a sen í, y = 
tonccs 

V = v\ y 3 dx = 7rf 6 a COS* t(o C09 t dt) 


conseaiencia 


Fl*. 8.45 

EJERCICIOS 


En cada uno dc los ejercicios dei I al 10 se dan una ecuación y dos 
jnintos. En cada eierdeio encuentre el área de la superfície de revoludóa gene- 
rada al girar alrededor dei eje x la parte de la gráfica de la ecuación que una 
gjkdos puntos dados. 

p. J l. 9y ± x 9 ; (0,0), (2, %). 

fef *’ + y* = 4.*>0.y>0s (1> VJ), (2,0). Swgerencia. L. parte dei 
&m£uíò que une a los dos puntos tiene Ia representación paramétrica x — 2 sen L 
fe 2 bos í,'í € [tt/ 6 ; tt/ 2 ]• 

iíM- rl 2*í (4, V§), (12, 2V6). 
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^ r-fi-xrto^ *■ “ *■ üene la 

representación paramétrica * - • 1 

5 . y = sen»; (0,0), (»,0). 

6 . y = Í(e* + «-)!(- 1 ' L S 1 )’( 1, ^ _ )' 

7. 5y = *»;(0,0),(3,9). 

8 . , = 4 -*“; (- 2 . 0 ), ( 2 , 0 ). 

9. y — 9 — * B ; (0,9), (3,0)- 

» r » - * SfiSw-S"** - ^ 

r4« sstóJH *; £.»„.. *.<■ *■ «■ 

superfície de revolución. , . — ♦» v = í*. El arco que 

13. Una curva tiene dei eje % Encuentre el área 

une loa puntos donde t - v J 1 - * Ê 

de la superfície de revolucion. j , = t, y = t\ El arco que 

14. Una curva ej .1 Encuentre cl área 

une loa puntoa donde t - u y * - * 6 

- , w.-- u - - 

t s sfí-<c 

F ‘ B '17 ?> Encuentre «1 vo.un.cn UM* * revolución gcner.do al girar U 
región dei ejercicio 16 alrededor dei e,e *- x - a ,tc 6, y = b 

-A -SfÃr. iSK?rrd 4 r^ -■ 

* k ít— fc -Jrt íi^JSr^tr^^n 1 £ 

dedor dei eje * U region dei primer w y = 6 tan 0, el eje x y la 

hipérboU con ecuacioncs paramétricas *-«»**, J 

* lV,i s-tfysvr; £.*»£ 

>jsr i e iWísB/Sí «ri; 

polar. 


A 
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W* 8.44 

Suponga que la curva C 
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, . c « ? ta. «- “ * * 

,1 ângulo que la g® 8-44 ). valor ab50 \ u , 0 de esta 

i* 2 - * w). Represen 

razón .e Uama curvatura d« la curv 
uren. 0 » curvatura r = ^ = ^ (j) 

Sl «€ fc*U - “ be *" a * T/% (44) 

„ = arc,an^ = -cun-. 

tenemos que d |(X — D.s. 

Pero p |5 = V5f+"y? ^ 

Se deduce que Dt<x 

*•“*«5* 

Per (44) encontramos _ xçft^ZÜZl- . < 45) 

D '“= rTwT^y **• * +y ‘ 

En consecuencia 


i«.v»—n«üL 

k -'T^+W 7 - 


a abe que a^O, entonces 
Si para l€l*ií*d ** “ D H 


a = |—arctan—- 


esle ca S o 0 pueaeser T /2 P ar.^n í .€ l ^l-^ 

Note que en este caso a p 


X r íí »i^ = i^=^-- 

D.«=-rn^T‘ r** ‘ ' 

,-- _ _"íí v (43), obtenemos 

Si usant^e reaun.de. = 

lí — —; • • •' 


ZiffZSni “ ‘*1 

algún Í4 £ * **3* 


I 


- a >rji< TSSÍ Spí-i 
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Solución . (a) En este caso 


Al usar (46) obtenemos 


como la curvatura en cualquier punto donde t £ [ 0 ; 2 »]. 

( 6 ) En t — 0, obtenemos K = ab/b % — a/b 9 . Además, para t = 0 encontra¬ 
mos x = a, y = 0, a = tt/ 2. Entonces A = o/b* es la curvatura en un extremo 
dei eje mayor de la elipse. 

: (o) En t = jt/2, obtenemos A = ab/a 3 = b/à 1 . Además, para t = v/2 en¬ 
contramos x = 0, y — b, a = 0. Entonces K = b/a* es I& curvatura en un extremo 
dcl eje menor. 

Para una línea recta a es constante, en consecuencia D,a = 0, y K = 0; esto 
es, la curvatura de una recta es cero. 

Para el círculo de radio a con representación paramétrica 


tenemos 


Circulo de curvatura 
deCaP\ 


( 


y 

< 

í 

( 

( 

t 

t 

< 

( 

( 

( 

( 
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Por (46) obtcnemos 


la* s en» t + <*»* <L = i 

K ” (o ! 6en a X + a‘cos‘í; ,n a 


' ta cunauira de ua círculo cs cons.cuuc. y en ««.Jquier pun.o d= la circua-' 
fercncia, la corvalur. « içual al «<ápr«« dcl ™ Mro . Q radio de 

SMB — de C en P; 


0 centro de curvatur» d. C * f ‘ 

«MFrS-S cnrvatunf de C en i> «» ei circlo ccn centro en 

Q y radio P. 

Ejemplo 2. Para la gráiica C de * = CW = * * = * (t) = * , , 

jlt rrsü: í í- a — * t 

dibuje el círculo de curvatura en cate punto. 

Solución. (•)•** “ tc cas0 i 

• *i = i, «»« = °» y* = í’ y “ = 4 • 

Al auatituir cn (46) obtenemos ^ ^ ^ 16 

K = ^/i*nsTT = ~ti»-4-16)» /T * 


y*» = 3- 


(6) Par® 4 = 4, encontramos que * — 4, y 2, 


16 

(32) ^ 


1 

8^2 • 


K = —= 8V2=£=11-31- 

* 


, . D (h fel aaociado con ci punto P x ( 4, 2) es un punto 

El centro de curvatura Q x {h, *) a ^» c ‘ a . V_ ciôn * + y = 6, como cl 

dc la normal a C en P, Esta normal Uene unid adcs 

lector p-ede verificar. H centro de curva,nr. <?,(M> 
dc Pj en cl lado côncavo de la curva O. , 

Ya eme está sobre la normal t coemos que h + k - b 
r Z Qs»* a una diatancia de sVã de (4.2). — que 

(fc_4)» + (* — 2)* = 128. 

Roendo estas doa ecuacionea para (M) «a, rolucione. 

L ( Sul£'(-4.10) eatá en «1 Uo edncavo de la curva C. entoncea <?. « «> 
punto (—4,10). 
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La gráfica de C y la gráfica dei círculo de curvatura en (4, 2) se muestran 
en la Fig. 8.46. 

Algunas veces es conveniente tener fórmulas para las coordenadas dei centro 
de curvatura en términos de las coordenadas dd punto en donde se calcula la 
curvatura, o cn términos dei parâmetro t. 

Supongamos que la curvatura C tiene la representación paramétrica 

* = *, y = H(x), (48) 


Parábola 


Círculo de curvatura 

/"de Cai*! 


esto es, aupongamos, que C es la gráfica de la función 

ffe tf = {Uy)|y = tf(*)}. 

Entonces 

*• = 1» *« = 0» y- = tf'(*), Jrm = tf"(*) 

y de la fórmula (46) tenemos que la curvatura K de Ia curva t 
P(x,y) cs 

llfe r - \B”M\ 


Supongamos que la curvatura K de C en P(x,y) existe y es diferente de 
^esto es tf"(x) =^0. Sea a el ângulo definido al principio de esta sección 



«OMPUCAC.OXES A D .CO* A ^ _ q „ e „ mue3lrl en U 

j M Ç(A, k) el centro de curvatura de C en . 

FÍB ’ 847 *"(*> > 0 . H'(x)>0. x>h. y<k. 

cntonccs 0 < a < rr/2. D*4— QN y PM perpendicul.re. al + 

7£np = a. De U Fifr 8.47 vemo» que 

A = 0 /V = OM-SP = *-«“ no - 
k = NQ = MP + SQ = r + Rco ' ,a - 
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Como tan a — ü'(x) y 0 < « < x/2, tenemos 

//'(*)_ 


sen a = 


t+Fw? 


COS a — 


T+TF<*1 


> o | H "(*)1 = «"(.*)■ En e!,e 0,50 (50) SC tranS_ 

Para este caso como H {*) ^ u » I 1 

forroa en m + [/f (*))•}»* 

Rzz - WTx) 


v R en las cxpresiones dadas para 
S snstituimos los valores de seno, coso, y 
h v k. obteneinos 

A = ^t + ^tpxs r 1, (5 | 

Note que si 


* = CiCt). r = c » (t) 
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es una representación paramétrica de la curva C, entonccs 


Sabemos que x, ^ 0, puesto que a =jí= t/2. Sustituyendo esta» expresiones para 
H'(x) y H"{x) en (51), obtenemos 


h = x -™ZHL. k = y + (52) 

xtyu—ytxtt *ijtt — 7 i*m 

Aunque hemos obtenido las fórmulas (52) para el caso en que H"{x) > 0 
y //'(*) > 0, so puede demostrar que estas fórmulas se verifican ai C tiene la 
representación paramétrica x = G{t),y =: H{t) t sujeta a las condiciones estable- 
cidas al principio de esta sección. 

Cuando un punto P(G{t),H(t) ) se mueve a lo largo de la curva C, el centro 
de curvatura K(h, k) se mueve a lo largo de una segunda curva que se llama la 
evoluta de C. Usando 


podemos expresar h y k como en (52) en términos de t y obtener una represen¬ 
tación paramétrica de la evoluta de C. 

Ejemplo 8 (o). Encuentre una representación paramétrica de la evoluta 
de la curva C que tiene la representación paramétrica x = L,y = £í a . ( 6 ) Gra¬ 
fique C y su evoluta en un mismo sistema de coordenadas, (c) Use su resultado 
para encontrar el centro de curvatura correspondiente al punto de C donde t = 4. 

SduciÓTu (a) En este caso 


Si sustituimos x,y, x t , y t , y,, en la fórmula (52) obtenemos 

Wmk -, (</4)[i + (tyi6)]. . i, x i[n 


( 6 ) La gráfica dc C y su evoluta se muestran en la Fig. 8.48. 

(c) Para / = 4, x = 4, y = 2. Al usar las fórmulas que expresan a h y k 
e encontramos en (a), o sea 


Ja que para / = 4, A = —4 y Ar = 10. Note que estos resultados están de 
erdo con los obtenidos en el ejemplo 2 ( 6 ). 
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% jg 

EJEBCICIOS 

En «d» uno do lo» en^puntó 

r c 

i *;r don d d« n í= r * 

8 . x — &>7 __ A__lw Pv es el punto donde t • nUc iô n par »*1 

t U uno de k. *Í^ C “ " d8 ' ^ 

— c ?^s&íis c ^*— 1 

^5. * = 2 ‘.y = 2 ‘’- 1 ;. 8. ,=.c<*fcr = «■•?*• 


-Í£?i tfWSÇ £ü: . 


; ( í+ «ne),k = -<-( 1 - co ‘ 

transforroacioncs fc = y —2o, 0 = 0 — *. 

A — A **» 
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la representación paramétrica de la evoluta dc la cicloide es 

X = a(6'— •en*'). y = <x(l — cos*'). 

La representación anterior es dc una cicloide; demuestre que la evoluta de una 
cicloide es una cicloide, los círculos generatrices de las cicloides tienen el mis- 
mo radio. 

12. Use la fórmula (49) para encontrar la curvatura K de la gráfica de 
2ay = x a en (x, y). £ En qué punto de esta gráfica la curvatura es máxima? 

13. Demuestre que una ecuación de la evoluta de Ia gráfica de x = L 
y.= 2x , / a es4 a = * 7 (À — 2 )». 

14. Demuestre que el radio de curvatura R de la cicloide con representación 
paramétrica * = a{0 — sen $),y = c(l — cos 6), $ Ç [0; 2ít] es R = 4a|sen}*|. 
iPara qué valores dc 0 el valor dc R cs máximo? 

16. ;Cuál es el valor de la curvatura en un punto dc inflexión de una 
curva? £Por qué? 

i » 16. Encucntrc el punto dc Ia gráfica de y =e* donde la curvatura K es 
máxima. Halle este valor máximo. 

En cada uno de los ejercicios dei 17 al 20 encuentre el radio dc curvatura 
7 el centro de curvatura de la curva C cn el punto Construya las gráficas de C 
y dei-círculo de curvatura en el misrao sistema de coordenadas. 

W* 17 - r = aen x, P, (%rr t — 1) . 18. y = e-, P t (0,1). 

| |i9. yrr*» —6* + 16,j> x (3,7). 20. y = ? t (0 f 1). 

; i ; curva de una vía de ferrocarril tiene la forma de la gráfica de 

y - Con ouó razón cambia un carro sobre esta vía su dirección, cuando 
pasa (a) por el punto ( 2 ,%); ( 6 ) el punto ( 1 ; %). 

8.9 Fórmula do Taylor con resíduo para F(x). Recordando el teorema 
dpi Valor Medio para Derivadas de la aección 3.10 observamos que el teorema 8 
j.es una variante dei mismo. 

I Teorema 8 . Suponhamos que F = {(x t y) \ y = F(x)} es una función 
Jcondnua en d intervalo cerrado [a; 6 ] y que F'{x) existe en el intervalo abierto 
i(a; 6 ) entonees existe un número e tal que a<e <x y 

. F(x) = F(a) + (* — a)F'(c), *€ (a; 6 ]. (53) 

esla • ccci ^n encontramos conveniente representar la n-ésiraa derivada de 
|ípr F (u) i esto es F (,) (*) representa la n-ésima derivada de F(x) con respecto a 
(vea la Sec. 3.4), y si F = {(x t y) \y = P(x)}, entonees F™(x) = D^y. 
d?-Estamos interesados en una extensión dei teorema 8 bajo la hipótesis de que 
ra un entero n > l ,/* 00 es continua en el intervalo cerrado [a; 6 ] y F ( "* x) (x) 
te en el intervalo abierto (a; b). Note que si F< n> es continua en [o; ò] en- 
« Cada una de las derivadas F li) para i = 1, 2, 3,...» n — 1 es continua en 
TmVéa cl teorema 1 de Ia Sec. 3.2: Si F es derivable en Xq, entonees F es 
lua en **.) 

^ extensión dei teorema dei valor medio para derivadas proporciona una 
imadjjn polinomial de cualquier F(x) que satisfaga Ias condiciones esta- 
!®r Por cjexnplo, veremos que 

€* = 1 + x + + ••• + + /?•.,(*). (54) 



M4/AMJCACIONES ADICIONARES 


En particular 


,.i + .+í+T + i +aí(,,)l 


^ 0 < * < 1- Por wnl0 ’ P ‘ ra * 6 [<>i 1] ’ 

“ h —£ —f 

..í^rsrH=s “•*— ■»—• ’ ■ 

* r=.UÜ£^■■— 
, w=w+ ¥<—> + ^ ( — ,,+ ' 


Demottraâón: Tf» J. «* “ > ■“ ^ ^ ^ 

podemos «ptesar en U sigu.enU íorm. (56) 

ZZZS2ZZ * • ■— ***•■ 

r"W>* ’ 


F !»)(*) = 

De estas ecnaciones obtenemos 


n(n — 1 ) ( n 2 ) • • ■ 3' 2 C”' 


v_oi , ... rt«>(a) = «’• c «» 

«.)— rM«*» ' F 

en consecoencia 1 , 

£ . :=f(a) ,e 1 =r(a),c=^r(. ) . c .= 1 r f '" w ’- íC ’ » ! ' 

En este caso se d ice que (55) es e icsarroUo en potencu» 

»*—** iesnio 5 Z 7 t- «.+«.-d-+*■-»•• I 

_" J 3 ^ + 2 *-5 se ha desanoHado « POtencU, d«: 
decimo* que F(*) - * 
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Teorema 10. Si F = {(*.y) |y = F(*)} W una función tal que F< n) {a) 

existe y si P 0 = {{x,y) \ y = P n (x)} es una función polimonial de grado n que 
P n (a) = F(a), P.M(a) = F«>(a), i = 1, 2, 3, • • •, n, 

enlonces 

/*.(*) = F(«) +í^(*_a) +^1 (* — «)= + •••+ ^r^-(*—«)*• 

(57) 

Llamaremos al polinomio P n (x) dado por (57) polinomio de Taylor de 
.. grado n de F(x) en a. 

Ejemplo 1. Verifique que 

p.(*)=i+*+lr+ãr+---+£- 

es el polinomio dc Taylor dc grado n de F{x) = e* en 0. 

■ .4 Solución. En este caso 

F(x) = e% F(x) = **, f"(x) = e*. •--,/«•>(*) = *■; 

F(0) =1, r(0) =1, F"(0) = 1, • • •, F lm} (0) =1. 

Si austituimos estos valore» en (57) obtenemos el resultado deseado. 

•í Ejemplo 2. Encuentre el polinomio de Taylor de grado n de F(x) = sen x 
C," eri */ 6 .: 


4: Solución. En este caso 
F{x) = sen x 




i“(*) = cos* = sen(* + j) . 



r'(x) = 


F”'t~\ — 


F"’{x) — —cos * 


= aen (* + ») , F" = — - ; 

= Kn (, + Ç), 



F1 .. W= sen(* + f) . F-(i) = «„(g + f). 
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Si aplicamos (57) obtencmos 


= i + T (*-i) + T? (-í)‘ + ^ 


r v nrr 

i6 + 2 , 


! m)- 


*~z S22--&Z2 aríiíf 

r.sesst r *& - 

Dcbemos esperar que F(*0 P " . ( , j, , = f (*) y la de r = P « W • 

d punto (o. f (»)) - pendientó que 1 » de y = /« - 

además la gráfica de y - P -< ' u „ nd j en tfs en el punto (o,Ft«) 1 > or 

r pumo mm y AW p- : ^ 

r b , rú f(..»(») existe eu (o; b), podemos eu- 
Si f<*> e» continua en [«, 6J 7 “ m p a „ * € («*í “ a <? 

centrar una expresión para Í...W -ando *6 (<*, Oj 

a número deBrddo por (59) 

par. determinar <? lideraremos la W* C '****' 

C(x) =F(*) —P. (*) — (*— o) Q ' . 

Como el poUnomio 

íAíüí^-^raLtjíiKSÁr 

CS continua cn [a; «. (Ven el teorema 10 < 1 ' d ^~ ya J nle , entonC es A + * 
son continuas en los que CW = 0. T «f 

es continua en el .nterv.loSr nS,.)& tcorema df RoUo (Se e. 3.11) « 

por (59) y (60) J- CW^ que ^c un número c ta. que 
aplicable a G en [a; *»], y <» nci 


Además 


G'( Cl ) = 0 donde a < Ci < *i- 

c'(«) =rw- F-t*) =°- 


r. - “»™ * “ * C '" * *” T 

que existe un número c» tal que 

ç" (ct) = 0 donde a < c 9 < ©i« 

EL razonamiento se puede repetir ya ^ 

G" (a) =rw- = 0 ’ 
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y /■"(*) existe en (a;c x ). Entonces concluimos qae existe un número c» tal que 

G"'(c,) = 0 donde a < c s < Cj. 

continuando de esta mancra cstableceremos la existência dc un conjunto de nú¬ 
meros 

Cl, Cj, c 3 , • • •, c„ r 

tales que 

i, C'(c x ) = 0, C"(c,) = 0, <T'M = 0, • • •, C<->(cn) = 0, G<-”(z) = 0 

donde 

a < 2 < c„ < ••• < c, < c, < c a < Xi. 

La conclusión qae nos interesa es que existe un número z tal que 

ç(»*i)( x ) = q donde a < z < Xi. ( 61 ) 

Por (60) encontramos que G <IM 1 , G0 está dado por 

C**i (x) = /•<"♦*» (*) — (n + 1 )! Q. 


Gomo una consecuencia de esta última igualdad y la conclusión (61) tenemos 

Q = ( -- q. jj ; d ondc o<z<Xl 
Sustituyendo este valor de Q en (59) obtenemos 

UJ' /•<*>)— p .(* 1 )=(«r—a)- i g^ ,, 1 y ,., 

y en consecuencia 

j§»»;; = F(*,) — />.(*,) = ^JJT (*■ — °)"' 1 

;5 donde a < 2 < x t . 

[{Dc este resultado se deduce que si x£(a; 6 ], existe un número z tal que 

a<z<xy 

““ x € (*'* ò b 

! P° r (57) sc ve que ? w (o) = F(a ); por tanto, se deduce de (58) que 
íft«*i(*) = 0 para x = a. 

Hemos establecido la siguiente generalización dei teorema 8 . 

fr Teorema 11. Si F = {(x, y) \ y = F(x)) es una junción con la propiedad 
"de que nes un entero F in} es continua en el intervalo cerrado [a; 6 ] y si F ,,,+,, (x) 
íífkk en lntcrva *° abierto (a; 6 ), entonces para x [a; ò] existe un número z 

a < z < * y 

IEi=rr«i4.í£)r«_„i ^ .r.W /- __ ^*W /_ 
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dond « !(x —a)"*' P ara *^ a; 

h.mW = (TT+TJT 

u .,»■'« («- 

d resíduo es d * ra f° v ec« k- 1 .»— "^“ 1 . 

(n + 1) n fUcoentenientc « 1W *£*"•* J„ , unci 6n F = 

^ dada coroo «o d ''ai Jêno! o ^ • •« 

S 2 ÍI -.>»-£*??££??* 5 * .1 - —^ 

pucdiu calcular cuando ae p-h) . «.múnmente no se puede cdcular 

dente dei término de gr ^ 0 » + \n + Ij 

«* >• s- -tsr i ^s.'’«*»^Híisrfís 

orrolMo «n potências de <* . . (r/6) por U 

olo3 . DesarroüeFW—" ^ n “” ae * ^ 

i6 ”” u i T ”S“ SÍT» «»«"-. ■* k«5 

obtencmos n + 1 \ 

( . i+i.V y r°(0 =«* n ( s+ 2 j 

f <"->»(*) =senl*+ 2 J X 

ult.do y lo* resultados dei ejemplo 2 , obtenemos 
Al usar este resultado y los *V . 

_i + v3/ -jyK*-?)— s ) 

sen*- 2 + 2 \ 6 / ’ , 

senfU/ 6 ) ^ + Kn * x(,) ‘ 

+-TH V / 


donde 


R.«(*) 


^ffy/.-ír. i o< 

=—irTflT\ ^ 


F<«> es continua en Re; 

■ deaarroUo W - jJJjfUÜi ^ (6.) es 

Ü («) “ nx pa,a 


r 
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gamos * = 31 tt/ 180, esto es usemos (64) para encontrar el valor aproximado 
de sen 31°. Por (64) obtenemos 

„„ 3i* i , Vã * 1 / * V VI f * y , 

sen31 =«n I 8Õ=2 + —I8 õ~4VI1õJ “12-ÍTSõj + 

, sen [(y/ 6 ) + »(*/2)] / » /31tt\ 


Como |sen u| < 1, dcducimos que 


Si tomamos n = 4, entonces 


< 0 . 000 , 000 , 000,01 


sen 31° = 0.515038075, este valor es correcto al menos hasta la novena cifra 
decimal. 

El residuo R«. t (x) representa el error cometido cuando el polinomio P«(*) 
se usa para aproximar F(x) para cualquier valor permitido de *. En algunos 
caso» es posible para un valor dado x x de * escoger aynde tal manera que si 
a < z < *j entonces el valor absoluto de R**,(*x) es menor que un "error permi¬ 
tido" o un número positivo especificado t. Supongamos que existe un número po 
íitivo M tal que |F ( " +,, U)| < M. Entonces por (63) 


í podemos escoger n de tal manera que 


(n + 1 )! 11 1 ^ ’ 

ijónces P.(xi) aproxima F(x x ) de tal manera que 

|P.(*i) — F(*x)| < «. 

Sdecir que Pn(*x) difiere de P(*x) por una cantidad menor que c. 

IS Si en la fórmula de Taylor con residuo tomamos a = 0, obtenemos 

p, ; F(*) = F(0 + #*(0)* + + •• • + ^r 1 *" + 


( 

( 

( 

( 

/ 

( 
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( 

( 5 
( 

( ) 
( * 
< 
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( 

< 

í / 
( 

( ' 
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donde 


n <r i < *, 

«••*(*) =7a+W ’ 


y „ _ a ( 68 ) 

*„•,(*) = 0 . P 0t * “ 

u ***(«) - to-^- 

.£!»;«■ tx. *«-?> 

* - —-• Jd -■“” “ to 

expresado en términos de z. 


Ejemplo 4. Desarrolle F(») =<* en polencU. de * por U *-* de 
Maclaurin con residuo. 

Soluciin. Por el ejcmplo 1 y dei hecho de V* 

/*(•♦ i>(*)=:e% y F<** ,, W—*» 

obtenemos 


«* = 1 + * + J + ff + - + £ + R " Áx) ’ 

donde , . 

n 0<x<*. 

«n*l (*) - ( n + l)T 

(Mk 5. U» V» *— — “ - 1 * ' " 

ejemplo 4, calo cs u»e el polinomio 

P.(») = l + *+ 2 T + 3r + 4T’ 

par » calcular «• * y dí d error «Mimado en «Me cálculo. 

SoUción. Por el ejcmplo 4, tenemos 

a-= 1 + * + ^-+ |r + |r + (* > • 

donde 


Para x €[0; 1] 

y en consecuencia 
En particular, 


*.<•)=#*• 0<,<I - 
1 < e* < e> !<«■<«> 

j<jw-)< 4* * et0;1] - 



<«.( 0 . 2 ) 


< e 


(Q2V 
120 ‘ 
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(0.2 ) 5 _ 0.00032 0.00008 . ^ „ , , . 

C0m0 | 2 Ó ~ ~ —’ 12 Ò — ~ —3 - y 6 < d, dcducimos que 


0.00008 


< «,( 0 . 2 ) < 0.00008: 


Sustituyendo tencraos 


P.(02) = 1 + 0.2 + = 1.2214 exactamenle 

2 O 24 


En conclusión, se tiene 


e°- a =b 1.2214 


con un error menor que 0.00008 y mayor que 


0.00008 


Ejemplo 6 . Desarrolle F[x) = coe* en potências de x por la fórmula de 
Maclaurin con resíduo. 

Solucíón, En este caso 


F{x) = cosx 


F'(x) = 


= “*(*+!)• 


F(0) =1; 

r( 0) =0; 


F"{x) = — coa* = cos (x + 7 r), F"(0) = —1; 

r”lx) = sen * = cos (x + , F"( 0 ) = 0 ; 


ff») (a*) = cos ^* + j[ t F‘">( 0 ) = cos 

F<»^> (*) = COS Çx + <z) = COS (z + 7T^ . 


?> Al sustituir estos valores en (67) y ( 68 ) obtenerao 9 


gl -fr + jr-fr + - + + *-■(«> <»> 


donde 


(»+D!- r; 


«.«(*) =- . t v I - 0 < z < x ; 


Êfc Ejemplo 7.- Use los primeros siete términos [esto es, use Po{x)] en el 
fí^.j desarroüo de cos x en serie de potências por Ia fórmula de Maclaurin con resíduo 
pata calcular cos y dé el error estimado en este cálculo. 
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. . j. I, fórmula de Maclaurin es el 

Soluce Note que el aépnmo x; cnton ces noa reduei- 

cuarlo término diferente de cero en el de»r. 


remos a 


donde 


c,=i_fJ + £-5r +R ' w 


. COS (z + %*) 

RA*) =-71 

Como |cosu|<l. tenemos que #T 

|Rt(*)|<tT 


0< z <*• 


Por tanto. 


U) T 

|R,(è)l<TT = 


“ 645,120 1 


de modo que lRt(è)l < 0.000,002. 

„ , . , . fí._íl ; tenemos que 

Si P.(») =*—T + 4 6 

ay ,d )•_(!_ 


, 11) ■ , w_'jil-i 0.877,5825. 

P.(è)=l—V + "5T 720 

Concluímos que i = 0.877,582 

con un error menor que 0.000002. ^ en [o; 6] 

Al obtener la fórmula de ^[‘^ZnZones la fórmula para F W 
y que /■<—’(*) «istia en (o; 6), b») Si po t el contrario, supone- 

es 'válida para *€ [-;*]. J» en (6;.) «• P-esc 

moa que ea continua en (k.«)jT^ vtn[ica para F(x ) cu.ndo * € [»: “1- 
similar demuestra que la t6r ” u £ del Icsid uo (63) se verifica cuando x < r 

esto es cuando b < *< “• V fórmula de Taylor en potência de * — « P“» 

< o. En ronsecuencia se puede usar la torm , r c; <n donde las hipo- 

F(.) siendo .€ [.* <H. » ="0.de J qn . . < . < * 6 

tesis referentes a f'" y * fórmula de Taylor si x, £ [c; d] para apro- 

x < z < o. Esto es, se puede usar , de Maclaurin para aproximar 

ximar FM; M = » podemos u«r U formu^^ ^ ^ ^ F ,.i „ 

Regrando .Jos cfcmplos 3. j. 7 ^ ^ ^ desarrollo, son válido* par» 
:"; n rÍ„ T n„ómeVulquea < r < * 6 * 

pl0 e^r: 1 : 0 ^. J j 

Soíocmn. En este caso 

e .=i + *+£+£+jr +Rl( * ) * I 


R. (*) = 5!"^ 


*<z<0. 


donde 
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Para x € [—1; 0], tenemos que e~ l < «• < 1 y por tanto e _1 < e* < 1. En con- 
secuencia. 


En particular, 




(- 0 . 2 ) 


-= — 0.000,002,66, concluímos que 

3 

|R«(—0.2) | < 0.000,002,66. 


0.04 0.008 . 0.0016 


PA— 0.2) = 1 — 0.2 + 


0.81873. 


Resumicndo tenemos que 


^•*==0.81873 


correcto hasta la quinta cifra decimal 


EJER CICIOS 


; , En cada uno de los ejercicios del 1 al 4 desarrolle F(x) en potências de x 
por Ia fórmula de Maclaurin para el valor de n especificado. 

|| $t F(x) = sen x, a = 5. 2. F(x) = , n = 4. 

{$»_• 8. f (*) = ln (x + 1), n = 5. 4. f(*) = (1 + *)>/•,n = S. 

í; ca< ^ a uno de lo* ejercicios del 5 al 8 desarrolle F(x) en potências de 
a por la fórmula de Taylor para los valores de a y n especificados. 

^(*) = \nx; a = 1, n = 5. 

)0. 6. F(x) = arctan *; a = 1, n = 3. 

|| "yp* R(*j = cos x; a = x/2, n = 3. 8. F(x) = Vx; a = 9, n = 2. 

jfe*v 9. Use el resultado del ejercicio 5 para calcular ln 1.2 y dé el error esti¬ 
mado, en este cálculo. 

JjpEà los ejereicios 10 y 11 verifique cl desarrollo dado en potências de * por Ia 
ramiM«de Maclaurin. 
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** . £ + ...+<-U”‘T 

n . M1+ „=.- T , * 

££ rr»sSr.“S“ si-í 0 » 

MCZ 1 L,, -—• -—- * *— 

«"££-. s. h.»».=>»- *r'V"*-“T ..., 

e = 1 + 1 + + 7T + 4! + S! + 6! + ’ ■ _ ^ /{n+ \jl < 3/{n+l) 

^ CdCU,#r CM(W3) 

~ ^iírJSÍ « ejercicio 8, ^ «— V® T « - - 

- ixs-v-n* *« = * - — " *- 8 - ia I6rmda d ; 

Wo ; 6) u. . u i— - w--- * 5 con un errot que ,10 ex l‘ 

d ° T Use U fórmula de ^ 

« *** , ‘ W "* 

0 < 20? W Desarrolle F(») = «« * “ *’ 8,enCÍ “ ^ ^ " 

> “ria^r-r£r -*—— 1 * - 

esúmación dei error «n este calculo. 

EJBRCICIOS ADXdONAI.ES AL CAPITULO 


1. Do, hombre. A , B iT/V^' VJ^~ “ 

tf £ £ SSL V3E-* — cl,os cuand0 "" ‘ J 

a 12 km de 0? 


FORMULA DE TAl’LOR/455 


3. Una curva C tienc la reprcscntación paramétrica x = P — l,y = i a — 4, 

tÇ Re. 

(а) £ Determina esta represcntación paramétrica una función? Dé razones. 

(б) Encuentre x h y t y la pendiente m t de la tangente C cn cualquicr punto 
donde t=£ 0. 

(c) Encuentre una ecuación de la tangente a C cn cl punto donde t = 1, j 
una ecuación de la normal a C cn este punto. 

(d) Elimine í de x = p — 1, y = t *— 4 para obtener una ecuación en 
* y y de C. 

• («) Grafique C. Sobre uti misrao sistema de coordenadas grafique la tangente 

y la normal determinados en (c). 

4. En cada uno de los siguientes casos determine x,, y l9 x tt , ytt y D|(y t /x f ). 

(a) x = 2í a , y = 3 — t; (b) x = 2/ — 3, y = P + 2. 

5. ^Cuál de las representaciones paramétricas dei ejercicio 4 determina una 
función F = {(*,y) | y = F(x)}7 En el caao de que sea función dc D.y y D“y. 

6. Si a = 3i — 5j y b = 6i — 2 j, escriba en la forma c t i 4- cj donde 
Ci y c a son números realea, a — b, a 4- 2b y 4a — 3b. 

7. Un punto P(x,y) sc mucvc sobre una curva C dc tal manera que su 
vector de posición en un tiempo l es R = xi 4- yj = (2 4- 3r 4- í 3 )i 4- ( t 1 — 30 j. 
Encuentre el vector acelcración A de P en un tiempo l. 

En los ejercicio» dei 8 al 11 sc da el vector de posición R en un tiempo / de un 
punto P(x,y) que se mueve sobre una curva C. En cada caso encuentre (a) el 
vector velocidad V y el vector aceleración A en un tiempo t\ (b) el vector velo- 
cidad y vector aceleración A en el punto P t que corresponde al valor de / dado. 
Determine también en este punto |V] y |A|. 

? 8. R = (20 i + < a j; 1 = 1. 9. R = í 3 i 4- (20 j; t = 2. 

.10. R = (2 cosOi 4- (sen t)j; t = w/4. 

ÍCH 11. R = (2 sen Oi + (ooa 2 í)j; í = »/4. 

12. (a) Encuentre los punto» de intersección de la Curva C x con ecuación 
r = 1— cos0 y la curva C 3 con ecuación r = 1 4- cos 9. 

.(fr) Grafique C x y C t en un mismo sistema de coordenadas. 

18* («) Encuentre los punto» de intersección de la Curva C x con ecuación 
>r==2cos0 y la curva C a con ecuación r = 2(1 — costf). 
l : j (b) Grafique C x y C 2 cn un mismo sistema de coordenadas. 

E ™' l^;. Sea R x la región limitada por la gráfica r 1 = 4 cos 20 y sea R t la 
n limitada por la gráfica de r* = 4 sen 20. Si R = R t n R it encuentre el 
de la región R. 

15. Sea Ri la región limitada por Ia gráfica de r = 10 cos 0, y sea R t la 
n limitada por la gráfica de r = 10 sen $. Si r = R x O R t , encuentre el 
de Ia región R. 

16. Encuentre el área de la parte de la región limitada por la gráfica de 
2 sen 20 que está fuera dei circulo con ecuación r = 1. 

fô’n/^ Cntr * la l0ngilu<i dc ,a « ráfic4 dc F = {(*»y) \y = lncosx, 

18. Encuentre la longitud de la parte de la gráfica de y = 2x — x 1 aue 
dei eje x. H 

Encuentre la longitud (en forma de radical y en forma decimal) de la 
||Mica de F = {(*,y) | y = x £ [—1; 8]}. 
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20. Encena to !•■«*"»*''^fdíu P «to ^r^cosfl que está 

ZL Encuentre la longitud de P 

{oCT , dei circdo con eeu.clán r - 2. ^ (M) „ (lt .) P t. d«- 

to- * U * = 6-ft 

y = ^ «f STVSÍ giraTededor dei eje *■ &>"» el ares de la super > 

las gráficas de C y cl círculo de curv ^ y - un * P*(ir/4, D. __ 

S KS P ÍÍ U to curvatura de to *»* - = 

“ ' « ecuaciín de la evoluta de to grá.lca * - " «* ■ 

y " aí Uae loa cuatro primeroa { ^^* d ^°, < S’ u rS* (vM^iercicio 10 de la 
SU"5S)"»Sr33Í'i*ãl T a* una estimación dei error en este câlcu . 


r 



Geometria 

analítica tridimensional 


Lá.base de la geometria analítica en cl plano (esto es, en dos dimensiones) es Ia 
correspondência biunívoca entre los miembros dei conjunto de parejas ordenadas 
de numeros reales y los puntos dei plano coordenado. En forma similar se intro- 
duce un sistema de coordenadas en tres dimensiones; de tal manera que hay una 
correspondência biunívoca entre los raiembros dei conjunto de tríadas ordenadas 
de números reales y los puntos de un espado tridimensional, 
j Definiremos una triada ordenada, paro la cual usaremos el símbolo (a, 6, c), 
'«*Jnp un par ordenado en el cual la primera componente es, a su vez, un par 
ordenado;* esto es: 

(o, 6, c) = ((a, 6), c) ( 1 ) 

^Usando ( 1 ) y la definición de iguaidad de dos pares ordenados, podemos 
demostrar que dos tríadas ordenadas (o,6,c) y (d,e,/) son iguales si y sólo si 
a =zd, b = e, y c — j. Para establecer una correspondendo entre los miembros 
un conjunto de triadas ordenadas de números reales y los puntos de un espacio 
tridimensional, construimos un sistema de coordenadas de la forma siguiente. 
Tómese un plano en el cual hay un sistema de coordenadas rentangulares y por 
el orígen de este sistema de coordenadas trácese una recta dirigida perpendicular 
:di plano dado. La Iínea recta construida, junto con las líneas coordenadas en el 
plano, forman un sistema rectangular de coordenadas de tres dimensiones. 
Las tres líneas se llamarán ejes de coordenadas y al punto de intersección se 
le llamará el origen. Los ejes son generalmente identificados por letras y hablare- 
mos frecuentemente dei eje X t dei eje Y y dei eje Z. En la figura 9.1 Ia dirección 

í Una n-ada ordenada (a. 


a*) se define en forais similar. 
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ÉHS 


I ísi z * «r ££ 

Consideres* ceda uno de estos punto. Ü. Vy * ^ ^ 

slonaJes, o suplemente l«s coordenadas d. P. De «U~» 

da punto dei espacio tridimensional una tnada ordenada _ f[e . uerle n,en- 

p(Zy„ *,) representará “el punto P eon coordenadas *,.y> y-. 7 frecuenlem 

te Uamaremos dicho punto “el punto *.) • 

Inversamente, a la «riada ordenada de números reales y, r, J •£« 

mos e. punto que es la interseocidn de tre, planos 7^^' ( Q , 0) y el 
el punto (iu 0, 0), el segundo perpendicular <d c,e Y en el punto (0,y„V) T 

-Turssr-' Süí.'--- - —— 
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. P4<-2.1, -4) 

Fig. 9.3 

’ •- —- -*• * 
Para dibujar un sistema de coordenadas tridimensional» cn una hoja de pa¬ 
to™ ”7 ra cn las Fi 7 91 - 9 2 y 9-3, representaremos ei eje ¥ por 
)' : nca la cual forma un angulo xOy de 120°, y l a unidad de longitud en el 

»2 Ü m fL qq “ ""““t ^ " mda<! dC l0n * ltud U63da •» '1 5* X y cn 

'£2 l‘S 3 ’ S J- *(5-3.5), Pi (—3,2, 4) 
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Recordemos de la Secc. 1.2 que el producto cartesiano V X U de dos con- 

juntos dados V y V es d conjunto de lod.s las p.reja. ordenadas cuyss primeras 

componentes son mtembros de V y cuyas segundas componentes son raiembros de 
U. Esto es: 

(*»y) €VXU *<-> x£V y U. 

El conjunto de todos los pares ordenados de números reales es el producto car¬ 
tesiano Re XRe, y el conjunto de todas Ias triadaa ordenadas de números realcs 
es el conjunto cartesiano (Re X Re) X Re. 
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un plano si y sólo si el plano bisecta 
Los puntos (o, b , c) y (-—<*> *>, c) 
los puntos (a,b,c) y (a,— b,c) son 
.puntos (a, b , c) y (a, b, —c) son 

Haremos uso frccuente dei hecho de que 
diagonal dc un paralelepípedo rectangular es 
de las longitudes de sus tres aristas- 

d> = a* + fc* + c> 

que el estudiante debe verificar con « 
este resultado para probar cl siguiente 


:cto al plano YZ; 
al plano XZ; los 

simétricos respecto al plano XY . .... 

el cuadrado de la longitud de la 
igual a la suma de los cuadiados 
Refiriéndonos a la Fig. 9.4 tenemos 

( 2 ) 

ayuda dei Teorema de Pitágoras. Usaremos 
« Teorema: 


Teorema 1. Lo dista nefo |P,P.| P““» P ' {x " y " z,) 7 T 

está dada por _ 

|p,p,| = >/(*,—*.)’+ (r.—r>) ,+ 

alelepípedo son: 


U " a corrcs P° n dcncia biunivoca entre los raiembros dei producto 
cartesiano Re X Re y los puntos en el plano, identificaremos Re X Re con cl es- 
^ao Jndiraensional y lo llamaremos simplemente espaclo-2. En forma similar 
jjg|rtmcarernos (Re X Re) X Re con el espacio tridimensional y lo llamaremos 
^implemente espacio-3*. 

Èt: X? qUe Una lriadft or denada de números reales es un par ordenado cuyo 
lÍ™ r C< v n ^° n j nte CS Un par ordenado de números reales y cuya segunda 

Coma, \.identificar dI conjunto de letradas ordenadas de números reales 
l p# 0 >SnrionaI U dunensionea e identificar el conjunto de n-ada, ordenadas con cl L 


Fig. 9.5 las longitudes de ias anu» 

|P,Q| = |* f —*i|, l<? R l 

y usando (2) tendremoa: 

IPiP.i* = l*>—*»l* • 

0 (*. — *.)• 
y ( 3 ) se sigue de la última igualdad. 

Como ejemplo, consideraremos la distancia entre los puntos 
y p.(_3,—4, 3). ApUcando (3) tene mos: 

|p pi _ V(—3+2)*+ (—l —3)‘ + O + lT« = Vl + 4 
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componente es un número real, nosotros podemos considerar un conjunto de tría¬ 
das ordenadas como una relación cuyo dominio es un subconjunto de Ke X K«, 
y cuyo rango cs un subconjunto de Re. Llamaremos a tal relacron una relación 

en el espacio-3. 

Por analogia con el concepto de una relación en el espacio-2 (ver Secc. 1.2), 
la gráfica de una relación en el espacio-3 ac define como cl conjunto G de 
puntos, tales que: 

P(a,b,c) € G «-► ( 0 , 6 ,c) € R, 


Sca 5* una proposición en las 3 variables x,y, y r, y sea el universo de 
los variables Ke. Además supóngase que cuando reemplazamos * por cualquier 
miembro de Re y 7 por cualquier miembro de Ke, y r por cualquier m.embro de 
Re, obtenemos un predicado que es verdadero o falso. Una toada ordenada de nú¬ 
meros rcales («,6,c), que tiene la propiedad de que S„, a verdadero turn o 
* se rcempleza por o, y por 6, y * por c se dice que satistace S m . Los símbolos 

l) ISav*} 

representou “el conjunto de todas Ias triadas ordenadas de números 
satisfaccn 5„.” y a este conjunto se le llama el conjunto solucuin de la proposi- 
ción S„. Por tanto, el conjunto {(***) | S.„) es una relación en el espac.o-3 y 

decimo» que 

, R = { (X, y, 2) | Ssy,} 

e» la relación en el espacio-3 determinada por la proposición Sn*- 
Por ejemplo: 

R=[{x,y, 1 ) \x> + y' + ** = 9 ) 

es una relación en el espacio-3 determinada por U proposición x 3 + f +*= 9 *; 
Algunos miembros de esta relación son (0,0,3), (2,2,1), ( 1, , '* y , 

( \\ minto P(2,2,1) pertcnece a la gráfica de R porque (2,2,1) €R. De 

la fórmula de la distancia (3) se deduce que la gráfica de R es una esfera coo ; , 

centro en el origcn y de radio 3. , , , ; 

Definimos la gráfica de una proposicion S ru , como la grafica de la 
ción determinada por dicha proposición; esto es, U gráfica de S«w « UgràtM: 
de {(*,r, i) I sj). Por ejemplo. la gráfica de ,» + ,«-** = 16 es la grafi¬ 
ca de {(*. y. z) | ** + 7 3 — = 16), y la gráfica de 6* + 4y > * « la graf 

d ° ^ para' ilustrar Te^utiíidad de la notación de conjunto al describir relaciones y 
gráficas, consideremos loa siguientes conjuntos y sus gráficas: 

S, = {*[* = 3), É 

& = ((*,y) |* = 3). | 

S, = {(*.y>*) |* = 3)- ! 

Cada conjunto se describc por la proposición * = 3. pero 5, es un con)unto dt 
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numeros reales, S 8 es un conjunto de parejas ordenadas de números reales, y S, 
es un conjunto dc triadas ordenadas dc números reales. 

La gráfica de S x es un punto en la línea recta coordenada, la gráfica de S z 
es una recta cn el espacio -2 perpendicular al eje * en el punto ( 3 , 0 ); la gráfica 
de 5, es un plano en cl espacio-3 perpendicular al eje * en el punto (3, 0, 0)-. En 
forma similar vemos que Ia gráfica de R x = {(*,y) | **.+ y* = 4 } es una curva 
en el espacio- 2 , el círculo con centro en ( 0 , 0 ) y con radio 2 , y que la gráfica de 
Rt - {(x, y, r) | %' + y* = 4} es una supcrficic cn el espacio-3 (el cilindro circu¬ 
lar que pasa a través dei círculo descrito y perpendicular al plano xy). 

V Muchos de los resultados de la geometria analítica plana se generaliza a la 
geometria dei espacio-3. Por ejemplo, consideremos la recta que pasa a través de 
loa puntos dados P x (x x ,y u z x ) y />*(**, y a , z a ), y sca P(* 3 ,y 3 ,z 3 ) otro punto 


> <J Podemos expresar las coordenadas y, y Zj cn términos de l y de las 
.Coordenadas de P x y P 2 ? Usando la Fig 9.5 como guia, tracemos un plano a tra- 
véi-.dè P, perpendicular al eje ar, y sea 5 cl punto en el cual dicho plano inter- 
cepta a la recta que pasa por P x y Q. Los triângulos rectángulos P X SP y P x QP t 
son seraejantes; por tanto, P X S/P X Q = P x P/P x P t . Ya que P^S = x , — x u 

W? = ** — y = tPiP* vemos que (x 3 — x,) = í(x, — x x ) t ó 
x t — x x + t(x 2 — x x ). En igual forma podemos demostrar que: 

y» = 7i + <(y 3 — yx) y x, = s x + !(**— z t ). 

g' El número t sc designa como Ia razón en la cual el punto P divide al seg¬ 
mento de recta de P x a P 7 . Hemos demostrado el siguiente teorema. 

:. . Teorema 2. Si P(x 3 , y 3 , z») divide al segmento de línea recta de P x {x Xt y„ z,) 
? P t(xi, y 3 , z 3 ) en la razón t, entonces: 

+ «(*. —*x), y, = yi + t(y 2 — y x ), z , = Zl + *(*.— s x ). (4) 
& Si P es el punto medio dei segmento P X P 7 , entonces PJ> = y 
_ *t + *t . .. . Xt + y* X» + z% 


Ln la geometria analítica plana se demuestra que la gráfica 
M* x ^‘ +■ (y — yi) 3 = r»} es un círculo con centro i 
!.? io r- En forma similar podemos demostrar (por el uso dei teo« 

P tífica de la relación 

lf-f li***) I (x — x x y + (y — y x y + (r—.* x )* = r* 
m una esfera con centro P(%i,y x ,z x ) y radio r. En otras palabras, 
|. ( x x i) 2 + (y—yx)* + (z — z x )' = r* 

^ “ ecuadón dc la esfera con centro P(Xi,y lf z x ) y radio r. 




464/GEOMETRIA ANALÍTICA 


Eiemplo 1. Encuentre 1. ecuación de U esfera para la cual el aegmen.o que 

. p ( o O _1) Y fM4,5,—3) €3 un diâmetro. 

Une *L£ *Usabias fóUlas (5) encon.ramo, quedai cen.ro de la esfera e, 

. C(l, 4, -2), por U (3) q« el radio de 1. esfera es VlT y por la (6) vemos que 

(* —1)* + (y —4)* + (* + 2 )* - 11 

es la ecrmción de una esfera. Notamos que x* + y* + .> — 2* — 8y + 4z + 

10 = 0 es también una ecuación de la esfera. 

rn-i- a. a-T" u nxfê “u 

que tienc la propiedad e que para ca a P eB 58 , Demuestre que el 

dé ias distancias de r a4(3, 0, I) J v 
conjunto C es una «fera y encuentre su centro y radio. 

Solución. Sabemos que 

P{x.y,')<LC ++ \PA\‘ + \PB\' = 58. 

Por tanto, 

P(«, y,,) € c «-*- (*- ,)i + ( ^®? , + + ( ^r 4 5 * +(« + »)* = 58 ' 

„ P(*.y.*) ~ ^ +y . + r*-8x-4y + 2r + l-0 

o f(**.)€C ^ (,_4)’+<jr-l>*+ €.+ «■ = *• ' 7) 

Si comparamos (7) y (6) vemos que C es la esfera con centro (4.2,-1) y r»- 
dio vtõ ó 2Vs. 

EJEBCICIOS 

1 . Gr.fiqiK «f - 

T.Wa a"íi.” tí.ría D. <-* -*• ->• 

l5, Vi Ji 3 ™* i- '■ >“ 4 -í 

l;) £JM; VapS. v: m wu»-''” y_,. 
i. e, «d. ...ti- .*•»«* i .frui ív J ' 

w e-íJ- 1 % íS.í.%, ffl . 

à o- acvsáj? 55 
ai'« »— ” 

O, 6. y c. dé las coordenadas de los demas vertices. 

5. Calcule la distancia del punto («. *.«) *• (á) gj c ; c 

(a) El origen, ( ) «3 *' _ Q } « el plano xy, décimos qu«; 

6. Ya que la grafica de {(*, y, *)' I .ínación dei plano yx? iCuál 

al plano y* J pasando a través dei P un- 

10 (—5,0,0)? 
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7. Note que la gráfica de {(x, y> z) | y = 0 y z = 0} « el eje x. Haga 
una descripción similar para la relación cuya gráfica es el eje y y otro para el 

eje m-. ... 

8 . Si A = {1, 2, 3), grafique A X A y (A X A) X A. 

9. óCuál es Ia gráfica de cada una de las siguient« relacion« en el es- 
pacio-3? 

(o) {(*, y, z) | x = 4), ( 6 ) {( x,y,z) | y = 5}, (c) {(*,y,z) | z = —2). 

10. £Cuál es Ia gráfica dc cada una de las siguient« relacionra en el es* 
pacio-3? 

W (fl){Uy,z)]x = 3yy?4), (b) {(x, y, z) | * = —5 y z = 2), 

4 gM l(x,y,z) |y= 5 y z =2). 

7 /V •Encuentre cl punto P que divide el segmento de recta de /\ a P t en una 
razón í. 

. (a) /\(5, 2 , 2 ), P t {8 , 5, 4 ), í = i; 

:; ( 6 ) Pi(s, 2 , 2 ), /M8,5, 4), í = J; 

^(0)^(5. 2, 2), P 1 ( 8 , 5,4), < = %; 

ftd.— 1. 1 ), ^(2,-3, 2), t = —J. 

12- Encuentre el punto medio dei segmento que une los dos puntos dados. 
%\iW P i(—4, 8, 6), P,(6,-4,— 2)5 
:%(6)P,(5,-9,7),P l (l,5,-9); 

1 .—3,—5). P t ( 7,9,—11); 

| ; } (<í) P t (—2,-4,8), Pj(—4»8,12). 

. 13. Encuentre la ecuación dei conjunto de puntos G. que tiene la propiedad 

cada punto de C es equidistante a P x (8, 5,4) y P,(5, 2, 2). 

.14. Demuestre que los puntos (1, 3, 5), (—2, —2, 9) y (—1, —3, 7) son los 
- .vértices de un triângulo rectángulo. 

15. (a) Encuentre el perímetro dei triângulo con vértices P t (3, 1, 2). 
£?»( —1,5,—4), y Pj(5,—3,6). 

V (5) Encuentre la longitud de cada una de las medianas dei triângulo an¬ 
terior. 

16. Escriba la ecuación dei conjunto de puntos G con la propiedad de que 
•veada punto de G está a una distancia 5 dei eje z. 

'>:., - : '-: : 17. Diga cuáles de Ias siguientes ecuaciones representan una «fera; dé el 
centro y el radio. 

fc : '%y ** + y* + ** + 8* — 10z + 5 = 0, 

W.r (W ■** + f + 2 a + 2x + 14y — 10z + 94 = 0, 

% ; (c) x» + y 2 + z*— 18z = 0. 

v 18. Encuentre la ecuación de una esfera uno de cuyos diâmetros es el seg- 
, mento determinado Dor (4,8,—6) y (2,—2,4). 

P> >.-19. Encuentre la ecuación dei conjunto de puntos G, con la propiedad de que 
íepara cada punto P £ G, la disUncia entre P y ,4(5, 4.0) « dos veces la distan- 

Wê*** p y ^(—^ 3 ,4). 

iÀDenmestre que G « una esfera y calcule su centro y su radio. 

.20. Para x > 0, y ^ 0, y z > 0, grafique las siguientes relaciones, 
g. f : : (a) R, = {(x, y, z) | x* + y* + 2 * = 25}, 

BájKM jRi = { (x, y, z) I x» + y* + z J = 25 y z = 0), 

m S c) R * = ((* y. *) I + y* + ** = 25 y «= 3 }, 

IfpiSW) R * — {(*» y, *) | x z + y 3 + 2 a = 25 y z = 4). 





) 
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9.2 Ângulos directores, cosenos directores y números directores. 

Si U y l. son do, linea, dirigidas que se interaptan en el punlo P, * 9 

formado por dicha, recta, « tonta como cl ângulo formado por la, scm.rrccta 

positivas; ver Fig. 9.6. Note que 0 < 0 < 



FI*. 9.6 

Si las dos lineas dirigidas t, )' ít »» st ioterceptan. construya una recta M, 
que pase por el origen, paralela y con la ttmma direcc.on de £, y una rec a 
M, que también pasc por el, P««lda y con la m*ma d.r.ccon kU, * *-«J> 
formado por las Une» rectas tyi.se tom. como el angulo formado por Ui 

teCU, Si^e/una recta dirigida, loa ângulos directores o, p, y de L son los 
ângulo, entre L y el eje * el eje y y «1 eje a respectiv.mente, y co, a. coa p, 
Y cos V son los cosenos directores de L (ver Fig. 9.7). , , 

La, líneas recta, paralela, y con igual dtrección Uene los ángu os 

directores y por tanto los mismos cosenos directores. St «, /3, y y S 

".cs de L v y L, es paralela a U pero con dirección opuesta, entonce, los 


( 0 , 0 , c) 


tm 




|P(«, b, c) 


(a. 0, 0) 


Wmmmmm 


<0. b, 0) 


Fig- 9.1 



ÂNGULOS, COS. V NUMS. DIRECTORES/467 

ângulos directores de U serán ^-/l. y n-y, y por ,a„,o los coaeno, 

.directores de L x seran los negativos dc los cosenos directores de L x . 

- Si L cs una recta no dirigida, podemos dirigiria en dos direcciones. Para 
cada una de estas habrá un conjunto de ângulos directores, si estos conjuntos son 

ÍF-f l O V” ** * n0la T S qUC “a = - - «i. A = v - fc, y , = „ - yx 

Uig. 9.8). vemos que una iínea recta no dirigida tiene dos conjuntos de cosenos 
<Urectores; un conjunto está formado por los negativos de los elementos dei otro. 


pife 

g||!| 

çppàll 
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de modo que d = 21. De (9) vemos que 
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De «St* igualdades se deduce que: 

cos* a + cos 2 P + cos a y 


-■ El estudiante puede verificar que estos valores satisfacen a la igualdad (8). 

Ejemplo 2. Si para una recta L r a = 60° y p = 45°, calcule los valores 
posibles de y. 

, Solución. Mediante el uso de (8) tenemos: 

cos* 60° + cos* 45° + cos* y = 1 

o aea i + i + cos* y = 1. Por tanto, cos* y = 1 _ y C os y = ±: De donde 
y puede ser 60° ó 120°. 

XSi una Iínea recta dirigida L tiene cosenos directores cos o, cos (3 , cos y, en- 
tonccs existen tres números reales l, m, n con la propiedad de que 

I = k cos a, m =z k cos n = A cos y - (10) 

para algún número positivo real A, que se llaman números directores de L. Si L 
í* una recta no dirigida, entonces k puede ser cualquier número real diferente de 0. 
■!; Si un número real k diferente de 0 para el cual se verifica (10), décimos 
que los números l, m. n son respectivamente proporcionales a loa números cos a. 
cos /ff, cos y. 

Si l, m y n son los números directores de una linea recta L (dirigida o no di¬ 
rigida), entonces por (10) 

iMfã- f* + m* -f n* = A* (cos* a + C09*/8+ cos* y), 

la cual por (8) se transforma en: 

ÉKd f* + m 7 + n 3 = A*. 

.Esto es 

jy. • ■■■■;•■ - • 

k = VP + m ! + n> (11) 


o equivalente a: ^ „ + cos . p + coa> y = 1 

Hemos demostrado el siguiente resultado. 


IX cs una recta dirigida, y 

k = ± Vf* + m* + n 

i L cs no dirigida. 

| Si combinamos (10), (11), y (12) tenemos 
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Si L e, una Uno recta dirigida, unicamente las fórmulas (13) son válidas; Si L 
es no dirigida, (13) ó (W) son válidas. 

Ejemplo 3. Los número, 6, 2, -3 son los números direclores de una recta 

dirigida L. Calcule los cosenos direclores de L. - _ „ 

Soinció*. Aqui ! = 6, m = 2,n = -3 y V36 + 4 + 9 _ 7. 

Usando (13) tcnemos ^5 —y «x»® 0 coscnos directores de L 

Ejemplo 4. Los números -1. 3, -2 son los números direclores de una U- 

- sitt í + w = p “vLo aà, r tu»~ 

« que el conjunto y£, ^ T d -Junto ^ *» 

ambos conjuntos dc coscnos directores de L. » • 

De la fórmula (9) y de la definición de numeros directores, tenemos 

guiente teorema. 

Teorema 5. Si P,(*. y„ *>) y *.<** *) dU,in ‘ 03 

una recta L, entonces 

X* — Xj, yi — Vu tt — Zx 
son números directores de L. 

Si f, rn. n, son números directores de una recta dirigida L enlonces pl pm pn, 
para cualquier número real poaitivo p, son lamhién numeros dlrcc, ° r “ ' 

L no dirigida, entonces p puede ser cualquier numero real diferente to coo). P 
tanto, el número de conjuntos de números directorc, de una Une..«*•^ada » 
finito. Sin embargo, si /„ m„ * y l„ m» », son dos conjunlos de numeros dire 
tores, cada conjunlp es proporcional al conjunto de cosenos d,rec “ r **' y j”. . 
misnío los conjuntos son proporcionales enlre si esto cs, «riste un numero real d, 

ferente de cero k para el cual: 

l t = kk, m 2 = km u n t = 

Si ninguno de los números directores es cero, esta, igualdades se pueden cscribir j 

lt = tnz __ 

fx m x ~ n x m I 

Del teorema 5 se deduce ,u. si una recta L p.sa por el origen y 
directores o, 6. c entonces PU-, b. c) estâ tembién en Ia l.nea recta, adernas, M 
recta es dirigida, lo es dei origen al punto P. 

„ :r -íüsí l -?sz zx j 

son iguale, o los negativos de lo, cosenos d.rectores de U &> cualquier caso j 



P" V los úngulos directores de 4, y fi t , y , los de L„ Entonces 


«a — *i» Pi = Pu yi = y x 

= ”■ - 1 — «i» Pi — TT — Pu Yi = n - 

y las rectas son paralelas en ambos casos. 

Ejemplo 5. Demuestre que la recta qae 
^*(4,5,0) y la línea recta L* que pasa por P 9 (l t 3. 
paralelas. 

Solución. Usando el teorema 5 vemos que 4,4 
tores para y que — 1, — 1, 2 son números dirccton 


por tanto, I 09 dos conjuntos dc números directores 
teorema 6 las rectas son paralelas. 


son proporcionales, y por el 


c-n caga uno ae los ejeracios dcl I al 4, calcule los cosenos y ângulos directo- 
io la recta determinada por 0(0, 0,0) y el punto dado P x y dirigida de O 

H|^Í.V2.1) 2. />,(!, _V2, -D 

3. P,( — V2, — 2, V2) 4. P,(VZ,— V 2,-2). 

En cada uno de lo, eiercicios dei 5 al 8, calcule un conjunto de número, y 
io, directore» para la lfnea que pau por lo, dos punto, dado, y dirigida de 

5. Pi(0, 0,0), Pg(2, — 2, 2) 6. /\(l,2,3),i'.(3,0,5) 

7. P,(4,2, —l),P a (5, —1,1) 8. P,(5,— l,2),i>,(6,L0). 
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^Teorema 8. 
respectivamente 


"g *«““——■ 

a,«,o»*-*”“* v, -VI,* íà l.i.^- «>«•'•* 

et eie X y. X^ngulo formt««*£ g ^ ,1 18 calcule un conjunto de coscnos 

15. 2.4, —4. 18- 5, —2.1. . - 

»uTTS.SLWrtTSLi» (6) — 

9.3 Angulo formado por dos ltap Sea í £ “ n 

g idol con c^noa directo- * perder .-*«£ 

cosenos directores cos «. — P,, V p U ntos P, y P. *° bre U * f* ” P ínnq 
t, y t, pasan por * A , >plicar „ tey de toe cos.no* j 

cos 9 = 1 — • (co5 aii cós COS y.) y la» j 

Ya que 10P.I = l 0P “l = X ’Por tanto, 
coordenadas de P. eon .«■?*•. ' + (cos«•Yi»* 

IW = <°“ 01 - C “ . cos , yi) + (cos » + cos* ft + coa* TO 

= (C09 '° ,+ 2(co3 “i cos “> + cos Pi cos /3i + cos yi cos yi) . 

ecuación (8) so deduce que: 

+ cos /Ji cos fiz + cos yi cos yi) • 

o • 1 este resultado en (15) encontramos: 

Susütuyendo ^ ^ = ^ ^ a> + «. 0, cos P , + cos y. - y.- 


• Si Li y Li son no dirigidas recordamos de la definición de ângulo entre rectas 
no dirigidas que 0 ^ 0 ^ ir/2; por tanto, tendremos: 

cos 9 = (cos <* x cos a, + cos 0 X cos 0, + cos y x cos y,|. 

Hemo9 demostrado el siguiente teorema. 


Flg. 9.10 


í V; 1 : Teorema 7. Sean L y y L, rectas dirigidas con ângulos directores a,,- 0, 

gyã -y laj, 0*. y f ; respectivamente y formando un ângulo 0. Entonces: 

Hn%/i 

>•■ ' * .. .1 


COS 6 = COS «, CO* O] + C08 0 X COS 0 t + COS y, COS y*. 

|u,r Z »2 jo/i líneas no dirigidas, entonces 

cos 0 = |cos « x COS O, + COS 0, COS + cos y, cos y,|. 

. Usando la definición de números directores de uno recta y fórmulas 
{14) podemos establecer de nuevo el teorema 7 como sigue: 


(16) 

(17) 

(13) 


n, -son los números directores de L x y 
y L%, entonces: • 

( 18 ) 
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Si U y L 3 son dirigidas, y 

cos 0 — - 
y 

* Si hyLt son no dirigidas. 


\l,U + ntivij -f 

''iS+^mS - nr V/ 2 - + + n* 3 


Si L, V U *on do* rectas y 9 ei ângulo formado por ellas, entonces U es 
perpendicular a L, si y *ôlo si 9 = x/2 y cos9 = 0. Por tanto, como una cons. 
cuencia dei teorema 8 tenemos cl teorema 9. 

Teorema 9. Dos Unto rccio, L, j L, coo número, direcUrre, i„ 
y U, m„ n, respecávomenle, ,on perpendiculares si y sólo s, 

l,lt + m ,m, + "s"* = 

Ejemplo 1. Calcule cl coseno dei ângulo formado por b recta que pasa por 
Pl{ 2, 4, 0) y P.(0,0,4) dirigida de P, a P, y la línea que pasa por P,(2. - 1.- 
I) y PA 2, 2, 3) dirigida dc P% a P 4 . , , 

,SS.S.ÍVTC=l'£S“*í5l-a fc -ü 

(13) tenemos: 

coa 9 = (- %) (0) + <- %) i.%) + <%> <%> ='- %* + *• = % »- 

Ejemplo 2. Demuestre que la línea U con números directores 1, —6.5 
la linea /., con número* directores 8, 3, 2 son perpendiculares. 

Sólución. Aqui 

1,1, + mm. + n,n. = (1) (8) + (-6) (3) + (5) (2) = 8 - 18 + 10 = 0. 

Por el teorema 9 son líneas perpendiculares. 

Ejemplo 3. La recta L, tiene números directores 4, - 1, — 7^® 
úmeros directores 3,-2,1. Encuentr, un conjunto d. numero, directores 

recu L la cual es perpendicular a h y U- 

Sólución. Sean /. m. a un conjunto de números d.rectores de L Entonc 

por el teorema 9 sabemos que: 

4 1 — m — 7 n = 0 

3! — 2m + n — 0. 

Al resolver el sistema para 1 y m en función de n, obleneroo, 

1 = 3», m = 5n. 

Cualquier conjunto 1, nr, n que satisfaga el sistema anterior «^números dü£ 

to 3,5,1. 


r 
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EJERCICIOS 

En cada ano de los ejercicios dei 1 al 4, calcule el coseno dei ângulo que forma 
la línea determinada por P x y P z con la determinada por />, y P t . , Cuáles dc 
eBtas lincas son perpendiculares y cuáles paralelas? 

L Pi(3,1,4),P t (l,—3, — 1); P,(4,2, —1),P,(S, —1,1). 

2. p 1 (0,0,0).p,(2 1 — 2,2); 2, 3), P,(3,0,5). 

3. Pi(l, 2, 3), P t (3,0, 5); P,(5, — 1,2),P.(6,1,0). 

i- P,(3. 1, 4),/’ J (l, — 3,-1) ; P, (2,3,0), P, (1,4,2). 

5 - Demuestre que la recta determinada por P,(— 1,6, — 2) y P,(l, 4,— 
— 6*4| perpendicular a la Iinea recta determinada por P,(7,— 5,6) y P,(5, 

6/ 6 w De T"í" que . 1 “ ires rectas cuyos cosenos directores son %,%,%; 
/r* 77» %; rr, — %,%; son perpendiculares entre sí. 

' cada un0 àe J os ejercicios dei 7 al 10. se da un conjunto d* números direc¬ 
tores para L, y L*. Determine cuando L x y I, son paralelas o perpendiculares; si 
no Io son, calcule el coseno dei ângulo entre las dos rectas no dirigidas. 

1B* í* :4 ’ 3 ’ 1; ^=3,— 2,0. 8. Z,*: 2, — 3,4; Z*:-4,6,-8. 

f;: 9 - 5,1,-/5; £ 2 : 2,8, 3. 10. Z, t : 1,2,—3; I,: —2, 3,-1. 

En cada uno de los ejercicios dcl 11 al 14, se da un conjunto de números 
directores para las rectas L x y L Encuentre un conjunto de números directores 
para Ia recta la cual es perpendicular a L x y L+. 

0 11. Z. x :2, 3,— 1; 1, — 4>2. 12. Za:4s—1,1; Z 3 : 1, 2, — 2. 

: - ;i3. L x : 2, 2,1; L x :2,l,2. 14, Z*: 2,-3, 5; Z*:4,l,— 1/ 

15. ; Por el uso de números directores, demuestre que d triângulo con vértices 
Pi(7, 3, 4), Pj(l, 0, 6) y P 3 (4, 5, —2) es un triângulo rectángulo. 

16. Calcule ó. P x P t P 3 en el triângulo dei ejercicio 15. 


W Un punto P distinto de P x está en el plano descrito en (i), si y sólo si 
la línea a través de P y P x es perpendicular a L. 

W- Llaraaremos a la recta L la normal al plano en P t . 

J.. . Siendo G un plano, supóngase que la línea recta L con números directores 
M>,c es normal a C en el punto P x {x x ,y u z x ) (Fig. 9.11). Si P{x* r%t z t ) es 
Hialquier punto distinto de P x , sabemos de (ii) que 

P (**> r*.«») € C (Ia línea P X P) ± L. 

^or ^ tcorcma 5 sabemos que la recta P X P tiene números directores x, — 
m?*#'*^* y tcorema ^ se deduce que 

& íDa línea P,P) U a{x.—x,) + b{r, — y,) + c(z,—x.)= 0- 
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no son todos ceros, es una ecuación de primer grado en x, y, y z. Por tanto, el si- 
guiente teorema ei vcrdadero. 
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Si P{* 2 , y*y **) coincide con 7i» -») » cntonccs 

a{x * —*i) + 6(y, — n) + c ^ a ’ 
Por tanto, se deduce que 

) <= c -«->• o(*t—*1) + 


Teorema 11. 7od« plano es la gráfica de una ecuación de primer grado 
La inversa dei teorema 11 es tambicn cierta. 


P{* z, Ta» 2 * 

en otras palabras, 

P(^y„*.)€C (*..y. 


Teorema 12. La gráfica G de la ecuación 

ax + by + cz + dzz 0, (22) 

esto es y la gráfica de la relación 

R = {(x,y,z) I ax + by + cz + d = 0), 

donde a, b y c no son todos ceros, es un plano perpendicular a la recta con números 
directores <r, b y c. 

Demostración. Sea (x„ y x >z x ) una tríada ordenada para la cual ax* + by x + 
+ d = 0. Entonces restando axi + by x + cz x + d de cada miembro de la 
ecuación (22) obtenemos ax — ax x + by — by l + cz — cx x = 0, la cual es equi- 
• valente a (22); por tanto, 

| ' R - {(*»r»*) |«(*— *») + Hj —y») + c{z — z x ) = 0). 

Ahora bien, por el teorema 10 sabemos que la gráfica de esta relación es el pla¬ 
no C, cuya normal en P{x x ,y x ,z x ) tiene números directores a,b,c, con lo que 
completamos la demostración. 

Por ejemplo, 5x + 3y— 2z 4- 15 = 0 es la ecuación de un plano, que tiene 
la propicdad de que cualquier normal a él tiene números directores 5, 3, —2. 
La ecuación z = 4 es Ia ecuación de un plano perpendicular a cualquier recta 
con números directores 0, 0, 1; por tanto, este plano es perpendicular al eje x, 
paralelo al plano xy y pasa por el punto P(0,0,4). Cada plano paralelo al plano 
xy tiene una ecuación de forma z = k, donde k es una constante. Cada plano pa¬ 
ralelo al plano xz tiene una ecuación de forma y = k, y cada plano paralelo 
âl yt tiene una ecuación de forma * = k. La ecuación dei plano xy es x = 0; la 
ecuación dei plano xz es y = 0, y la ecuación dei plano yx ca * = 0. 

Si un conjunto de puntos G contiene un punto P en el eje x la coordenada x 
de F sc llama la intersección x dc G ; esto es, un número A: es la intersección x de 
9» 0) € G. La intersección y y la intersección z de G se definen en 
forma seraejante. 

«1 caso de que un plano tenga intersecciones x y y z diferentes de cero, 
las intersecciones son útiles para localizar el plano e indicar su gráfica en el sis- 
! .tema dc coordenadas. La recta de intersección de un plano G con d plano xy pasa 
por los puntos J\(*o, 0, 0) y P*(0, yo, 0) donde *o es la intersección x y y 0 es la 
^ intersección y de G. En forma semejante, la línea recta de intersección de un plano 
fG con el plano yz pasa por P«(0, y* 0) y P t (0, 0, r 0 ) donde z 0 es la intersección 
vj^rde G; la recta de intersección de G y el plano xz pasa por P x (xo, 0, 0) y 

s&kmU). 


En otras palabras 


ecuación dei plano G. 


Obsérvese que (21) puede escribirse en la forma . ,, 

‘ ax + by + «+ d r 0>/ " - 
j _ /jtr. 4- bvt + cz,). Una ecuación de forma en 
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Las líneas da imersección da u„ plano C y I» plano» coo,danado, ,a llan,an 1 
Ia» iraras da C an lo» plano» respectivos. 

Ejemplo 1. Encuentra las intersecciones dal plano qua es la grafica dc. 

{<*,**) I 2» + 3r + fe=12)- (23) 

Indique la gráfica an un sistema da coordenadas dibujando la» .raras dal plano 
en cada uno de los planos coordenados. 

Sohción. La imersección * de la gráfica da (23) as cl numero *. para 

CUa '' 2*. + 3(0) + 4(0) =12, 2*o = 12, *■ = 6 ‘ 

En forma análoga, puede comprobarsa que la in.cmecciôn y as 4 y la in.arsecaión 

5 “ L gráfica pas. por lo, punto, P,(6, 0, 0). P,( 0, 4, 0) y P.(0, 0, 3). Esto» 
punto^y las traras £ la gráfica en los planos coordenado, se mues.ran an 

r ‘ 8 ' Rebordamos da la Sec. 1.1 que la imersección de los conjunto, A y B, re- 








presentada por A H B, es el conjunto, cuyos elemcnt 
po a A y B. Se deduce que si S nz y T^ son dos p: 

{(*> 7> z) | Sry, y T^) = { (x, y, z) | 5 W ) 

Ejemplo 2. Indique la gráfica de la relación: 

I 2x + 3y + 4i = 12 
Solución. Según (24) podemos escribir: 

= {(*,y, z) | 2x + 3y -f 4z = 12} O { 
De donde resulta que la gráfica de R , es l a inte 
** = •{(** r. z) I 2x + 3y + 4z =: 12) y /?, = (, 
£° r el ejemplo 1 que Ia gráfica de R, es el plano P X P, 
La grafica de /?, es el plano xy. Por tanto Ia gráfica 
sección dei plano P Z P,P Z y d p U no xy . 

Ejemplo 3. Describa la gráfica de Ia relación 
■V‘;fc R * - {(*. y» *) I 2* + 3y + 4: = 12 y 10* 
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Soluciôn. Sabemos por (24.) que R * ***** 

S:;íír;2l^íí=’ s “>- 

Y. k encortrft en «1 «iemplo l r/b -1 pUno 

■ fc - *■ F “ 

««“ L se rauestra en la F.g. 9.13. Mtí deter mm.d. por 

ta isrr-í ^ - «*■^“ remos M “ 

idea con más detalle en U sigoiente seccón. 

es perpendicular a la recta determmad. por Pi(3, )T __ _ (-S) = 7 , | 

, c ipor k r * -— 

normal al plano. Entonce» por d teorema 10 tenemo. ^ 

1(* — 3) +7(r+ 5) +J ( * — 1) - 

* + 7y + 3r+29 = ° 
o 

a,* + f>.y + es* + d. - °- 

y nupóngase qu, t, ea una Hnea recta normd al ,U»o con ecu.cldn: 

H ângulo que forman taÍSÍ™ 1os 

(Nólese que 0 < 9 <*/ bj** p or *1 teorema 8, tenemo. 

mrea de U T 1" «* 6 ” * - ‘ ^ + Wi + Cl c, | _ s (25). 

cos * V^Tbtt 

Con d uso de los teoremas 6 y 9 resulta el teorema sigutente. | 

Teorema 13. El piano «o» q 7y + sóh d “ “ ^ 

dicular al pUw co* ecuación <hx + b,y + cs + d, 7 

a x (H + 6i6« + c > c> = °‘ 

pianos son porcos ,i , ^ si «iste un ntimero reoU para ei cuai 


Solución. Sabemos por d teorema 10 que la ecuación deseada tiene la forma 
a (x — 3) + ò(y— 1) *4* c{s — 2) =0. (26) 


Ya que (26) es Ia ecuación dei plano perpendicular a aqud cuya ecuación 
5x + y + 4t z = 9, sabemos por d teorema 13 que 


5a + b + 4c = 0. 


Además, ya que (26) es la ecuación de un plano que contiene d punto /\(3, 4, 4), 
tenemos 

o(3 — 3) '+ 6(4—1) +c(4 —2) =0 

Kp® * 36 + 2c = 0. (28) 

\ Si resolvemos e’ sistema (27) y (28). en función de c, tenemos: 

:?0Í b= — ic* a = — ic. 

Esto es, cualquier tríada ordenada de números que satisface este sistema es un con¬ 
junto de números directores de L. En particular, 2, 2, —3 es uno de tales conjun¬ 
tos y usando estos valores en (26) 

2(x — 3) + 2(y —1)—3(z—2) =0 
jg $0 - 2x -f 2y — 3z — 2 = 0. 

' EJERCICIOS 

. ^°® dei 1 al 4 encuentre las intersecciones dd plano cuya ecua¬ 

ción se da. Use las intersecciones para dibujar las traraa dd plano e indique la 
gráfica en un sistema de coordenadas. 

•B-M* 3x —y+ 4z—12 = 0. 3. 4* + 3y + 2z = 12. 

|;r 1 * + 2y + 3z + 12 = 0. 4. 2* + 3y = 6. 

r . Grafique d plano cuya ecuación es x — y — 2z = 0. Sugerencia: Cons- 

truya las trazas dd plano en los planos xz y xy; dibuje en d primer octante un 
segmento que una a dos puntos ae estas traias para indicar una parte dd plano 
en el primer octante. El primer octante es la parte dd espacio-3 en d cual las 
cçordenadas de cada punto son no-negativas. 

, Encuentre la ecuación dei plano cuyas intersecciones x, y y z son 3, 2 y 

: —1 respectivaraente. 

. :'7* Encuentre la ecuación dei plano que pasa por (5, —2, 7) y es paralelo 
al plano con ecuación 2x + 3y — 2* + 4 = 0. 


j8. Encuentre la ecuación de un plano que contenga al punto (1,_3, 2) y 

.sea perpendicular a Ia recta que une los puntos (0, 0, 3) y (1, —3, —^4). 
fc 9. . .Encuentre la ecuación dei plano que pasa por los puntos (2, 0, 1) 
2) y sea perpendicular al plano 3x + y — z = 0. Grafique d plano 'cuya 
tcuacion ha encontrado. 

$■ Encuentre la ecuación dei plano que pasa por los tres puntos (3. 3. 0). 
%—S, 4) y (0, 6, 0). 

, jj. Encuentre Ia ecuación de un plano que pase por d punto (7, 0, 3) y 

perpendicular a cada uno de los planos con ecuacioncs 2x _4y + 3z = 0 

gfe+;l2y + 2 = 14. 
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12. Encuentro U ccu.ción dei P Uno que pa» porjh-»» -2, 1, 3) y ~ 

- 

brU i r , E« rp^Hle^n-ae tajJ~ cuyas ecuaciones S o„ 

* + Í5 + r ^LTre° dTn^lo et™ ta Í.~ + «T- ^ 

* = 7 y.* + y + 2í - 9 d las ecuaciones de dos planos 0, T C 

- rf •Jr**" Si no 10 son - 

""IVrlT-X ?- 13 =0. 

11. 2* + 2y + 3* + 13 = 0i8* + 7y-Wr + 3- ■ 

4 X _ 2 y + 6 * = 3» — 37 + v- • 

£ 2* + Sy + 4r —11 = 0;3* y+2» 9 = 0. 

20. Construya la gráfica de las siguientes relaciones. 

r, = {(« y, r) I * + r_= jJs *■) f l í*4[; R, L*(t*,r. *) I * = 1 

R, =_{(*, y. ») 1 * = 5): R - ~ t tx> r> r 

9.5 Línea* cn el espacío-3. Una Imea “ b £"sX 

siderada como el conjunto de puntos que de uM ccuoc i6 n de 

s=ffiícr^==<&> 1 ifj 

r» a ) es Ia grafica de {(*, y, *) 5„, T ‘ n*b ** 

cs la gráfica de una relación de la forma: 

«*,.0 I ~ + * +m + ^ = 0i- + ^ +w + * . 

«to «, una línea recia cn el espacio-3 no es la gráfica de una ecuacmn smo gra 

fica de una proposiãón de la forma. - l2 g) 

th x + btf + c l * + <i,=0 y oi * + !>iy + c»x + 4, — 0- (*« 

« „„ „ 1 . «as» - -e— < s >- ““ ^ 

— ^ „ + 1 » + „ + *=<l (*» 

y Uamaremos .1 sistema (30) una representai biplanar de la recta. 


Ejemplo 1. Escriba una r - r —Í 
f r _!\ Tl p^diJr a P la recta U ™ números dtrectore. -2. 5,1 

3, 1. , YP w *7 . p /o 1 5) yque 3,—l,4sonl<#, 

*■ r i “tsrS£.■£££.»<■ -»- nr-«j 


I 
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el plano con ecuación — 2(x — 2) + 5{ r — 1) + 1(*_5) =0. De donde, el 
£ sistema 

3(x —2) — (y 1) + 4 (a 5 = 0, —2(x —2) +5(y —1) + (*_5) =0 
es la reprcsentación biplanar de L. 

j . Como un conjunto de números directores determina un conjunto de rectas pa¬ 
ralelas, un punto y un conjunto de números directores determinan una y sólo una 
línea. Consideremos la recta L que pasa por el punto P x (x ly y u Zl ) con números 
directores a, b t c. Un punto P{x, y t z) distinto de P x estará en Ia recta L st y sólo 
si el conjunto de números directores de la recta que pasa por P y P, es proporcional 
al conjunto a, 6, c; esto es, si y sólo si existe un número real t para el cual 

x — * = 40, y — y, = tb, z — z, =tc. 

-,Esto significa que para cada punto P{x, y, z) en L habrá un número real / tal que 

x = *, + to, y= yi + i6, l = i,+|«. (31) 

y>ra cada número real t el punto P(x . y, z) cuyas coordenadas están dadas por 
<31) estará en la línea recta L. 

S?n d sistema (31), / se llama parâmetro y dicho sistema es una represen- 
«U96B paramétrica de la recta con números directores a , 6, c la cual pasa por el 
punto PAx^y y u a,)- La representación paramétrica de una recta asocia a cada 
numero real un punto en dicha recta. Por ejemplo, si L tiene números directores 
---4, D, 6 y pasa por el punto P ,(2, 3,—1), Ia represen tación paramétrica de L es: 

, = 2 — 4 t t y=3 + 5í, r = — l + 6í. (32) 

;|«ndo Ia reprcsentación paramétrica (32) podemos determinar las coordenadas 
de otros puntos de L al asignar valores a l; por ejemplo al reemplazar t sucesiva- 

mente por —1, y 2 en (32) encontramos que P x (6, —2, 7), P t ( _i%, 3 ) 

y P 3(—6, 13, 11) son puntos de L. 

La represen tación biplanar (30) y la paramétrica (31) son formas básicas 
de representar una recta. Hay varias formas capecialcs de (30) y (31) que son 
útiles; discutiremos algunas de ellas. 

; Si cn ia reprcsentación paramétrica (31) « ^0, 6 # 0, y c # 0, podemos 

bS86í*^v 






tonces 


a; — x, _ 7—-y t _ * — ri 

abc 


É! 1 reprcsentación de la línea recta con números directores a, b, c, y que pasa 
Í*?F yi» Zl). El sistema (33) se llama representación simétrica de la recta, 
íjgraos que . (33) consiste de tTes ecuaciones 


• 
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"% uno de los número, direcciouale, de la recU L es cero, digamos a = 0, y 
6*5:0, C=£0 t entonces (33) tomará U forma 


; — *i = 0. 1^ = - 


resullado, semi jantes se obtienen en los ca»s en que « 0, 6 = 0, e #= 0 y o ^ 0. 

6 ^0, c = 0. v tienen por gráfica planos que son 

jSzfZZZ £ ’1 2*^ - «-w -- 

^ » — «X _ 7~ y» es perpendicular al plano xy. ya que un conjunto de número. 

« * k —i a - a - * t£- * 

Un olano que contienc a la recta I» y p rp^ . r 

coordenadas ** “ n U £> « trn^no dc proyec 

repre*».Ucíón perpendicular de i. La. d" 
íi^ií^ ^-nmeiôn simétrica de I forman una representamon p«r- 

pendicular d. L d „ punt09 distintos de una línea L enton- 

S ‘ P ’ ( f- y " **’ * ' * v _ T , r, _ *, son números directores de L y 
ninguno de éstos e, cero la representamon annetnc (33) üene forma 

« — r —7. - »=3L, (»> 

*. —*> r«—**—'■ 

r se liam. representación mediante dos-puntos de L 
Supóngasc que lo, plano, con ecuacione, respectivas 

o.* + b.y + Cri + d. = 0 y «^ + b.y + c,a + ■*. = 0 

: ri.* n 

presentación biplanar e9 

«,* + 6,y + W + dr = 0. <■.* + 6,7 + ft» + * = 0 

Observe que para cualesquiera números real» *, 7 

Ma.* + *.y + •»* + « + + iir + •* + *> “° 

“í r;r ; raarar^tüs 

punto de L, cntonces 

+ 6.7. + c.s. + <*,=<>, y *,*. + 6,7. + «* + * = °’ 
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y en consecuencia 

+ *1* + C,*, + rfj) + A*(o,Xx + ótfj + + rfj) = 0. 

Por tanto, si y A* son reales y A, *fe 0, cntonces 

+ ftir + Cjr + í/ x = 0, 

^t(a»x 4- b x y + c,* + d x ) 4- M«a* + b t y + c,z + </,)= 0 
es una reprcaentación biplanar de L. 

í. Por cjcraplo, consideremos la recta L con reprcaentación biplanar 


5x —3y 4- 4r 4- 7 = 0, 4*4-2 y 4*4*4-8 = 0. 


entonces 


*i(5* —3y4-4z4-7) 4-A*(4* 4-2y 4-4z 4-8) =0 

£■ ecuación dei plano que conticne a L En particulnr, para k, = 1 y k, = — I 
. obteneraos 

x —5y— 1 = 0 

| Como la ecuación dei plano que contienc a L En consecuencia 
5x—3y 4- 4z 4- 7 = 0, x — 5y — 1 = 0 
| e8 otra representación biplanar dc la línea l. 

f | - S^ P, ° 2 * Sca 1 Una ,ínea 0011 ^presentación biplanar 

* + y — z= 12, *—y + 2z = 6. (37) 

| (o) Encuentre la representación perpendicular de L 

pí W- f ncucnlre 109 P unloa ** intersccción de L con los planos coordenados. 
%>X' ç C l . cu<ntre una representación simétrica y una paramétrica de L. 

(a) Buscamoa laa ecuaciones de dos planos que contienen la línea 
-J* cla ; representada P or y <? uc scan perpendiculares a uno de los planos coor- 
k «nados. Podemos escribir (37) como: 


2x + 2y — 2z = 24, 
x — y 4- 2z = 6, 


m 

vJCJ 


^ sumamos, encontramos que 

V 


KV:; • ' 3x + y = 30 (38) 

V '* fCT " ,0ÍÓn d, ‘ un P 1 """ 1" contirnr a i. y es perpendicular al plano xy. E.i 


[orma semejante, encontramos que cada una de las ecuacioncs 

2y — 3* = 6 


2x 4- z = 18 (40) 

de Un p,ano ^ <***'*"' a L y cs perpendicular a un plano coor 
^ao.J^tónces dos ecuaciones cualesquiera de (38), (39) y |.-|0l dan uno 
presentación perpendicular de L; por ejemplo. el sistema 

m vf' y 3x 4- y = 30, 2y — 3 r = 6 
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es uns representación perpendicular dc L. 

((,) Para encontrar cl punto de intersección dc L con el plano xy. hacemos 
t = 0 cn (37) y resolvemos el sistema 

entonces por el teorema 5, 10 —9 — 1,0 
números directores de L. Por tanto. 


x —9 _ y — 3 _ 


—3 —2 


es una representación simétrica de L y 

x = 9 + t, y = 3 — 3í, z-—2t 

■ * '■ - ‘ 

‘-stsrnaa- * "' 6 " u *- -* - 

■'" M^r w r« I LVL s v a -a - 1 '• 

números directores de L. Usando (31) obt.nemo. 


* = —3 + 21, y = —1 —3», 


= 5— e 


' T±m . r i--" r í 

cual 1. recta L corta .1 piano con la ecuación dada, sust.tu.mos *--» + * 
y — _ 3^ y 3 = 5 — t en esa ecuación y obtenemos 

5(—3 + 2») — (-1—30 +4(5 — 0 +3 = 0 

9l -f. 9 = 0, entonces t = —1. 

°Si sustítuimos este valor de t en la repre.ent.ci6n paramétrica de L, encontram» 
que el punto deseado e* (—5, 2, 6). 

EJERCICIOS 

En los ejereicios dei 1 al 4 encnen.re la representación de la recta determinad., 

2 ,. J ..3 

Í .18 encuentre U representación paramétrica de ' 
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Ü! _ 7# 3 ’ 4 * — 2); —3,0,2. 8. P, (i, — 3,2); 0, — 2,0. 

Ln ^do uno de los ejereicios dc! 9 al 12 encuentre la representación simé- 
b^anar nCOnjUnl ° d ® ^ dircclorcs de Ia rccta L dada por la representación 

|| ; 9 - 3x — 4y 4- 2z = 5, x — 2y — 4c = 7. 

10. 2x — 3y — 5z — 8 = 0, 2x 4- 3y — z + 4 = 0. 

;•••■ 11* 3x 4- 3y — 32 — 11 = 0, 9z — 6y — 42 4- 12 = 0. 

Vi 12. 2x 4- y — 6z = 14, 2x — 3y 4- 2z = — 2. 

« 13 \ Encue ? lrc d punto en el cua! la recta con representación biplanar 

% — y + 2 7“? f °^ —3y + 2* —1 = ° corta los planos coordenados. 

En los ejereicios dei 14 al 16 demuestre que la línea L con representación dada 
esla en cl plano Q t cuya ecuación se da 

14 * L:x = 2 + 3í,r = —2 4- t ,2 = 3 — 4i; Q: 2x 4- 2y 4- 2z —6 = 0. 

;15. L: 3% 4- 5y 4- 7 = 0, 4x 4- 5* 4- 1 = 0; Q: x 4- 3y — z + 4 = 0. 

Ifí /.*+2 y4-3 z — 1 _ 

L - —r " ^=T = “!—; Q'.2x — 3y — 2z = 3. 

. 17. Demuestre que la recta determinada por los puntos ('%, 0, %) y 

V?* 3, 0) está en cl plano cuya ecuación es * — 2y 4- z = 8. 

18. Calcule el coscno dd ângulo formado por las rectas cuyas representacio- 
nesson-í ^- 6 = L=± = ^y^ = Z ^ 3 = lTzl. 


— w v 

/> ro 1 /?' SfJ CUle una rc P reaen tación paramétrica de la linea recta que pasa por 
/'iU. A, — 2) y es perpendicular a la recta con representación paramétrica x = 6 — 
- Ky = — 5 4- 4t, z = — 1 — 2t. 

: En los ejereicios dei 20 al 21 demuestre que las rectas L x y U se cortan 
y encuentre el punto de intersección. 

V’- 20 - U-x. = — 2 + Sí.y = 2+ 3t,* = _2; 

U:x= — 3 + 2^ r = S,a = 7—3t. 

, 21. i,:* = 10 +6f,y = —7 —2t,a = 7 + 3<: 

L,: x = 3 4- 5/, y = 5 4- 8t, z = — í. 

22. Calcule Ia distancia perpendicular dei punto (7,1,-6) a la línea recta 
con representación paramétrica * = —5 4- 3í, y = 6 — 4í, z — _2 4- i. 

; 23. Demuestre que las siguientes rectas no se interceptan. Calcule la distancia 
‘I»rpèndicular entre cilas. 

L x : x = 1 4- í, y = 1 4- í, z = 1 + t; 

|p. : Í Lt:x- — l+r,y = — 6 — 8r,z = 2 — 2r. 

v 24. Calcule una ecuación dcl plano que pasa por (2,— 1.— 1) y contiene 
a Ja rccta con representación biplanar 2*4-y — 4 = 0, y 4- 2z = 0. 

^ ul f $ in 6 uI ° e ? lre la recta A no dirigida, con representación para- 
§|Éf « ~ 3 y — — 1 + ^ 2 — d — t y Li con representación paramétrica 

En los ejerdexos 26 y 27 calcule un conjunto de cosenos directores dc Ia línea 
iicqn representación paramétrica dada. 

P ; - 5S* * = 2—/,y = 3 + 2t,r = 5 — 4 1 . 

= — 4 + 2r, y = 7 4- i. z = 3 — 2í. 

Bk£Í5 J ejereicios dei 28 al 31, dé una representación paramétrica de ia rccta 
^terminada por las condiciones dadas. 

28* Pasa por Px(l, — 2,3) y con números directores 3, 4, — 5. 
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29. Pasa por P,(l,3,l) T í ’>( 4 ' 6, 2 ',\ Q 05 

30. Pasa por ft«U» y con numero, d.rector» 0,2. • 

31. P»sa por (1,-1.2) 1 “ P“* leU •*.*'* L recta L que P «« por 

32. (o) Dé una npre-nUmón paramé.nca de la recta q 

Pj(_ 3 ,—1,5) y con números directores 2, , 

( 6 ) Dé otros tres puntos de L. yy 

£ p " x,os con “ uacion “ 6 * + * 

_ 2z + 14 = 0 y 6 * + 3y — 2a 35 „ oresen ,, c i 6 n paramétrica de la normal 
Sugerenãa. De.ermtne pnm«°” 0 P nces cncuen.re los puntos en los cuales 
a estos planos y que pw* por d onge . (inalmente use la fórmula de la 

szrisz " Vr - 

34 . Grafique las relaciones cn ei espacio • Z. 

(o) {(*.y) I* = 4 y r = i)í , .. 

(b) ((*.y) | 2 i —3r + 4 = ° y * + r-® } - 

85. Grafique las relaciones en el espacio o. 

(b) {(*.y.i) | 2 *—3y + 4 = 0 y * + y - 0 ). 

9.6 Cilindros. Un conjunto de puntos en el 
de una reUción descrita por una sola ecuación e» 1 J* estud iaremos un 
diado dos tipo, d. superfícies, planos y esferas. En esta seccton 

-aitiSs. - - a ^ ;• i - “ rs í 

cilindro con un plano a “dt ectris Frecuentemente el nombre de 

íisr.rt: ssi saís** -— - - 

tponglos que la d.rectns C está en el plano «y y es la gr.f.ca de 

{(*,7) |£(*.y) =°) 

donde £(,. 7 ) - una expresión que con,iene solamente UH como v.rtablea 
Entonces ia gráfica de: ^ ^ „ , >hy) = 0) 

„ d cilindro con directrii C y con elementos paralelos al e,e *. 

Por eiemplo, la gráfica de 

{(*.7) !(*— 2) 1 + y , = 4) 
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es el círculo C cn el plano xy con centro en (2, 0) y radio 2. La gráfica de 

((*,y.*) | (*— 2)’ + y* = 4} 

es el cilindro K (Fig. 9.14) con C como directriz y con elementos paralelos al 
eje Z. Esto se deduce al observar que si (a, 6 ) € C, entonces (o, b, k) £K para 
cualquier número k real. 

En íorma similar, ai la gráfica de {(y,i) | E(y,z) s= 0} es la curva C en el 
plano yz, entonces la gráfica de t(x,y,z) | E(y, z) = 0) e. un cilindro cor 
directriz C y con elementos paralelos al eje *. Àdemás, si la gráfica de {(*,*) j 
£(x,z) = 0) es una curva C en el plano xz, entonces la gráfica de {(x, y,z) | 
E(x t z) = 0) es un cilindro con directriz C y con elementos paralelos al eje y. 

i* Representaremos graficamente un cilindro, dibujando la directriz C y segmen¬ 
tos de algunos elementos dei cilindro; todos los segmentos tienen una longitud dada 
y parten de C en una misraa dirección. Los extremos de estos segmentos determi- 
nan una sección normal C dei cilindro. 


I Fl,r - 9,14 

Grafique cada una de Ias relaciones (a) = {(x, r, r) I r* = 

M ty) = ((*» y» *) | 2 = sen x). 

- Solución. (o) Construimos primero una parte de la parábola C, que es la 
I y* = 4x); después dibujamos un conjunto de segmentos de 
çtá d^ longitud dada, digamos 8 , partiendo de C en la dirección positiva dei eje z. 
« extremos de estos segmentos, los cuales estón en el plano con ecuación z = 8 , 
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S - -* “ 

mucstra en la Fig. 9.15. la siçi 5 n usual de los 

(6) Int,rcam b iamj I»r c onv C mc ConsUuimo5 una pa r.c de U gráfica 

(0) U Par “ 

conslruiclo *c mucstra cn la Fig. 9.16. 

ejercicios 

En cada uno dc los eiercicio. dei 1 .1 8 identifique y construya U gráfica 
dc la relación dada. 

1. {(*.r.*) |«* + y* = 9 yx = o>. 

2 . ((#, y, *) | *• + r* = | y x _ 

4. {(*,r,a) 1 »y = 4.y3 = OJ- 

5. |*y = 4y« = 5 >- 

6. I 

7 . {(*.y.r) |y = e*yr-6 >- 

l ÜESÍiíu *,.**» «.- » ’ — U '**• 

de la ecuoción dada en el espacio i. J() + f _ 16 

9. *= + r* = 9 - 12, 9*= + 4y* = 36- 

11 . *> + y> - 4r = 0. 14 . y = tan *, * € ( —Z 2 ’ *' 2 - 

is. y = co»*,* €[—»;*!• 16. ,»■ + , = 2. 

„ IZ 

9.7 Superfície de " 

r: irisas ^ —* - *- eie de ^ y 

curva C se llama curva generatriz. ^ „ cortan se U» 

U curva formada cuando una . 1*^ ^ „ un pUn0 pcrpend 

sección plana de la superfície. Si a ieuU r a L. Es obvio que para 

lar a L, décimos que la seccón pUn. eP V —ndicular .1 eje de rota. 

superfície de revoluc.on cualqu.er P J^da S existe una linea 

es un circulo. Inversamente, si P ari U " P s perp endicular a L es un c.r< 
tiene U propiedad de que toda «*"ôn S J ^ dc rcv0 , uc ión. 

^kí^Sííkí--- 

{(*,!.*) | E(*.y.*) -0}, 


SUPERFÍCIE DE KEVOLUCION/491 
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donde E{x 1 y 1 z) =0 es una ecuación que contiene solamcnte a x,y, y z como 
variables, entonces la intereección de S con un plano perpendicular al eje X es la 
gráfica de la relación 

* = {(*, y t t) | £(*, y, z) = 0 } n {(*, y,z) | * = *). 

donde k es un número real. Podemos escribir ahora 

R = {(*. y, *) I £(*.r> 2 ) = o y, * = A}, 

ó R = {(x, y, z) | E(k t y, z). = 0 y, * = &}. 

Cuando la relación se da en ia última forma, es fácil determinar cuándo, para 
cada valor de k , la sección plana es un circulo, un punto o el conjunto nulo; si U 
sección plana es un círculo, un punto o el conjunto nulo, entonces E(k,y,z) — 0 
debe ser equivalente a _ 

y* + z* + oy + bz + c =0. 

Para secciones planas perpendiculares al eje z o al eje y el análisis cs semejante. 

Ejemplo 1. Deraúestre que la gráfica de: 

Rx = {(*.7, *) I ** + V + 4z* 6x = 0) 

es una superfície de revolución con cl eje x como el eje de rotación. 

Solución. Un plano perpendicular al eje * es la gráfica de una ecuación de 
la forma x = k, donde A: es un número real. La sección plana de la superfície 
dada con la gráfica de x = k cs la gráfica de: 

R, = {(*,y,r) |*» + 4y a + 4z» —6x = 0 y, x = k) 

= {(*. y, r) | 4y* + 4z« = tk — *• y, * = k). 

Ya que 4y* + 42 a = 6/c — kr es equivalente a y* + z* = ${6k — A*)» una sec¬ 
ción plana perpendicular al eje * es un círculo (cn el plano con ecuación X = A), 
ai 6A — A* > 0; es un punto si 6* — A* = 0, y es el conjunto nulo si 6* — * 3 < 0. 
Por tanto, la gráfica de R x es una superfície de revolución, R x se muestra en la 
Fig. 9.17. 


Ejemplo 2. Demuestre que la gráfica de 

*, = {(**«)!*■ — 9y* + z’ = 36} | 

es una superfície de revolución con el eje y como eje de rotación. Determine una 
curva generatriz de la superfície. 

Sdución. Una sección plana de la superfície dada con el plano con ecuación 
y = A es la gráfica de 

*4 = {(*,**) I ** — V + 2* = 36 y, y = k) 

= {(*» 7* *) | x? + z* = 36 + 9A 2 y, y = A}. 

Para cada número real k la gráfica de R t es un círculo en el plano con ecuación 
y = k; entonces la gráfica es una superfície de revolución cuyo eje es el eje . 



Flg. 9.18 

" de la “perfide dada y el plano 

V + j* - 36 y e - 0) 

= {*.r.*) | 9y’ = 36 

MU relación <s una hipérbola en < 

“n (6,0,0) y (—6,0,0). 
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u gráfica de «, se mues.ra cn U Fi g . 9.18 (Aqui la pcaiciôn usual de los 

cies i y y «tá intercarabioda). 

Otra curva generatru es la grafica de 

((*> r. *) I ** — | 5** — 9y’ = 36 y « = 2*}. 

“■ ZSZZSZZZàfe “ J - •“ ™“ * 11 

A* + Bf + Cl 1 + Dx + Ey + Fz + H = ° 

“X. 1 r3Ü.TÍÍS « Ü Ínaí - '• s 

fica de 

{(%r..)l^ + ^ + fc + * r + Cfc ' + " + Jr “0 , . ,a ' 

y esta gráfica es une“T«“^*»**""“ •““*?*• “ 
pcrfiac de revolucion con J rC volución con el ejc y como e,e de ro- 

r - -*** *»— - - *«■” - 

de rotación. 

ejercicios 

, asr* 

pcrficie. 2 . t . = z* + y*. 

1 . z — ar.-r y • 4 Y a j. z a = sen 2 *. 

S. 9x* + 16(y a + z ) = 144. ~ I»—4y 2 + * 2 = 0. 

*■ r ,‘ + 2 ‘, 7 !í' 8. *■ + r- + 6r = 6. 

Al graficar una superfície “ aciones planas de la superfi- 

una de las relaciones 

Rl =((x,y,r)|£(x,á,a) = oyy-fc}. 

r, = ((«.r.O |£C*.r.*) =0 y z-i } - 
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Décimos que la gráfica de R a es la gráfica dei sistema 

llf® •' E(íkl 79 ^ =0, * = *> (41) 

) que las gráficas de R a y R s son, respectivamente, las gráficas de los sistemas 

Pli $ ;>■ £(*,*,*) = 0, y = á, (42) 

E{x,y,k) = 0, x = *. . (43) 

f : Por tonto, una sección plana perpendicular a un eje dc coordenadas es la gráfica 
| , - de un sistema de la forma (41), (42) o (43). 

. Para ejemplo, la intersección de la esfera con ecuación x* + y*-fz* = 25y 
c! pUno con ccuación z — 3 es la gráfica de la relación { (x, y, z) | ** + y* + 
9 — 25 y s = 3), y por tanto la gráfica drl sistema es 

íMW'- * + 7 1 + 9 = 25, z = 3, 

* 2 + y 5 = 16, Z = 3. 

% E* 10 sección plana de la esfera ca el círculo que está en el plano z = 3 con centro 

í ; ; (0, 0, 3) y radio 4. 

| fey intersección dc u " a superficie con un plano coordenado se llama la traza 
. de la superficie en dicho plano; por ejemplo. Ia traza con el plano xy dei cilindro 
p-parabólico que es la gráfica de ((*.y,x) | y = 4a 2 ) es la curva que es la gráfica 
p dei sistema 

y* = 4*, z = 0. 

^ lraza 65 Ia parábola C con vértice 0(0, 0,0) y con foco en f>,( 1,0.0) mos- 
Vk trada en la Fig. 9.15. 

f'Èr Ejemplo. Encuentre las trazas y las intersecciones de lo gráfica G de la 
gfcecuación • 

• ** + y* — 4z» — 2* = 0. 

Aqui la traza en el plano xy es la gráfica de! sistema 

** + y* —t 2 x = 0 , * = 0 ; 

* a tr42a cn el plano yz es la gráfica dei sistema 

y* — 4z 2 = 0, * = 0; 

8}|y * a traza en el plano xz es la gTáfica dei sistema 

* 2 —4z* — 2* = 0, y = 0. • 

5011 un úrciúo, dos rectas y una hipérbola rcspectivamente y cada una 
ellas cs una sección cónica. 

Ui in,ersecciones * d* C *on 0 y 2; U intereecciôn y es 0 y U imersección 

Hr ;i La gráfica de O se muestra en la Fig. 9.19. En relación con esta gráfica, se 

II5°! a qUÔ una sccción P ,ana perpendicular al eje * es un círculo, o sea Ia eráfica 
dei. 8Mt'ema ; y.; -* 6 

(*—l)» + y* = 4A* + 1, z = á. 



\ ' 
f 

/ 
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GEOMETIUA 

Un8 «fera . una su^cic cuadrfdca. y a qne ea .a g^ de una «—■ 
de segundo grado + (y _ yi) . + (,—»>■ = * 

Un cilindro es una superfície cuadrática « su HncUU es una con.ca. 

Por ejcmplo, los cilindro» que son gráficas dc 

{(*,y,a)|(*-2) , + y !=4 > y 

. rll aHrÁticaa Estas superfícies cuadraticas sc 
respccàvamente ^n superfícies ^ h gri(ica de {(*. T.«J I « = Mn X > 

mostrada cn la Fi^ 9.16 no es una superfície cuadrárica. 
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còo&iste en dos planos paralelos, las gráficas de { (x, y, z) | x — 5 = 4} y 
{(*» 7» z ) | x — 5 = —4}. La gráfica de 


g=°) 


(47) 


consiste en dos planos que se cortan, las gráficas de f(x, y, z) | (x/ 3 ) — 

(y/4) = 0) y {(ar, y,») | (a/3 + (y/4) = 0), que se cortan en el eje x y son 
perpendiculares al plano xy. La gráfica de 


Ux,y,z) |(x + 2)* = 0) 


consiste cn un solo punto que es Ia gráfica de {(x,y, z) | x + 2 = 0}. Las super- 
ficies cuadráticas que son las gráficas de las relaciones (44), (45), (46), (47), 
y (‘18) son cjemplos de superfícies cuadráticas degeneradas. 

Antes de proceder a la discusión de otras superfícies cuadráticas, recordemos 
que dos puntos Ps y Ps son simétricos con respecto a un plano, si y sólo si el plano 
Insecta el segmento P,/\ y es perpendicular a P x P t . Un conjunto de puntos C es 
simétrico con respecto a un plano si y sólo si para cada punto P x 6 G existe un 
punto;f x f C tal que Ps y P 3 son simétricos con respecto aí plano. De esta deíini- 
ción se deducc que una superfície cuadrática 5 es simétrica con respecto.al plano 
yz, si y sólo si Pi(x u y Xí z x ) Ç 5 implica que P t ( —y t , z x l Ç S. 


La gráfica de 

«*,,.*) i (•-+)• + + 1)1 + (l ~ 3)s = 0) 

e» el punto (4, 1.3). La gráfioa de 

((*,*«) !(*-*)*+<*- 3 >* = 01 

(4, 3,0) y es perpendicular al plano xy. La grafico de M 


es Ia ãnea que pasa por 


((x,y,z) | (* — 5 >* - 16 > 


Flg. 9.20 Elipsoide 


!^to es cierto si y sólo si x aparece elevada solamenle a exponentes pares en Ia 
'ión de una superfície; por Unto, una superfície cuadrática es simétrica con 
to al plano yz, si y sólo si x aparece elevada a potências pares únicamente 
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cn la ccuación de la supeificie. Proposiciones similares se verifican para simètría 
con respecto al plano xy y al plano xz. 

Además de la esfera, cilindros cuadráticos y superfícies cuadráticas degenera¬ 
das, ya csludiadas, hay 6 superfícies cuadráticas eslándar. Daremos sus ecuaciones 
y gráficas y un análisis detallado dei elipsoide. El análisis dei elipsoide puede ser- 
rir para que el estudiante analicc los otros cinco tipos. En esta sección las letras 
o, 6 y c representarán números real es positivos. 

(i) El elipsoide con ccuación 

£ + £+£=1 (49) 

a» + 6* c* ' 1 ' 

sc muestra en la figura 9.20. 

Las intcrsecciones con * son a y — a; las interseccioncs con y son b y —6 y 
las intersecciones con z son c y —c. 

El elipsoide es simétrico con respecto a cada uno dc los planos coordenados. 

La traza dei elipsoide en el plano xy cs la gráfica dcl sistema 

** , 7* _ 1 - — A 


£- lf 


La traza es por tanto una elipse. La traza dei elipsoide en cada uno de los otros 
planos coordenados cs también una elipse. 

Una sección plana perpendicular al eje x es la gráfica dei sistema 

IW* T 2 k 2 

•f í +±.= 1 —4, X = k.{ 50) 

A ^ 6 a c* a* 

líliÉÉiilli La g ráfica de ( 5 °) cs una eK P“ si ** < a ’; 

un punto si k* = a* y el conjunto nulo si 
A 2 > a*. Una -sección plana perpendicular 

F al e Í e y 63 6 ra ^' ca ^ skte* 113 - 

v w ; , - La gráfica de (51) es una elipse si 

k * < Un punt ° SÍ k * = ** 7 el con,unl ° 
nul ° “ ** > **• UnA accci6n pUnt 
pendicular al eje z cs la gráfica dei sistema 

y La gráfica de (52) es una elipse si A 2 < c*, 

Flg. 9.21 Paraboloide elíptico. un puntQ si = «a y e l conjunto nulo si 

A*>c*. 

Un elipsoide con ecuación (49) para el cual dos de los números o 5 , 6 J y c* 
son iguales, es un elipsoide de revohición, ya que en este caso una sección plana 
perpendicular a uno de los ejes dc coordenadas será un círculo, un punto o el con¬ 
junto nulo. 



Flg. 9.22 Hiperboloide dc 


muestra en la Fig. 9.21. 

(iii) El hiperboloide de una hoja con ecuación 


5>\ 

Kí- 


Flg. 9.23 Hiperboloide de dos bojas 





V \ 
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(iv) El hipcrboloide de dos hojas con ecuación 

** 7* * __ , 

P—ÍT —?- 1 


Se muestra en la Fig. 9.23. 

(v) El cotio con ecuación 




m* muestra en la Fig. 9.24. , 

: (vi) El parabohide hiperbólico con ecuación 

x 3 y* 

p~& = « (57 > 

Se muestra en la Fig. 9.25. 

• Se debe notar que intercambiando los aimbolos x, y y e en cualesquiera de las 
ecuacioncs (49), (53), (54), (55), (56) y (57) no cambia el tipo de la superfície; 
tal intercâmbio solaraente cambia las designaciones de los ejes coordenados. Por 
ejemplo, intercambiando y y z en la ecuación (54) obtenemos la ecuación 
' •! x * y* ** 

“■? + Ií = 1 - (») 

e intercambiando x y z en (54) resulta 

m 

La gráfica de cada una de las ecuaciones (58) y (59) es un hiperboloide de 
una hoja. 

EJERCICIOS 

En cada uno dc los siguientes ejercicios identifique la superfície dada. Cons- 
truya la gráfica de la ecuación; empiece la construcción graficando las tratas de 
Ia superfície en cada uno de los planos coordenados. 


1. x* + y» 4- z* = 25. 

3. 16x* + 9y a — z 2 = 144. 
5. x a + 4y* — ** = 0. 

7. —+ 4y« + a 2 = 0. 
-9. (xV9) — (y«/4) = z. 

II. y = X* + 2 *. 

13. x a + y* = 4. 

15. x* + y» = 4*. 

17. x a + y* = 2 a . 


2. X a 4- 4y a 4- 9r a = 36. 

4. 16x a — 9y* — ** = 144. 
6. X a —7*4-92» = 0. 

8. (xV9)’+ (rV4) = 2 . 
10. (x»/9) — (y*/4) = 0. 
12. x» 4- X a —6x = 0. 

14. x» + y a = 0. 

16. x» 4- y a = 4r. 

18. x a 4- X a = ** — 2z 4- 1- 


9.9 Curvas en el espacio-3. Basicamente, una curva en el espacio-3 es el 
conjunto de puntos dc Ia intersección de dos superfícies. Esto es, si C es una curva 
en el espacio-3, entonces C será la gráfica de una relación de la forma 

|£i(*,y»z) =0y £,(x,y,z) =0), 
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notamos 


Entonces P 
+y = O*} 

dro como Ia 
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o, convenimos en decir que C cs la gráfica dei datem* 

£,(*,7,*) =0. £»(*.7.*)=°- 

EI sistema (60) se Uama representación bisuperficial de U curva. 

Si todos los puntos de una curva C están en un plano M, «»»<*»/• es u 
curva plana; si no existe un plano M. con la propiedad de que todos los puntos 
deT^Tin íW, entonces C es una alcbeada. En las secciones anter,or« 

hemos hecho uso de las curvas planas al discutir las seecones planas de superf.c.^ 
Como ejemplo de una curva alabcada, consideremos 1. .nteraecmôn de a 
esfera con ecu.ción *■ + y- + z* = 25 y d cilindro con ecu.cton (x-„) 

+ 7 Erta^ntersección es la curva que es la gráfica de la relación 

{(*,7.*) | *■ + 7* + a 1 = 25 y (* — %) a + 7* = “}, 
o la gráfica dei sistema 

8 ,■ + y* + a* = 25, (*—%)’+ 7’ = 25' 

Asl como la recta en el espacio-3 .iene una representación paramétrica, otras 
curvas también la pueden tener. Si para una curva C hay tres funciones F U F, y 
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nadas se determinan por (61) pertenece a C, entonces las ccuaciones (61) se 
llaman representación paramétrica de C. En (61) el símbolo t es un parâme¬ 
tro; para cada valor de t £ 5 corresponde un punto cn Ce inversamente, a cada 
de C corresponde al menos un valor de t € 5. 
ecuaciones 

x — a cos X, y = a sen <, z - kl 

es una representación paramétrica de una curva llamada hélice circular . Si 
/*(*«» 7i»z») cs un punto de esta curva (correspondicnte al valor dei parâmetro), 
que: 

(*1. ri. *i) € {(*, y, z) | a ; 2 + y 3 = a 3 ). 

P está en cl cilindro circular que es la gráfica de {(*, y,t) | x 2 
y P está a una distancia k t t dei plano xy. La curva rodea al cilin- 
rosca de un tornillo; vea Fig. 926. 

•ngamos que: 


x = F l {c), y = F,(í), z = F,{t) 


CS una representación paramétrica de ura curva C en el espacio-3. Adcmáa au- 
cada una de las funciones F u F t y F, e s derivable en fc. Sea 
el punto de C que corresponde al valor f* dcl parâmetro y sea 
A*. y, + Ay, Zj + Az) el punto de C que corresponde al valor + AI 


P(x x .y v 


Fig. 9.26 

F, con k propiedad dc que para eada punto F(x.y.t) € C existe un 
real 1 para el cual _ _ 

y ri par. cada número mal c de un conjunto S el punto P(x,y.z) cuyas 


Flg. 9.27 
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dei parâmetro, Ai 0. Entonces 


A x=F x (t x + AO — Fxlkh 
Ay = Fi(lx + Ai) —/*(M» 

Az=/,(*i + At)— FM, 

y los tres números Ax, Ay, Az conatituycn un conjunto de números dircctores de la 
recta que pasa por P y Q. El conjunto 

Ax • Ay Az 
ÃP Aí* Ai* 

también constituye un conjunto de números dircctores paro la línca que pasa por 
P y Qi vea Fig. 9.27. 

La línea tangente PT a la curva C con representación paramétrica (62» es 
la recta que pasa por P{x»y u *i) con números dircctores 

= P ' M - -«5 =; * = 

con Mi que al menos uno dc «Jfcu derivodos jeo diferente de cero; esto es sicmpre 

que [F/(<t)]* + [*7(1»)]* + [F/d.)]* 

En la curva C con representación paramétrica (62) consideremos la parte C 
de C para la cual a < í < b. Si para t € [a; 6] cada una dc las funciones F x , F t 
y F 3 tiene derivada continua y [Wd)]* + [VMJ* + [WMl^O, y si a 
cada punto de C corresponde solamente un valor dei parámetTO í, entonces la lon- 
gitud L dei arco C está dada por 



Ejemplo. Para la hélice circular con ecuackmes 

x = 4 cos í, y = 4 sen l, z = St, 

encuentre (o) una representación paramétrica de la linea tangente en el punto 
para el cual t = ir/4; (6) la longitud de la parte de la hélice entre los puntos que 
• corresponden a t = 0 y t = ir/2. 

Solución. (a) Aqui D ( x = — 4 sen i, D*y = 4 cos í, D,z = 5, y 

fl <(-) = _2V2, V@) = *V* f.'(i) = 5 

son números directores de la tangente en el punto ? para el cual t = »/4. La* 
coordenadas de P son F,(e/4) = 2 V 2 , f,(-/4) = 2V2. F,(-/4) = Sw/A. Enton¬ 
ces una representación paramétrica de la línea tangente a la hélice es 

* = 2 V 2 —2V2 t, y = 2V2 + 2V2 1, z = 5ir/4 + 5í. 
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(6) Si usamos (63) tenemos 


-*/3 __r/| 

L=z } Q V * 6 stn 2 t + 16 cos 2 1 + 25 dl = j V4Í dt. 


l=^L 


EJERCICIOS 

= 25. curvs con rcpre “ 6n bi5u - 

perfirial ^7- 2"= 0,/Í+T''-4 = 0^ '* "" "P"""*** 4 " 

ft 4 ^ curva C liene representación bisuperficial ** + v* = 36. r — z = 0 
, ; í«) Construya la gráfica dc C. 

(b) Observe que 

* = V36 — 1\ y = t, z — t, 0<í<6 
Z; ““ re f r « en “ c ‘ón paramétrica de la parte C' de la curva C que está en el 

FSd púmó e p.ra C d "cu.' T= paramé,ri ‘ a da la b '"“ a 


Gen el punto para cl cual t = 3.' r “0“" “ 

circuíar ccuaclon “ P«^mélricos de la línea tangente a la hélice 

cucular con ecuac.ones x = a cos ff, y = a sen ff, z = kB cn r! punto donde 

d ondeei = 2 t UCn ' r ' ** longitud de “ la haice del P un *° para el cual ff = 0 al punto 

r = 2 Í [ a - ?dtlT P ? rte C de ,, la ^* fi “ de la «n ecuacionea x = «, 
ArtrríZJ- a li ° ngCn a pun!o í 1 * 2 ’ Sugerencia. Note que la curva es la 
mterseccion dei plano con ecuación y = 2* y el cilindro con ecuación z = x> 

; (o) Encuentre Ia longitud de C. 

, _ 1 (c) Calcule las ecuaci °nes paramétricas de la tangente C en el punto donde 

■*4 g zzzzes-á \nr 

^ . ; (b) Calcule la longitud de C. 

tó (U, ^ ncuen,re ' cuacionas paramétricas de la linea tangente a C en el pun- 

7. Demuestre que la longitud L de I. hélice dei ejercicio 4 entre los puntos 

para los cuales ff = 0 y ff = « está dada por L= VZF+ê a . P 

8. Demuestre que la tangente a la hélice dei ejercicio 4 hace un ângulo 

constante p con el plano xy, donde sen B = _ - * 

mi. v«* + k>' 


I EJEKCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 9 

í (f, 7 ih f, e - mUeS L re qUe *? punlos t 6 -—1.8), (—2,7,0), (—2, —1,0) 'y 

l^f^ún^ón Ifu ^ en,r ° “ <2l3 - 4) - ÍCUÍI PS d radi ° da la 



AM/GKOMEXBIA ANALÍTICA 


2. Dcrauestre que el punto (-4,-3,1) eslá sobre cl plano bisector per- 
pendicular de la línea que pasa por Iqs puntos (5,-2, 6), y (—3, 2,10). 

3. Encuentre una ecuación dei conjunto de puntos G, con la propiedad que 
para cada punto P € 0 la distancia entre P y (4, 2, 0) es igual a la distancia entre 
p y (6,3,0). equé clasc dc superfícies G ? construya su grafica. 

4. Verifique que. los punlos (0,0,0), (0, «,<»), (o,0,a) y (o,n,0) son 

los vértices de un tetraedro regular. _ _ 

5. Demuestre que los puntos (7,0,5), (3, 2 V10, 3), (5, 2 Vó^) y (6. 
VÍ 3 , 0) están en un cilindro circular cuyo eje cs el eje z. Construya la gráfica dc 
este cilindro y sobre ella indique los puntos dados. 

6. El punto de intersccción dei plano xy y cl segmento determinado por los 
puntos Pd 2, 3,1) y P«(l, 5,-2) es P s . lEn qué razon divide P, a fVV ^Cuales 
son las coordenadas de P%? 

7. Dé una ecuación dc un cilindro circular 

(a) de radio 4 y el eje z como eje. 

(b) de radio 3 y el eje y como eje. 

(c) de radio 5 y e l eje x como eje. . 

8. Encuentre una ecuación dei conjunto de puntos G, con la propiedad que 

para punto P € G, la suma de las distancias de P a (5, 0, 0) y dc P a ( 5, 0, 0) 

es 20. jQué clase de superfície es G? Construya su gráfica. ... 

9. Scan o, j0 y y los ângulos directores de la recta L *Cual cs el valor de 

COS y si L está en el plano xy? *Cuál el de cos p si L está en el plano xz. ^Cual 
el de cos a si L está cn el plano yz? • 

10. ^Tienc gráfica cl sistema * — y + 2* — 1, 3*— 3y + 6z - •. Ue 

rozones. _ . 

11. Si la linea recta L% liene números dircctorcs 3, — 4, 12 y la recta L\ < 

2, —2,1, encuentre el coscno dei ângulo entre y L%. ; _ 

12. Encuentre una ecuación dei plano que pasa por cl origen, si a - 60 ; ; 
p = 45° y y = 60° son los ângulos directores de su normal. 

13. En cada uno de los siguientes casos determine si los planos cuyas ecua- 
ciones se dan son paralelos o peroendicularcs. Si los planos no son paralelos ru 
perpendiculares determine el ângulo que forman entre ellos. 

(o) * + 2y — 2* = 5, 2* + r + 2* =J i 

(6) i — 3y + 2z = 7, 2* —6y + 4s = 13j 

(c) 2x + y + 2z = 9, * + 2y — 2z = 5; 

(d) x + y + 2z = 11, 2x — y + z = 7. 

14. Encuentre cl centro y cl radio de la esfera que pasa por los puntos 
(1,— 2,0), (0,-6,— X), d,—5.3) y (—2,—2,3). 

15. Demuestre que la recta L x con representacion biplanar tx — y -t- « • 

3 = 0 * + 10y — 21 = 0 y la recta U con representacion biplanar lx — y - ü, 
7x + s — 6 = 0 sc cortam Calcule las coordenadas dei punto de mterseccion 
y una ecuación dei plano que contiene a las rectas. 

16. Si la recta L tiene representacion paramétrica x=2+t f y= 1 + 2l, 
x = _3 — í, encuentre d punto M en el cual L corta perpendicularmente a la 
recta que p»« por />(6,6, -1). Calcule la distancio PM. 

17. Si la línea L v üene representacion paramétrica * - —7 + ^ y = —^ + 
9f , — 1 4- í, y la línea recta L 2 tiene representacion paramétrica x - 4 + a, 

y — 2 + t, z =3 — t, encuentre una representación paramétrica de la recta L 

la cual cs perpendicular a Lx y Lt y las corta. 
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gráfica es 'una'esfera dV"t *5? d ‘ Si la 

" Ím ? + *! + ^ —3x -f 5y — 8z —14 = 0, 

* ; V ^ + Y + 2z* — 6* + 8y — 8z — 1 = 0, 

• - { â x 'i y + 2 a a ~^“ 4 r + 2z + 8 = o, 

. (d) X + y + Z a — 2* — 6y + 4z + 14 = 0. 

^Para que valores de k es x* + y a + 4. d~ _4. l — n .. 

aón de una esfera, un punto o el conjunto ^vacío? 7 CCUa “ 

.■ nB 2 ?' En = ue y re una ccuacidn dei plano que posa por el punto P(l, 1 , 1) v con 
hene hjecU L con repreeen.ación biplanar x + 2y —,+ 1 = 0 , 3* —y + 

Si Jl ISx-t^+n 1 - COn CCU í cioncs 5* — 3y + 4, = 1, 8* + 3y + 
, 18 * 3y + 13i _ 6, tienen una línea recta cn común. 

(1 -l'l r, T~tTd* C r !Í6 . n Plan ° <IUe pas “ P° r los P” 10 » (—1.1.1) y 

U, 1,1), y es perpendicular al plano con ecuación x + 2y + 2z = 5 7 

gSgESr2SBíBííjÈíS«SS 

r - ' a . l0ngllud J de '« curv » c °" re presentaci6n paramétrica * = «. 

y-/A 2,2 -^ dei punto donde / = 0 al punto donde t = 3. 

cos / r = c^ U nVz ^ C0n A re P r€Sentfl ción paramétrica x = e' 

. - y * sen í, z _ e dei punto donde í = 0, al punto donde í = I 

En cada uno de los ejercicios dei 26 al 30 grafique la relación dada. 

;■ « = {(*, y, 2) I x- + y 3 = 25 y z = a;}. 

27. /? = {(x, y, z) j y 3 = 4* y g = 4x). 


a *=«HÍÍ + T + Í^T. = .). 

29. tf - {(ít,y,z) já: 3 + y 1 —4y = 0 y y = 2z). 
.80. R - { {x, y, z) I x 2 + y* + z * = 25 y z* = 9}. 
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Funciones en diferentes 
variables independientes. 
Derivación parcial 


, il 1 Fun ( C,0ne ' s d * dos 0 variables independientes. En la Sec. 1.3 

L pares dZinZ a0n , C ° m ° Un , T^"' 0 V4CS ° de F* re8 ule» que 

r« ZZ. ^ ' 8U '* Prime ” El conjunto de prime- 

iu“o de Z !, P ‘ r ” 0rdfnad08 " el dominio D * '« función , el con- 
un ión% , rZ “ mp0nem “ df 108 P ares ordenados e, el rango R de 1. 

remof es| Sl * ^ ^í' ""'T ? '* ""'«P^ien.e de x bajo f y represent.-j 

corr «Pondicnte por F(x). Entonces escribimos: 


Ejemplo 


F = {(*>r) |y = **(*). z>, r € *}. 


M J!’:'’' ° = ^ x,7) * r=: Vl —*) 

, « un^función con Z? = (—oo; 1] jr * = [0; + •) para la cual C(x) = 
,Vl- x. Así, par, o € D, C(a) = VT^ y «amamos G(a) al valor de C(x) 

É-4 Una variable c “y° universo es el dominio de una fnnción dada se llama variable 

y Z '"‘"'‘o' c T, UnÍVerS ° “ à ran e° de una íuQciá " dedo se lia- 
; m« variable depend.ente. Para la funcón G dada en el ejemplo x es la variable 

■mdcpendiCTUc, y es la variable dependiente. Para H = {(r, s) I j = r r* 

^.variable independiente y 5 es la variable dependiente. 

á% i£* a 0510 puuto del cá,cu, ° hcmos considerado funciones cuyo dominio y ran- 
COnj ’ untos dc reales. Llamamos a una función de este tipo 

|maôn real de una variable real independiente o aimplemente función de una va- 
nabU independiente. 

lúm f Z°r!.r. 7 “j re5 ' rin8ir 7 0 f 8 fundon “ uuyo dominio son conjunto, de 
LT?/ , C J 0n5 ‘ derar ' ,n0S eI d0mini0 de una fu^ián como un conjunto de 
jrn ordenados de numero, reales. tríada, ordenadas de números reales o n-adas 
ordenadas dc numeros reales. Si F es una función cuyo’dominio es un conjunto dc 
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- raSsís tz&szzzsx 

• i"“: st^nírü. - ».>•«• *■ —■ • - “- 

junto dc n adas ordenadas de numeros rea »«* ordenados de números 

Una fimción cuyo dom.n.o « función real de dos 

realea y cuyo rango es un conjun o ^ ^ ^ ^ vflríaW « irulepcndun- 

variables mdependientes reales P d uMãS ordenadas de números 

-j .*——- u 

£E se Uama un* /™ * - -*«“ mdepen^.en-e. 

Por ejemplo, el conjunto 

{((2,D,7).((3,1),6,)((1,2).5)} 

<3 1) (1» 2)} y cuyo rango es el conjunto {7,6, }. 

{((*.7).*) |x = 4x —y.(*,y) ÊD } 

es un. íuneión de d» variables i„de P endie n ,«cuyodon,.rn o esD. 

Si F ea «na función eon doe vanable, ,nde P cnd,n.e S yj(*. y> * .. n 

dominio de F. representaremos la correspond.ente de (s.y) b.jo f, 
anterior, por F((x,y)). 

Por conveniência recmplazomos esta por 

F{x t y). 

Esto es i = f(*,y> ■«-*- ((*y>.*) 6 f - . ?mho , 0 

Si , ea un. función con tres variables jndependient». usamos el srmbolo 
FUy.r) para representar la correspond.ente de U**' * 

.«/(**«> ^ 6/# L1 ^ 
Notacioncs semejan.es se usan con funciones con mis de tres variables mde 

pendientes. . , F fl a h) el valor de F(x,y) en (a,*)- 

«ST -*=Ji ... a. a« — 

P<W Bierapl0 ’ 91 F(*,y) = 2 xy -4x- + y*. 

/(I 3 ) = 6 — 4 + 9 = 11 
entonces n1 ' J 

es el valor de /*(**y) en 

Por conveniência usamos cl símbolo 

en lugar de ((*,y),a) 


í 


FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES/5U 


para representa, un par ordenado, que pertenece . 1. función F, cuy. primer. 

- nolad6n — 

F = í(*.y;*) |* = F(*y), (x.y) 6 D, zÇR). (!) 

' q “ "»«{“““»/ de d0 * variables independientes se puede interpretar 

( „i C ) :rr: ? e ,r,a , ord r 1 * con u * qu«« 

b ' c -) y ( a ' 6 ’ c *> so» elementos de F, entonces c, = c,. 

Jr fU ? CÍÓ ? (1) considcraraos <* d * Par ordenado . dei dominio D 

D de la / un .P Un,0 ,' n el pUn0 enlonc « la «*&» dei dominio 

£ J f Ón F Ca un con I unto de P un *08 en el plano xy. Por ejemplo, para 

fr. KJ; ^ = {(*, y; z) | z = V9 — *’ — 

+ C ^ ,a grafictt de D es el conjunto de puntos sobre el 
jy círcuío o interiores ai mismo, con ecuación x? -f y 2 = 9 

I de diT UD ! ‘ 5lema coor denado de tres dimensiones la gráfica de una función F 
I ‘"^.ente. es el conjunta C de todos los puntos con la propie- 

í*(«.4,e)€C -M- (o.5;c)€r. 

Í r f° £ gr ° f ‘ Ca dC 1 A- fU ° CÍén f » la « ráfica de 1. ecuación , = F(x, y). Si 
f :L“i£r ! * > J‘f '* de F es la semiesfera superior 

“ °T y ” ° 3 (si d eje 1 «** dirigido hacia arriba). 

I púedaW t “ de “ aa ÍUnCÍ6n de d0S VarÍaW « independientes 

l l r7u • Una V “ P ° r cual ’ uier Un “ Perpendicular a! 

donde el dommro se ha graficado. Entonces el conjunto de triada, ordenada, 

{(*.r,0 I** + y* + *• = 9} 

^puede constituir una función de do» variables independientes porque au grá- 
dós puót« 3 T y perpendiculares .1 plano xy que corran ,a gr á, ic a 

L-Jí “ Una J unci6n variables independientes, en lugar de escribir 

ell 'L J ' e * Cr ' b,r í,m P lcm ' nt ' (*.y.*:») € f. Haciendo uso 

.esta notacron representaremos una función de trea variables independientes por: 

F - ((*, y, *; u) IU = F(*, y, *), (*, r , x) ç 0 u ç (2) 

.Lte!? f “ nCÍÓn (2) con3 'deramos cada triada ordenada dei dominio O como 
^coordenaria d. unpun,o en un sistema de coordenadas de tre, dimensiones, 
onces ia gráfica dei domrmo D de Ia función F es un conjunto de puntos en este 
tema de coordenada, de tre, dimensiones. Como ejemplo, para 

_ F = Ux>y t z;u) \ u= Ví — X a — y*— 2 *} 

LmÓl 3, 1 f + ( y ’ + J ' < 4} ’ y P° r Io 13,1,0 '» gráfica de D es el conjunto 
puntos «bre la esfera o rnteriores a la esfera cõn ecuación x- + f- +z ‘ = 4 . 

|SiT es una función de n variables independientes, escribimoa: 

= « 1 » * * \ Xn ; w) | IO 



V 

r 
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Ya que hay una correspondência biunívoca entre los pares ordenados de núme¬ 
ros real es y puntos dei espacio-2, identificaremos frecuentemente la gráfica de un 
conjunto de pares ordenados de números con el conjunto mismo. En consecuencia 
cuando hablemos dei dominio de una función con dos variables independientes 
tendremos en mente un conjunto de pares ordenados de números realcs o ;a 
gráfica de este conjunto; como ejemplo, para la función F = ((*, y; z) \ z — 
V 9 — x 2 — y*} décimos que cl dominio D es el conjunto de puntos que pertene- 
ccn al disco circular mostrado en la Fig. 10.1. Ya que hay una correspondência 
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aon (a, b), c! conjunto {(*,y) I /* — „\ < k lv — W í\ ■ j , 

real, es uns vecindad do p y HaiLrc.no, a f 51end ° * U " P osilÍTO 

•V ; La ficmrn In o _ ^ y remoa a esta vecmdad nna vecindad k d* n 

La ligura 10.2 muestra una vecindad k A* n a^a \ i« * ae p. 

quo k, puntos sobre estas líneas no pertencí .] co„!“n.o PUn "“ daS ‘ ndÍC “ 

interior dTs" SLtE* " P *f'“ 7 6 5 ' " " P“*> 

vecindad pertencce a S. En la Fig. 10 3 p°LLn T ^ pUnl ° de '* 

8 punto interior de S. S p n punto interior de 5 y q no es un 


Fíg. 10.1 El dominio do F -=■ {(x, y; x) z — V9— x s — j=) 

biunívoca entre las triadaa ordenadas de números reales y los puntos en el espacio-3, 
identificaremos la gráfica dei dominio de una función de tres variables indepen¬ 
dientes con ei dominio en si, y hablaremos dei dominio como un conjunto de puntos. 


- .VaKfflí f >-í ——» 

; partenecen a S. (Nó,ase , » 0 nLi* InZZ Ts) eJFZ loY° 

P Un!o fr0 ™ r * * 5. Para al conjunto {(* v) | J + ?i .f 8 ', 103 ? 

fe! - ” PUn '° « con Í unto > .unqi 


Fig. 

Ál trabajar con conjuntos de puntos en el espacio-2 es conveniente usar con- 
ceptos tales como vecindad o entorno, punto interior, punto frontera. conjunto abier-: 
to, conjunto conexo y región. Daremos las definiciones de estos conccptos. 

Si p es un punto dei espacio-2, Mamaremos una vecindad de p. al conjunto 
de puntos dentro dc un cuidrado * con centro en p. Entonces, si las coordenadas de p 

• Con frecuencla ac usa un circulo con centro en p cn lugar de un cutdrado. La «elec- 
ción de vecindades cuadradas o circulares no afecta a ninguna de las definiciones posteriores. 


Fig. 10.4 El conjunto {(*, y) | *a + y * < 4 j 

«ffiX 5 Per,CneCe * CmÍm '° * ““ P « « P«*> »«enor o u„ 
| ,Un conjunto dc puntos «n el e,paci*2 » un conjunto abierto si ,odo 
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de S e. un punto interior de 5. Por ejemplo, el conjunto en la Fig. 10.4 es abierto. 
ya que ninguno de sus puntos frontera pertenecen al conjunto. 

Un conjunto S de puntos dei espacio-2 es un conjunto conexo s. cualqu.er 
par de puntos de S se pueden unir por una poligonal cuyos puntos en su totalidad 
pertenecen . S. Lo. conjuntos de la. Figs. 103. 10.4 y 103 son conexos, pero el 
representado en la Fig. 10.6 no lo es. 


Fig. 10.5 Un conjunto conexo pig. 10.8 Un conjunto no conexo 

Usamos la palabra región para significar la unión de un conjunto abierto 
<o con ninguno, algunos o todos sus puntos frontera. Una región abierta. es 

la que no conticne ninguno de sus puntos frontera, 
y una región cerrada es aquella que contiene to- 
dos sus puntos frontera. Los conjuntos mostrados en 
Ias Figs. 10.2, 10.3, 10.4, 10.5 y 10,7 son regiones. 
El conjunto mostrado cn la Fig. 10.6 no es región. 
(<>Por qué?) Las regiones mostradas en las Fig*. 

^ 10,2 y 10,4 400 abicrtas; la8 re g ioncs de las Eigs- 

10.3 y 10.5 son cerradas; la región de la Fig. 10.7 
Fig. 10.7 n0 es ni abierta ni cerrada. 

Nótese que una vecindad k de un punto p es una 
5 n abierta; una vecindad cerrada de p es la unión de una vecindad de p 
s puntos frontera. 

Algunos escritores usan la palabra “región” para designar un conjunto > abierto 
■xo de puntos y se lc advierte al lector tener cuidado de cuál significado mter- 
ar al encontrar esta palabra. 

Los conceptos vecindad, punto interior, punto frontera, conjunto abierto con- 
_— «r nnrdrn definir nara el espacio-3 por extensiones obvias 



para la cual se especifica Ia correspondiente 
cl domínio es una región, una región abierta 
considera tanto abierto como cerrado). 

:• 5. F(x,y) = x* + y\ 

7. F( X} y) = logxofl— x» — y*). 

En los ejercicios dei 9 al 13 establezca 
nadas se considera una función de las varia 
(Ur.z) |2x + 3y — 4y = 6 }. 

11. {(*, r, z) | x* + y» — 2 = 4 }. 

: {(*»r. z) ]z * = 4x). 

14. ^ Es el conjunto { (x, y) |** + y * ; 
su respuesta. ; Es *\ punto ( 0 . — 2 ) un punte 


ie su resouesta. 
nguno dc los dos 

2® U*.r) I ** + f < 4 y y < *) una región? jEs un 
un conjunto cerrado? Grafique ei conjonto. 

.to ((«.y) I I*—-2| >4, | 7 | < 2} una región? Dé laa 
; 0 rafl< í 1 ue «.conjunto e indique sobre la gráfica un punto 
tenor al conjunto. 4 Es abierto el conjunto? 

ParciaJes. Consideremos la función 

{(*./!*) I* = /■(*,r). (*.y) € D) 

tinto de cero par. el cual (x + h,y) 6 D. Si existe una 
bles independi entes para la cual 

F{x + h,y)—F[x,y) 


F .(*> y) (4) 

para algunos pares ordenados (x, y) 6 D, entonces 

n~ F(x + h,y) —F(x,j) 

M Uama derivada parcial de F(x, y) con respecto a x.y se representa por 

D*F(x, y) • 

0 proceso de encontrar W(*,y) para una F(x.y) dada se Uania derivación 
parcial. 

• y La función 

F ‘ = {(*.r:*) |r = B,F(i,y)} 

parai, cual F.(x,y) = D c F(x,y) 

se llama derivada parcial de F con respecto a *. H dominio de F. conit.de 
,qU ™* paTCS dd do11,10,0 da F Para los cuales D I F(x, y) existe, 
f I a valor deD^(x,y) en (x li y l ) 


se representa por J) í F(x J y) 


Ejemplo 1 . Si F(x, y) = 2x*y + y\ encuentre D x F{x,y) 
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SotociOn. Dc acuerdo con definiciún de D^(x,y) debelo, calcular 

r ^ + M«r + yMx + M 1 -( 2 »'r + y»J- 
lim 1 ^ 

E*ribim* : p£+ «V + Í-C. + «1 - + £> 

[2( , + kV - 2**lr + [(* + « —* 6 2y(2»A + h) + y «• 

Por t»nto: 

tt 2 v( 2 xh + y) + r** _ to r 2r (2^ + M + y 1 ] = ^ + r • 

D^(*,r) -£ *-• ... 

u. —•v» WM lí 

F(x,y) = 2*y + y’** + 6 ** + **• 

entonces D ^(x, y) = 2 y + V- + + °‘ 

Regresemos a la functón . 

F={(«,yi*) |* = F(x,y). (*.r) € D) 

y sea A un número distia.o de cero P«r. d end*> É D ' S ' e!ÜS,e 
función F, de doe varieblea independ.entes, para la cual 

y<«.y + fc)-r(*_Zl . = F(x> y ) (5) 

te —^ ' 

para alfçunos pare» ordenado» (*,y) € D. entonces. 

Flz.v + h) F(x,y)_ 

Um— I 

. „ um. *>«>•*) »“•«**“ * f ’ ” " p "”“ 

DlfF(*» y)- 

n oara F(*,y) dada se llania también deriva- 

E1 proceso de encontrar D„F(*,y) para r 

ción parcial y la fnnción 

F* = {(*,y;*> |a = D,F(*,y)). 

, . F,(*.y) =D/(*.r). 

El valor de W («, T) « <*■ *> “ P resenls P °' D/< *' y> >,V 
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; • Como en el caso de D t F(x,y), la obtención de lV(*y) a partir de una 
formula para F ( x, y) equivale a encontrar la derivada de una ejcpresión de una 
sola variable, ya que al calcular D^(-t, y) de una fórmula para F(x,y), * ac 
considera constante. Ejemplo, si 

F{x, y) = 2xy + yV -f 6x s -f y\ 
enloncts D p F{x, y) = 2x + 2yx 9 + 0 + Ay*. 

Ejemplo 2. Para la función F = ((x, y; z) | z = 4— 4a 9 —y*} cuyo do¬ 
mínio es Re X Re, encuentre D r F(x, y) y especifique las funciones F, y F v . Dé los 
domínios de F t y F Calcule los- valores de V,F(x,y) y V,F(x t y) en ($, 1 ). 

Solución. Aqui F{x, y) =4 — 4a 3 — y* entonces 

D^(a, y) = - 8 a, D u F(x, y) = —2y. 

Por tanto F. = {(*> ri *) | * = — 8 *) 

con dominio Re X Re, y 

F * = {(*» y; r) | r = — 2 y} 


Flff. 10.8 

con el dominio de ambas es Re x Re. Ya que (1, 1) está en el dominio de f 
en el de F t , tenemos: 

= FM, 1) = —4. 


»rF(*. y) 
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la gráfica de F es un paraboloiüc 
el priraer octante sc indica en la 
6 una representación geométrica de 

lebe cstudiar la Fig. 10.8 cuidado- 
Aación se le puede dar a 

D—/(id) 


M i,i)=lí2—- 

alculado en el Ejemplo 2. 


valores hemos ci 


Limites no incluídos 


Umitea no incluídos 


; 


derivación se 


D,f (*, y) =i(*— 
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Recordemos que el dominio de F g es el conjunto de pares ordenados ( x,y) las 
cuales pertcnecen al dominio de F y para los cuaies existe D^(x, r ); en forma 
similar se dcfinió el dominio dc F v . En este ejemplo, cl dominio de F es el conjunto 
{(*> 7 ) | * x-y > 0), l> a F(x,y) y D,F(x,y) cxisten sobre el conjunto ((*,/) | 
> °>' Por ' ant(> ' eI dominio de que cs lambién cl de F, es el conjunto 
{( x ,y) I X — X*y> 0). La gráfica de este conjunto se indica en la Fig. 10.9. 

(6) En este caso: 


V*F(x, y) = (—sen x a y) D,(x*y) = —2 xy sen **y 
D„F(x,y) = (—senx^y) D,(* 2 y) = —sen **y 

Aqui cl dominio de F g = dominio de F y = dominio de F = Re X Re. 
Algunaa veces la notación 

SÍ& a F(x,y) , 3 F 

S7-‘ 0 5T’ 

se usa en lugar de D,F(*,y) y la notación 

WmL dF(x,y) e 3 F 

~W~' 0 ST 

se usa para Por ejemplo, ai F(x,y) = «■■», entonces 

dFl dx V) ~ X ^T + = *<2*y**') + ** = e-»(2*V + 1), 




Guando usamos el símbolo ~* 7 ’ - para representar la derivada parcial de 

con respecto a x, o cl símbolo — ^ y ) para representar la derivada par- 

^|ál de F(x,y ) con respecto a y, se entiende que estos símbolos no son cocientes 
de dos cantidades dF(x, y) y dx o 3 F(x t y) y 3y. Ningún significado se le asigna a 
lOa aSmbol 08 3 F(x, y), dx, o 3y tomado separadamente. Ya que esto difiere dcl caso 

cn la cual cl símbolo sc usa en rdación con una función de una variable 

ndependiente, sc debe tener cuidado al usar estos símbolos. Cuando la expresión 
para F(x t y) cs muy complicada, es común escribir 

fe; â ('<*•?>) r £(?(*,)) 

tòlogar de 

dF(** y) .. y) 

iP f : :• dx y 3y * 

j f ^ definidones Y símbolos para las derivadas parciales de F(x, y,z) son 
semejantes a ias usadas para las derivadas parciales de F(x,y). Por ejemplo, si 
F= {(*.y,*;u) | u = F(x, y, z), (* ,y,z)çD} 9 
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u derivada pardal de /<* y ,.) con respec.o a * ae representa por D.F (*, y, >) y 

. F(x + h, y,z)—F(x,y,x) 

Tt^(x,y ,«) = J>“- 1 

ai este limite exista. El estudiante debe escribir la. definiciones de D r F(x,y,x) y 

rcspecto a x. Por cjcmplo: si 

F(x,y,x) = x’ + y* —2xycos*, 

"r,.)= 2 *- 2 rco.x, «*-*«* y = 

2 xy sen r. son similares. 

Si F es una íunción de n variables mdependientcs. 

r= ((*.,*„*.. I“ = • *»)• <*»“• -■ 6 0,1 

podemos definir n derivadas parciales de F(xi. »» *» "' ■ A,! 

D.,F(x»,*»*t *••;*«) 

.. F(x„ Xx, X, + K %4t — , x,)—F(*t, *»,*>» **. "• , 

= te - 5 

“ d = 2 *s- + 3 *.* + W + 5 *.-. y si queremos encontrar 

dJL C*:*2 consideramos *. como la única variablc y *„ X» *. como cons- 
tantes y obteneraos 

Vs i F(xi,Xt,x i ,x t ) = 8 x a . 

De la Sec. 3.10 recordamos el Teorema dei Valrfr Medio para Derivadas, cl 

cuol enunciamos de mievo como teorema 1 . 

™ i c* D — (ír I v — F(x)) es continua en cl intervalo cerra- 

* tSTTlii '^ -2* *«• —~ — ün 

talquea<c<by i 

F{b) — F(a) = (fi — o)f^(o). 

Como una consecuencia directa de este teorema tenemos los dos teoremas st- 
guientes. • -x 

Teorema 2. Sea F una funeión de *. variables ’ ■£»£ 

números redes ides que a < b, y y. » numero Sl FÁ *'?\ ?*““ P 

* € [o;6]. y = *. «we» «*“ un *”? real c J a 9 “ r (6 ) 

F(&,y 0 ) — F(a,y 0 ) = (6 — a)f,(c,y„). ' ' 

Demostración. Definamos la funeión C de una variablc independiente 

C(») =F(x,yo), * € [°! fc ]- 

„ % C(* + h) -GW = lim F(x-fA,ro)-^M = FÁXt y# ) .• 

C(x)=lim jp J .-0 * 
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1 


•v 


fc SjVv ^l 1 * xi * ,e p*« * € ta; 61. C'(x) existe p.ra [* € a; 6 ] 
y v? satisface la hipotesis dei teorema 1. Entoncea, por teorema 1, existe un número 
real c tal que a < c < b y 


esto cs 


G< 6 )_ C(a) = (6 — o)G'(c), 
F(b,y 0 ) —F(a,y ç ) = (6 — o)/.(e,y„). 


Algunas veces es útil establecer el teorema 2 en la forma siguiente. Si existe 
un intervalo cerrado / y un número real y, t l cual tiene la propiedad de que 
F,[x, y) existe para x Ç l,y = y t , entonces: 

; F (*° + *• Fo) — f(x» yo) = w,(c,y.) ( 7 ) 

donde *. { I, (x c + A) £1 y c es un número red entre x, y x, + h. 

Es fácil para el lector dar la demostración dei siguiente torcma. 

Teorema 3. Sea F una funeión de do, variables independiente,, a y b dos 
numero, rede, tdes que a < b y x„ un número red. 

r ml F,{ V ] P arax = *«r€ [o; b], enurnces existe un número red 

c tal que a < c < b y 

iffeS ‘ ’ W***) — F(xot a) = (b — o)F r (xo, c). ( 8 ) 

Otra forma de establecer el teorema 3 es: Si existe un intervalo cerrado J y 
un numero red x, cl cud Pene ta propiedad de que F,(x,y) existe para x = 1 
T ç /» entonces: 

' + *> —^ro) = &,(*+*), (9) 

St** € A (ro + A) £ J y CCS número real entre y 0 y y 0 + k. 


■4 

[h‘l 

v« 


- \ 


m 


m 


. 


,11 


I 

•ssB 


ejebcicios 

I , k E " un ® de ,os c Í crcíci oa dei 1 al 8 encuentrc D,f (x, 7 ) y D r F(x, y) 
WM X - = lan (az + 6 y). 7 ^ '^ 7/ 

p:fv; 2 . F(x, y) = 

|V /'■ S - F (*> 7 ) = Vy — 2x. 
p py ^ ^(*.7) = Vx* — y*. 

^ 5. F(x,y) = aresen (x/y). 

!§-*§-£ =In (1 —X a —y*). 

| ^: 7, = Vx 1 + y“ — 4 . 

p?.. 8< y) = V7 a — y” + V?"+y a — 4 . 

,. tn los ejercicios 10 al 13 encuentrc F,(x, v) v F..lx v \ v 

m?r)- tnto mi (t, d ; f: Encuen,re ^ 
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12. F(*,y) = ln (9— — f)\ (*x,yi) = (2,2). 

13. F(*,y) = Vx* 4 -y* —9; (*,*) = (—3,2). 

14. Para F(0, £) = sen 20 cos 3 <f> t encucntre D«F(0, $) y D*F(0, $) 

15. Para F(x, y) = —, donde (*, y) (0,0), encuenlre 


16. Para F(x t y ) = tan^ encuenlre -- g - 7 -- y - g --- - 

17. Para F = {(*, y,*5 ») I * = *(*• T» *))• , dé la* definiciones de 
D.F(x, y, z) y D 0 F(x, y, z) semejanles a la definición dada en esta scccion para 
Dj/ (x, y. x). 

En lo 9 ejercicio 8 dei 18 al 21 encuenlre DgF(x,y t z), D*F(*, y, x) y 
D,/* (*, y, x). 

18. F(*,y,x) = xyz + **y — xz* + y*- 

19. F(x, y, x) = 2x 3 + 4y* — 2xy cos z. 

20. F(*. y, x) = * arctan (y/x). 

21. F(x, y, r) = ye*’ + * ln (y* — x‘) + arctan 3z 3 . 

22. Para F = {(*, y, x; u) 1* = F(*, y, z)}, dé las definiciones de F„ F„ 
y F m semeiantes a Ihb defincionea de F w y F y dadas cn cata ôeccion para 
F={(*,y;x) |x = F(x,y)}. 

En cada uno de los ejercicios del 23 al 26 encuentre F t (x, y, z), F F (x,y, z) 
y F„{x, y, z) y escriba las expresiones para las funciones F„ F v y F s . 

23. F(x, y, z) = x* — 2y* + 3z a . 

24. F(x, y, z) = 3*y — 4**y* + sen 2xy + + ln 4yx. 

25. F(x, y, z) = x 3 + y s + z s — 6 xyz. 

26. F(x, y, z) = Vx* + y* + x*. 

r./ v 3x _ 3F(x,y) _ dz _ 

Algunas veces es conveniente poner z — í 1 (x^y),-^ — - > dy ~ 

8 F(^_y). los ejercicios del 27 al 30 encuentre ZT Y • 


diz du du 

En los ejercicios del 31 al 34 encuentre Y ^ 

31. u = x*yz + xy 7 z + *yz=. 32. tt = 

33. u = cot (ax + by + cx). 34. u = 

35. Si u = * a y + y 3 z + z a x, verifique que ^ + ^ + 

dz 3; 

36. Six = ** — 3*^ —2y»; verifique que x-. + y- 


verifique que x 
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38. Si u = sen 


- *±y 


’ verifique que *|~ + 3 'j^ + í~ = 0 . 


| I 89. Si* = ln (<* + *»), verifique que g + £'= 1. 
j|> 5 ‘ 4(1 Si 1 = ~fj , verifique que + y ^ 

10.3 Sistemas de derivadas parcia.es. El par de ecuacionca: 

1:,, r.(*,y) = C(x, y) , F{a , y)=H(y) m 

iZãzzszxz,**- »«« ta». 

vada parciaf. Si existe una w;/ r constant *>* ilama sistema de deri- 

para (*, r ) f n " L , ~ qUe saU3facc ecuaciones de (10) 

•? “ £2 rs ir; - - ™ 

t 6 D *S?SÍ<»»> 

5|Çw^“ mos una función dc dos variables U , 

■te. • =^r)-K(«.r), (*. r ) e o. 

. En,oncc " W*.r) =/-.(*, 

M, , í/ * ( *- J ' )=c <*-J')-C(*.r)=o. (*, y)€0 . (U) 

11 6 »•—wmi -ta 

{x| (*. yo ) 6 D) , p.ra X en el intervalo cerrado 

;—= UJi ^ ir?- (7) - ^ ^ yo ,, 

U (*>to) — U(a,y,) = (*_ a)i/,(c,y 0 ) 

‘ U " nÚn,tr ° refll C en,re “ ^ S “ «*«80. Por (II), ü,(c, ro ) = 0 y 

|f r, “ t0 .. ^r.)=^ r ., 

m&. cua,( P JÍèr número y 0 tal que (a,y 9 ) G D \ x C ( \ r ™ 

6 *• p " k “«■ * <■ Ru Üí » 
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p«a («, y.) 6 D. Ya que F y K sou aolucionea de (10). F(o, *> K <“- >c) " °' 

, en consecuencla: 

K donde y, « «oZ^er valor d. y «1 que (a. y.) € D- Por lo tento: ^ 

F[x,y)=K.[x,y) pata (».r)€0. 

Supóngase que se nos pide resolver el sistema 

F.(*.y)=3xV + 4»V. F(2,y)=-V. ( “ J 

Al considerar 1. primera de estas ecuaciones, <qué podemos dectr acerca de 
n*. 7) * Observamos que ^ + 

c, una expresión cuya derivada parcial con respeclo a * e. 3** y* + 4**y*. Aderna. 

**y* + **y* + 7 y xY + x'y' + 9y 

5rr.-jy.fls; í sits» —* 

*>y* + *V + C(y), 

donde C(y) e, cualquier expresión que no contienc a ». .iene la propiedad de que 

D.[,'y* + *V + G(y> ] = 3*V + «*V- 

concluímos que: . . 

j?(* >y ) = *y + *y+ c(y). 

De esta ecuación tenemos: 

/*( 2 , y) = 8y 3 + 16y s + C(y). 

Pero para saüslacer la segunda ecuación dei sistema (13). debemos tener: 

r(2.r) = —Sr 3 - 

Entonccs cstablecemos: 

8 y s + 1óy 3 + C(y) — —» 

de donde encontramos que . 

G(y) = —16 y* — IV- 

concluímos que la función E expresada por 

F(x, y) =*Y + Sy‘-W-W 

«tisf.ee el sistema (13). Lo cual puede ser verificado por el estudiante. 
Ejemplo 1. Resuelva el sistema de derivada parcial 


F.(*,y) = y cos (xy), F(l.y)=seny. 


1 
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Soluciàn. Observamos que wi (xy) + C(y), donde C(y) es cualquier expte- 
8,00 ^ ne no contienc a x, tiene la propiedad de que 


Dr[sen (xy ) + C(y)J = r cos (xy); 


por tanto, escribimos: 


Entonces 


F(x,y) = sen (xy) + C(y). 


■IfC; PO.r) = sen y + C(y). 

teSaCfrf = o! = y ' tend ” m °* qUe ««y » ««r + C(y); rsto implica 
í Por tanto, 

F(x,y) = se n (xy) 

rs la solución dcl sistema dado. resultado que el estudiante puede verificar. 

i 1 v dlf " aS VeC ^ IU8ar d ° P " d ° ® cu#cionea com ° dcl sistema ( 10 ), 

| se dan un par de ecuaciones de la forma 

fc".. F ‘< x >y) = C(*,y), F,(x,y) = ff(*,y), 

RS™ eTSpk 2. que “ lUfa8a ecuaci0n “- SC 

P r E J e “P ,o 2 ‘ Eocuentre una función F, si existe, 1. cual aatisface (o) 

|| ./,(x, y) = X + y, F,{X, y) = *; ( 6 ) F,(x, y) = x + y, F.(x, y) = _*. 

(o) Observamos que podemos escribir: 

.vv.:: ^ = T + *r + C(y )» (14) 

t <r) ** CUa,q “^ r ex P resión no contienc a x; puesto que 

■fe’ ». [-f + *r + C(y)] = * + y = F.<*.y). 

^ijEn forma semejante, podemos escribir: 

■ F(*,y) = *y + (l8) 

■fe* //(x) " cualquier expresión que no eomieae a y; ya que 

jjj^y0»(*r + ffM] = * = F t (x, y). 
comparar (14) y (15) vemos que si escogemos 



C(y)=0 y H{x) = £, 


función F expresada por 


(f(x; y) = X y 



) 

) 

) 

) 

; 

) 

) 

) 

) 

) 

\ 

i 

) 

) 

) 

) 


) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

J 

) 
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satisfaço I» ecuaciones («)• Es evidente que la función F especificada por 
/(*, y) = xy + j- + c, donde c es una constante, 

tarabién satisface cl sistema dado. . _ „ nn A pmo « 

( 6 ) Si procedemos como en (a), vemos que si F.(x, y) -r 7» P 


escribir 

F(*,y) =t + xy + C(r) ’ 

En forma similar, si F t i*j) = — * P odemos escribir: 

f*(*,y) = —w 

N 6 tese que «1 ténnino de (16) que contiene a * y y, y el t érmino d . (17) el«d 

rAnti . np a * v y —*v, no son iguales. En conaecuencia, es impoaible escoger C(y) 
contiene a * y y, * 7 . o , p or tan t 0 

y H(x) para formar una función definida por (16) y por (1 ) 
no existe una función F que satisfaga el sistema ( 6 ). 

EJERCICIOS 

En los ejercicios dei 1 al 4 reauelva el sistema de derivada parcial dado. 

1. F.(*,y) =4*>y-3*Vi Ffry) = Wy-y*. 

2. F.(*,y) =** + 3y; E(l,y) = i +/• 

3. F.(*,y) =*(»*+r 1 )-: F(0,y) =41n|y|. 

4. F.(*, y) = y cos (*y); F(l,y) — 3seny. , . . 

En los ejercicios dei 5 al 8 encuentro una función F que satisfaga el p»r de 

ecuacionea dadas. , 

5. F.(x,y) =*-**y -V»/»(*/> =1 - ixy ~ 2 f 2xv __ v , 

8. F.(*,y) =* , + 2y + y 1 —2xy; F,(«,y) -2» —*■ . 2*y y». 

7. F.(*,y) cosí; F„(*.y) = — • 


8. F.(*,y) =i«»; F,(«,y) =2e-Mn*. 


En los ejercicios *del 9 al 10 demuestre que no hay función que satisfaga el 
par de ecuaciones dadas 

9. F.(*,y)?=p; E.(*.r) • 

En los*ejerckios ddU al’.W elcuentre una función F, si existe, que satisfsgs 
cl par dc ecuaciones dadas. 

11. F„(*,y) = yc* + *i FA*7) = 4 * + 3 *' 

12. F.(*,y) =^+li M*,y)=-“ 

18. /.(*,y) = ycos*; F,(*,y) = —een*. 

14. F.(*. y) = y’ sen *; F,(*, y> = —2y cos *. 

15. F,(*,y) = e»cosy + 2*; F,(*,y) = —e*seny + cosy + 3y*. 
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16. f.(x. r )=l + l ;Fll(x>f)= i_l 

17. F.(*,y) = y sen 2x; F,(x,y) = (1 + scn>*). 

• 18 - '•<*• y) = r,(x, y) 

10.4 Interpretaclón geométrica de las derivadas parciales Comri 
deremos una superfície que sca la gráfica de la ecuación: 

* = F(*,y), 


Fig:. íojo 

íesto es, Ia grafica de Ia función 

~J:<t r={(*.rs*)\' = Fix,y)} 

iSue Fi z' -flL S T" e ° K ?“ e P<X -y-^ - “ P»»» en esta superfície, esto 
k£ 1 ^***7*)» y supongase tarabién que /,(«„y a ) y / (* Y \ 

ptonces y = y,„ una ecuación dei plano ABE perpeUcd.r y 

í=/(*,y), y = y, 

ecu * oiones de la curva de interaección APB de la superfície dada v 

mzz£- ’ - 0b *"" '* ■»— * - £ Z^Q 

■çX. P(Xx,y l ,F(x l ,y l )) y Ç(* 1 + A,y„F (* 1 + A,y 1 )) 
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en la curva APB está dada por 

F(x, +k,'ri)— f (*■■?->) 

Por definición, 1. pendiente de la linea PR tangente a la curva APB en P (S .int- | 
plexnente la pendiente de APB en P) es: 


F(«,+ A, yi) — 

2 S' A 


,i »tc limite existe. Reconocemos este Umite como F,{x» y,) i entonces: 

F,{x u r.) = pendiente de APB en P = tan o. 

En In*, a , = ™ “ ■<" ** ■“ 

plano xy, 

z = f(%,yh * = * 

8 „„ IM ecuaciones de la curva CPD, intersección de la snperfide dada y el plano 

cuya ecuación es x — *x» y 

yi) = pendiente dc CPD en P = tan 

Por el capítulo 9 sabemos que 

.. * = «*». *)(* — *> 

, M pi.» e- -*» ■ >■ 1 

lar al plano *»; entonces _ v 


representación paramétrica 
tenemos: 

x = Xi + t. 


i gente 

z == zi + P*(*i i y*H 


y = y». 

En forma similar vemos que: 

, = *„ i—*> = f, (*i. yi) (y—r») 

es una representación perpendicular de la línea tangente PS y 

x = x» y = n + t, e = *, + P,(*..n)‘- 

* — - p'r « -i **- 1 

trar una ecuación. Por inspección vemos que su ecuac.ón es. 

-—ii = p.(x„ y.) (* - *) + '.<*• r*> ír - ») ^ 18) ? 

ya que la in.ersección dei plano con esta ecuación y el plano con ecuac.ón y g 
es la línea PR, con ecuaciones: 

r = y u z —= i.yx) (* — *»)• 


Jt | inle ^ción dei plano con ecuación (18) y cl plano con ecuación * = *, es 
jft- : Unea PS, con ecuaciones: 

X = XI, z — *x = F 9 (x» y x ) (y — y x ). 

fè ;K| : ^ Pj? no con ccua ción (18) se le llama plano tangente a la superfície que 
If >Ca de F el punt ° P( *‘* 7u r,) P 01 ^® conliene a Ias líneas tangentes 

SS' A- ^ dem0Slrará màs adelaate (Sec. 10.8) que si la función F tiene la propiedad 
f 7 son l conlinua8 en dgana vecindad de (*„ y x ) t y si C es la interne- 

5 ! i- 0 ",' . “ gr í!‘ ,Ca dc ^ y cualquier plano perpendicular al plano xy que contie- 
I»: ^ «I piinto P(x l ,y x F(x x ,y l )) t entonces la línea tangente aCen? estará en el 
&. plano con ecuación (18). 

mMiM. P €r P endicular d plano tangente a la superfície en un punto dado P 
.™ ea nonnal a la superfície en P. Hemos visto que una ecuación dei pla- 
| «o tangente a la gráfica dc a = F(x, y) en el punto ?(*, y„ 2 ,) es: 

—* 1 ) + F,(x lt y t ) (y — y x ) — (* — *,) =0. (19) 

Sabemos por los resultados de la Sec. 9.4 que el conjunto 

F.(Xi,y t ), F 9 (x lf y a ), —1 

1 ?™^° de númcros directores de Ia línea perpendicular al plano con ecua- 
IpgS** 9 '- Por tant0 » la hae& normal a la gráfica de z = F(x,y) en el punto 
E.S ' ’ Zl ^ l ‘ ene I a representación paramétrica 

* = *1 + F,(x l9 y t )^ y = y l + F,(x if y l )t, * = *, — *, (20) 


V Si F a (x Xt yj) 0 y F„(* : , y x ) 0, tiene la representación simétrica 


m 


= -Xzn - i—£» 

F^Xx.yx) Fp(xx,yx) —l * 


( 21 ) 


Ejemplo. Encuentrc una ecuación dei plano tangente a la superfície con 
^ccuadón 2 - A — 4x* — y* en el punto i> x (* f l f 2). Además encuentre las ecuacio- 
Bf P “ r f m r lnca8 y una representación simétrica, si existe, de la línea normal en P. 
% SolucuSn. F(x,y) =4 — 4x* — y\ entonces: 

W$ y ] = — y) = — 2 y, 

F.(i,l) =- 4 , F t (J,l) = —2. 

-f^) encontramos que una ecuación dei plano tangente es: 

—4(x —i)— 2 (y— 1 )—l(z — 2 ) = 0 , 

\W:, 4x -f- 2 y + 2 — 6 = 0 . 


/sando ( 20 ) tenemos que: 

lí.®;-- - V; ’ * = i — 4í, y = 1 — 2t, 


= 2 — t 


Ti‘| 
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eon la» ecuaciones paramétrica» de la línea normal, y, en consecucncia, 

* —è _ 7 — 1 _ *—- 2 - 

4 2 1 

- ca una representación .imétrica de la Hnea normal. La gráfica de ona parte de eata 
superfície se muestra en la Fig. 10.8. 

EJERCICIOS 

m § esrJriisSK ísf**®—• -— 

fieie dada, en el punto (1,2, 2). _ - _ , _ ç. ^tí en 

d respe^varnentè.* * 

de esta superfmie planos £ (2 , k) ' y f,(2, *) y dé un. 

y r SZttlTg*" 

(2>i ’& * la íup "- 
fidc en (2, i»4). , , 19 « i_ -çuación de una superfície. Encuentre 

p„ sxrrx l\££r« ir. r > » *■» 

dd dSl5iS“ u K l. ,„prfid. q- «*» “ ■' P™' 

3 . + 4y* = 2*; P>(2.1,4) grafique. 

4 . * = V17 — * — y* '• Pi(3,2,2). 

5 z = iV8-* J —2?; P.( Ví i, D 

6 . z = 8/xy; P.0,2,4). 

7. z = a 1 —y*; Pi(l.l»®)* 

8. s = ln(* 1 + r , )i P»(2,0,ln4). 

9 . z = ye"»; P,(l, 1, e). 

10. a = arctan (y/se) 1 Pi (—2, 2, ir/4) ■ 

1L I = V*i Pi(X,0,4). I 

12. c = x‘ + xy — 2y’; P.(l,2,—5). -| 

JLSiSR^tWaíH 
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. ^xfTTZTL ESSft • - 

ffejv' 2 = V li — a.-* — v* 

; y Cl plano con ecuación x = 2. 

SSafi r^^Por los planos coorde- 

ciónf= S55r? a ,i5upcr,icic con -* 

* + — 

gente 1 ]; 

ybi -^ + ^sontangentcacncípunto (4,3,5). V-^ + j y —25 

y 2r _ l-*»-y 60n ortogonales „ ^ „ no de ^ puntoa rfe £+,£+£ 

10.5 Ltaites y continuidad. En el capítulo 2 definimos I. proposición: 

W(*)=£. (22) 

Aqui descamo, generalizar este eoncepto « funcione» dc má» de un. v.riable in 

dependiente; definiremos el significado de Ia, proposiciones: 

J^ è /(*.,)=L. (23) 

?É (24) 

* «>• “ “ •-—* - w. —. 

p = {(*.y; *) | Z = P(«,y). y) € 0) 

r„ ÜTBT 

lím F(x,y) = Z, 

|P;;m <»,»-.<«.*) * 

^para todo número . > 0 «iate un numero J > 0. tal que par. Mo, 

^V<r?( n ^i_S<" 18 ***** (x,r) * ía ' 6, • |x -°j < “í 


LIMITES Y CONTINUIDAD/6S3 
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Por ejemplo ob.ervamo. que. - » de apI 0 xim« a 12 tanto como •* 

saCcIentamcnle pràximo . »3), *V = L 

interprctación geométrica de eata defimciôn e. „ » de 

(Fig. 10.11). 


Flg. 10.11 


o^.^-ha-r 0,7) 

Um F(*.y)=°- 

Para verificar lo anterior, obae^emoa que j 

!/■(*. r) — o| = I** + ^l 

m os * < V772, cntonoea 1* + J*l < ' «“*; 
Par. un « > 0 dado, si escogemos 8 

1* — 0| < * y b — °l < *' . CUS 1 * verifique (23), diremos que a»* 

* •* ”,fr. *•*» —» 

*F(* f y) no existe. 

“T".rx> ^ *—--—“ “* 

<*.*>-♦ tO> 


Los teoremas dados en el capítulo 2 referentes a suma, diferencia, producto 
y cociente de los limites de F(x) y G(x ) tienen análogos para limites de F(x, y) 
y ^(* 5 /). y las demostraciones son completamente seraejantes. 

Para que ^ lira ^ F{x,y) exista, se necesita que | F(x t y) — L\ sea menor 

que e para todos los puntos ( x , y) distintos de (o, b) que pertenezean al dominio 
}:de F y a la vecindad $ de («, 6 ). Consideremos iim /*(x,y), donde 

P,' '<■”>=*??• 

Aqui para todo punto en el plano XY t distinto de (0,0) y sobre Ia línea cuya ecua* 


ción es y = 2x tenemos F(x, y) — F{x, 2x) = 


X a 64a® 1 + 64** 


. Y como 


gg- .”rT6iF =0 ’ 

- existen puntos cercanos a ( 0 , 0 ), para los cuales F(x,y) es tan próxima a cero 

foí como so quiera; entonces si lim F(x, y) existe, este limite debe ser cero. Sin 
..• <*. r) -♦ (o,«) 

embargõ, para cualquier punto distinto de ( 0 , 0 ) sobre la curva cuya ecuación 
.íí es y s = x, encontramos que 


F(x,y) =F(y',y) = 


- 7 a -1 


7T7~ 2 - 


•Entonces, en cualquier vecindad de (0, 0) habrán puntos diferentes dei (0, 0) para 
£lòs cuales F(x,y) = J. Por tanto, no podemos hacer que F(x, y) se aproxime 
a cero tanto como se desee para todos los puntos próximos a ( 0 , 0 ), y concluire¬ 
mos que lim —- ff* . 

,1 co.o) x* + y 

$ ■! En general, si 


no existe. 


y = G x (x) y y = C a (*) 

'son las ecuaciones de dos curvas que pasan por (a, 6 ), y si podemos demostrar que 
lira F(x, Ci(x)) ^ lim F(*, Gt(*) ) 

tonces Um F(x,y) no existe. 

tac ;-. :<»,io -* ia, » 

La continuidad de una función F de dos variables independientes en el punto 
|(o, 6 ) de su-dominio se define en forma similar a la continuidad de una función 
una variable independiente. La función 

F={(x,r;z)\z = F( x ,y), («,,) í O) 
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es continua en (o, b) si: 

(i) (a, b) está en el domínio dc F ; 

(ü) Hm F(x,y) existe; 

(iii) lim F(x, y) = F(a, b): 

Estas tres condiciones se escriben a menudo en forma condensada, como: 

(o,fe) £ D y ^ F{x t y) =^( 0 , 6 ). 

Si F es continua cn cada pun.o dc la regiôn R, es continua en la región R. 

Si S ca un conjunto de puntoe que es Ia unión de vanas regume, y st F ca contv 

-í h» 

tiene una discoutinuidad en (o, 6). 

El decir que F es continua en (a, 6 ) esto es, que 

Um F(x t y) =F(a y b) (25) 

no equivale afirmar que 

lim F(x, 6 ) = F(a, 6 ) y lim F(a t y) = F(a, 6 ) ( 

Si (25) èsTerta, entonces también (26). peto si (26) es verdadera no por 
que F « confinou en * en (o. 6 ). y si la segunda ecuacon dc (26) es yerdadei , 

limite J- continuidad son semejantes a las dciiniciones dada, para una funcio 
de dos variablcs independientes. 

EJERCICIOS 

1. Demuestre que 

2. (a) Usando el resultado dcl ejercicio 1, jusuliquc que si. 

Fix,y)=-^ ? . m 0)=0 

enl 0 , 1 °( 6 )*Demue<irc T ^.y) cxis.cn cn Re. 

s. Par. F(-.r) =*£=?. d °" d ' *<» r r<». " < ue 

Hm F(x, y) no existe. 

„-9(x — a) v (y—«) = 3(x— a) son las 

_aE T£.£ie.s: s. S. •> > i»— s «»•+ 

2(x— a)) y Hm F(x,a + 3(* o)). 


rrjT*:- 
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5 . Demuestre que si x =?£ 0 y y 0 . 

lim (Um = f. Hm (lim^ ± b A - l 

+ c ™V ,™ct + dy) 2 * 

6 . F(x, y) = si^^Oyy^O; demuestre que lim F(x, y) = —l 

y Jjjj F(x,y) = 1, y en consecuencia: 

«“fc^*.r)]^B»[jmFU y )]. 

7. Escnba una definición tomando como base Ia proposidón lim 

; ■ - * <*.r.*>-*<«.».e> 

liincionV-llr ^ definición tomando como base la proposidón siguiente: la 
(1 * y> . ) | u — t (x, y, z), (x, y, s) € D) es continua en (o, 6 , c) . 

9. Para F(x r y) = —demuestre que Ura [lim F(x, y) J y 
'S *>] “ Ul ™ P ero 1 U0 , Km F(x, y) no existe. 

I*. W-*{8, 0) 


. 10.6 ün teorema basteo. En esla secciôn demostraremos un teorema xe- 

lerente a funmones de dos variables, y mostraremos cómo se puede generalizar este 
resultado a func.ones de má, de dos variables independientes. Este teorema con sus 
general, zactor.es es 1 , base de I. mayor parte dei material subsecuente relativo a 


i r ^ e ° F ( (*■ y: * I - — F(z, y)} una / unción cuyo domínio es 

J { V'J T “ " Urior ieR rF.yF, son continuas en una 

'Xctndad cerrada N de (x„y,) donde N Q i(, cnMnccs 

F(x l + K,y l + k)—F(x t ,y l ) 

- W.(x„ y.) + kF,{x u y x ) + A»,(A, A) + kO,(h, k), (27) 

donde hy k son dos números reales tale, que (*, + A,y, + A) Ç f/,yB l y 9, son 
dos funciones de dos variables independientes tales que 


lim k) = 0 , 

(»,*)-♦< 0,0) 


lim 0 j(A, k) = 0 . 
<*.*>-( 0 . 0 ) 


^ í ^^ OSÍraCÍán ' 5680 h 7 k d ° S núraer(>s lal « que (x, + h,y x + k) 6 N, y 

/■(*. + A, y. + A) - F(x„ y.) = [F(«, + A, y, + A) — Ffe. y, + A) ] 

+ ff(*.. yi + A) — F(x„ y x ) ]. (29) 

Porhipôtesis F. y F, son continuas en N; sabemos que F.(x,y) y F.(x y) exis- 
.«n « /V Por u«o las hipótesis de los teoremas 2 y 3 de Í. See. I0.2 ,en l 
segundes formas) se satisfacen v usando estos teoremas tenemos oue: 

F(x. + A y, + A) —F(x„ y, + A) = Af,(c. y, + A) (30) 

F( x t,y, + A) —F(*i, y,) = AF»(x,,<í), ( 31 ) 
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donde C está entre y *1 + A, y d está entre yi y yi + *• 

Usando (30) y (31) en (29), obtenemos 

F{x x + A,y x + A) — Fi^jx) = WAc.yi + *) + kF,{x u i), (32) 

donde C está entre y *i + A, y d está entre y x y y x + k. 

Como F. y F f son continuas en iV, esto implica que: 

lim F m (c, yi + A) = y») 

V lim F v (x x ,d) =F v {x x ,y x ). C34) 

(M)-*co,o) 

Definamos dos funcione» «, y 9. por 1“ igualdades 

9, (A, A) = f.íc.y, + *) — M*«n> 
y 9,(A, A) =f y (*„d)— r,(*.. y«). 


entonces 


f.(í, yi + A) = F.(*- r») + *»<*»«) 
/■„(*„ d) =F,(x„ y x ) + 9»(A, A). 


De esta. igualdades y de (32) se deduce que: 

Fixt + kyi+k) —F{x lt y l )=hF.( i x x ,y l )+kF v (x l ,y x )+he x {h,k)+kdAh,k). 

Además, ( 33 ), (34) y las deliniciones dc MM) Y MM) «mpbcan 9 ue: 
lim 9j(A, A) = 0, lim 9, (A, A) = 0. 

Por tanto, queda demostrado el teorema. 

El teorema 5 puede dar una condición suficente para que una funemn t de 

dos variables independientes aea continua en una region « 

Teorema 6 . Si la lunción F = {(*.?,'*> I* = K*.y)) *■ P™P“' 

Jad dc que F. y F, ,on continua, en una regida R, cntoncc, F e, conunua en cada 

^D^ZZlión '. Sea (*,, y x ) un P “" t0 interi01 de R ’ De (27) “ d * d “ C ' q ““ : 
lim [/(*. + A, yi + A) — F(*>. Ti) ] = °- 


entonces 


lim F(x x + A, y x + h) = F (x u y x ), 

(ft,k)-»(9,0> 


Con esto el teorema queda demostrado. ^ 

El teorema 6 debe compararse con el teorema 1 de la Sec. 3.2, £ 
blece oue ã F es una lunción dc una variable, entonces la ex.stenc.a de F (*) en 
'TtrtàtL par. asegurar la contmuidad defena El teorema 6 requ.ere no 

solamente la exiatenci. de la. derivada, parciales F.(x x , y x ) yF,{* x . 
bien la continuidad de F> y F, en (*,, n) • Para poner de rehcvequela 
tencia de las derivadas parciales F t {x j,y x ) y F 9 (x u /i) n0 cs , ^ , 

gurar la continuidad de í en (*,r.). consideremos 1» funcion F expres.da por 


v 
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!'• (*,y)#( 0 , 0 ) 

H; f(o,o)=o. 

Ê: M eÍeTdd0 1 * la 10 *5 resulta que lim F(x i y) no existe y por 
tanto no es continua en (0,0). Sin embargo: 

¥ >-.( 0 . 0 ) = lim ü 0 - + ^ — F(0 ' 0 ) = l im q = 0 

fçtVi h ~*° " 


wo)ci,íl^;-^q ) ;M::0 

h -*° » A-o 


existen. 


H teorema 5 se puede extender a funciones de más de dos variables inde- 
pendientes. 

v- J P° r ejemplo, si 

F = ((*?•*;«) |tt = ^(*.y,*)} 

es una función cuyo dominio es una región (tridimensional) R, V ú F» F, y F 

7 >n 00011111133 c " a, * un * vecindad (tridimensional) cernida /V de un punto interior 
y*i»yi,*i) de A, entonces 

-fi--.í(*t + A, y a + A, zj + 77i) — F(*x, y x> z.) 

= kF,{x i, yx, Zi) + A/V(*i. yi, r») + rrF,(x u y u Zj) 

5|g: + AMA, A, m) + A^a(A, A, m) + m^ t (A, A, m), ( 35 ) 

Si ( f.' + A ' ri , + A ’*‘ + m > € Af. 9„ 9 t y 9, son funciones de trea variables 
independientes; tales que 


lim MA, A, m) = lim A £ 

«..o.®, a.*.»™ w , ^ ; 


En general, si 


- lim Onikkm) =0. (36) 

(0,0,0) ' 7 


F = ((***,. | «> = /■(*„*« •■•,*.)) 


" -'«‘«Wc» independientes con ; i = 1 , 2 , • • • ; continua» en 

na vecmdad (n-dimensional) cerrada Af de un punto interior — *'„) dei 

domimo de F, entonces: ' 

y;r , <í» v’,. 

||; ff*.' + Au + A.) —/W. *.') 


donde 


i» 

, = g [A.R.jfe', * a ', , *,') + 4,9,(A,, A„ ... , 4,)] (37) 

,, , J™ 9,(A,, A», • • • , A„) = o, i = l,2,— n. 

(Ai.Si,..., h u h+(0. o, 


( 



I 
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En Ias aplicacior.es dei teorema 5 y sus generalizadores, frecucntemente reem- 
plazamos x, por x, y, por y etc; h por ^ k por Ay, etc. Sr haeemos * - F(*. y) 
y definimos Az como: 

Az = F(x + Ax,y + Ay) — F(*,7>. 
enlonces (27) se transforma en: 

A* = F.{x, y) A* + F„(x, y) Ay + BA A*, Ay) Ax + 9 ,(Ax, Ay) Ay, (38) 
y (28) se transforma en: 

Unr í 1 (Ax,Ay.)=0, (4 ^ (0 , 0 , 9 '< A ‘' Ay) = 0> (3?) 

Algunas veces encontramos (38) escrita en la águiente forma: 

A* = —Ax + ^-^r + »i(A*. A 7> A * + Í,(A *' Ay) C ‘ 7 ' (40) 

dx oy 

En forma similar escribimos (35) coroo: 

Att = -f - A* + Ay + £ Ai + 9,(Ax. Ay, Ar) Ax 

+ 9,(Ax, Ay, Ax) Ay + 9, (Ax, Ay, Ax) Az (41) 

y (37) como: 

Aw = £; a *' + -£ AXa+ ^' + £: AXn + 

£9,(Ax„Ax» ••• , Ax.) Axr: (42) 

U igualdad (38) constituyc ura fórmula para cl incremento Ax de z en ter- 
, ® . . g fAr y 9-(Ax, Ay). Esta igualdad y sus generaliza- 

mmos de A *- Ay ’ desarroUos subsecuentea. Sin embargo, si 
cones son d. rmporuncm b«.ca «n os d „ eara05 obtencr una fórmula 

para una fune.ón dada F - 1 diremos esta fórmula por cálculo 

directo” «Alugar de usar (38). Esto es necesario porqtm ««« ie 
conocemo, 1« ear.cterisüeas particulares de las funcones 9, y solo 

qUC Por ei^-Para z = F(x, y) = W - xy + V. tonemos J 

“ : ígí MU í *>+«y+«>-*•+- ; 

L = Ax (6x* — y) + Ay(6y -*) + A*(6x Ax + 2Z?-)Ay) + Ay (3Ay - ■) Ax) . 
Aqui F,(x, y) = 6x’ — y y FM = 6y-*. Si se compara esta expresrón d| 
Az con (38) se observará que: 

Sl (A*. Ay) = 6x Ax + 2Ãx* — *Ay, 9,(A*. Ay) = 3Ay — *Ax, | 
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e inmediatamcnte se verifica que: 

lim 0 x (áx,Ay) = 0, lirn 6,(Ax Ar) =0 

(^ar)-ca.o> <*.,a^<o ; o> ' ’ U * 

|.W expresiones dc 0, y 6 3 pucden no ser únicas, para dar un ejemplo dc csti 
caso, notese que cn el anterior podíamos haber escrito: 

Az = Ax(6* 3 y) + Ay(6y —*) + &x(6x Ax + 2Ãk* — Ay) + Ay(3Ay), 
donde: 

O x (Ax, Ay) = 6* Ax + 2Ã^ — Ay, 0 2 {Ax, Ay) = 3Ay. 

Sin embargo, para cualquier expresión permitida de 0, (Ax, Ay) y 0 t (Ax, Ay) 
se salisfacen las igualdades de (39). 

EtJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 ai 4 cncuentrc una fórmula para Az er 
^jminos MfyiAjy Ar. En cada caso escriba esta fórmula en Ia misma forma 
que la igualdad (38); identifique 0 x (Ax, Ay) y 0,(Ax, Ay). v Dara estas idenfi 


jjp* ^ W* *v, o, o) 

& 10,7 Dcrh ' adas to tales. Supóngase que F es una función de dos variables 
jTindependientes cuyo dominio es la región R: 

F = ((*.?.•*) l* = F(*,y), (*,y) €«). 

Supóngase además que C y 9 son funciones de una vorkble independiente, que 
^tiencn como dominio común el intervalo [a; 6], y que tienen la propiedad de que 
(x,y), para el cual 

X = G(£), y = H(i), , e [ a; t ] 

es un punto de R. Entonces se deduce que existe una función F, tal que: 

F(t) =F[C(t),/f(t )], £ € [o; 61 , 

|;4: Pe (fe«) |*=/(») srrc(i),a«)],i € [o; 6]}. 

E . J-* deriva<la ordinaria D,x = D,F(£) (si existe) se llama Ia derivada total 
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Aunquft podemos encontrar la derivada total D A ptimero encontrando F(t) 
y dcspués derivando F(t) con reapecto a 1 en forma directa, e. mia conve- 
nienle encontrar Diz usando la fórmula 

D,z = /.(*. y) Di* + F v {x, 7) V,y, 

que obtendremos a continuación: 

Sca t x un punto dei intervalo [a; 6], con la propiedad de que si 

*i = G(<i)* = i)» 

entoncea el punto (*„y>) es un punto interior de R. Supóngaae que C y // son 
derivables «n [a;*] y que F, y f. son conUnnM en «na v.c.ndad cerrada A 
de (* lf y x ), donde /V £ K. Sca At cualquier número diferente de cero con la pro- 
piedad de que si ponemos: 

x v + Ax = G(li + A»), y, + Ay = ff(t. + Al), 

entoncea (*r + Ax, y, + Ay) 6 AT. Si Ar = f<«. + Ax, y, + Ay) - F(x>. y,). 
por el teorema 5: 

Az = /•»(*!.yi) àx + F,{x u y x ) Ay + MA*, Ay) A* + MA*, Ay) Ay 


■donde: 


Por tanto. 


lira d»(A*. Ay) = 0, 

CA*.Av)-.(0,0) 


lim MA*, Ay) = 0. 

(A*. A* >-(0,0) 


£ = /■.(*.. y.) £+'*(*>. n) £+*'<**• ** g+í.'0-.oy) S- <*> 

De la definición de D f z sabemos que: 

Dia] (i = Um = Um[ F.(*.. *t) ff + r»> ff 

+ 9,(Ax, Ay) ^ + í,(Ax. Ay) ff] • f 45 * 

ri este Umite «iate. Como C y H son derivable. en [a-, b ] son continuas en 1, 
(Vea Sec. 3.2), y en consecuencia: 

lim A* = 0, lira Ay = 0. ^ 

A »-*0 A ‘— 0 

Sabemos por (43) que dado « > 0 exiate. 8 > 0, tal que: 

|8,(Ax, Ay.) — 0| = |«.(A*, Ay) | < « 
para todo (Ax. Ay) que perteneaca a una vecindad 8 de 

Lo (Ax, Ay), tal que |A*| < 8 y |Ay| < 8. De acuerdo con (46) par» este 
i > 0 existe un 8, > 0, para el cual 

|Ax| < 8 y |Ay| < 8 
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lí á M > *" Por lant0 ' dado • > 0 ». > 0, para la cual se cumple: 

tó §'Êíi Ia,| ^ . \1\iàx, Ay)| < c 

- SI |Aí| < 3,; esto es: 

• . Jfe 01 { **' ^ = °* (47) 

J , En forma similar se deduce que: 

’ . lim 9.1 Ax. Ay) = 0. (48) 

h Substituycndo (47) y (48) en (45) tenemoa: 

te. . * '•<«**> g + /,<*.*) - Hm g 

P ° r la der " :ha - Corao C y ,l derivables en 1 , sabemos 


jjfe y por tanto: 


&-ar= DiC(t) ]«., i”-ff = »>*«>] 


|f: ; D,?(t) ]*. = D «*].. = F '(*»yi) D,C(í)J (1 + F,(x..y 1 )D,fl(l)J </ 

- StT fÓrmUl ‘ * verifica P ari cu *lqu>er valor de 1 , para el cual (*„ y.) es 
ggjmpunto mtenor de R , se deduce: * 7 9 

3 f ► ' '.*!/; - * • V-* 

É#3. / D ^W = DiC(t) + F r (*. y) D,//(í) (49) 

• D,z = + r) D*y« (50) 

r Hemos demostrado el siguiente teorema: 

Jgm&fc. 

m Teorema 7. Seu F = {(x.y; x) |a = f(x,y)> una funcicn para la cual 
ml Sean COnUnüas en to* 0 F*** interior de una repén. R. Si G = {(*,*) 

H = |y = H(t)) son dos funciones derivables en un inter- 

\'*to 7 <*>r) « un punto interior de R , que cumple: 

jfci * = C(«), y = mt), t 6 [a; 6] 

Manco la derivada total dc F(x, y) con rcpccto a í, D.z exisíe para t ç [«; 6] y 

JÊÈ$£? • D ‘ J = A(*. y) D.* + F,U y) D,y. 

| ( Ejemplo L Si x = F (x, y) = «y + 3,- 2y ; , = e *. y = sen( fl ) En- 
.cuentre D.t. usando I. fórmula (50). (6) Obtenga una fórmula para F(t). ( c ) 
Usando esta’fórmula, encuentrc que D t z = D.f (e). 
i' Solución. (a) Aqui: 

y) = 3 *V + 3. y) = 2x>y - 2; D,x = e -, D , y = cos t 
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Sustituyendo cn (50), obtenemos: 

D,z (3 xY + 3)e‘ + (2**y — 2) cosi. 

Al combinar cstc resultado con las igualdades * = *',/ = sen í, podemos expresar 
D«z en términos de í. Encontramos que: 

D t z = 3c»' sen* t + 3e* + 2c" sen * cos / — 2 cos t. 

(ò) Àl combinar las igualdades dadas z = F(x,y) = + 3x 2y, 

x = e‘,y = sen C, obtenemos: 

z = F (e‘, sen t) - c" sen* t + 3e* — 2 sen t = F(0 - 

(c) Al derivar tenemos: 

D,z = D,F(í) = e 1 * • 2 sen t cos t + 3e sf sen 3 í + 3e* — 2 cos í. 

El argumento que conduce al desarrollo de la fórmula (50) sc puede genera¬ 
lizar a funciones de más de dos variables independientes. Entonces para 

u = F(x,y,x), * = Ct(l), y = C,(t), * = &('). 

tenemos, bajo condiciones adecuadaa (extensiones de las condiciones dei teoiema 
7) al usar (41), que: 

Dríi = F.(x, r, a) Di* + F„(x, j, x) D,y + F.(x, y, x) D,z. (51) 

En forma semejante, si 

w = F(x x% Xt % ••*,**) y *i = C t (4), 

entonces 

Dtiv = Z F »t (*»>*>’ "*.*•) D *** (52 ^ 

4-1 i 

donde 

F,j(»i, **,•*•» *■) = D* t f(*>» *2» » *»)» 

Y el segundo miembro de (52) es la suma de » términos, uno para cada una de las 

variables (i= 1^2, •**,»). 

Dada z = F(%,y), donde * = C(l),y = B(t), entonces z = 
si interpretamos a t como el tiempo, la fórmula (50) nos da la razórt de cambio de 
x con rcspecto ol tiempo. En forma similar, dada u - F(*.y, z) donde * - wW. 

V = C 3 (t),z = C,(í), entonces u = F[C.(0, G,(0, G»(01. Y « interpretamos I 
como el tiempo, la fórmula (51) nos da la razón de cambio de u con respecto al 
tiempo. 

Ejemplo 2. Un sólido rectangular de acero se enfría. Cuando el tiempo cs 
íc las dimensiones son 6, 4, 2 cm. El enfriamiento causa ima contracción en las 
aristas dc 0.06, 0.04 y 0.02 cm. por hora. Encucntre la razon de cambio dei voiU*. 
men con respecto al tiempo en í 0 . 
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■M 


I ftívrjLír ‘ t 

feypôngase * * ftW ‘ ' = ' = *<*>. 

li Entonces per (51) 'W»']«F W . 

ff y en consecuencU, =’*“* + ««* + *D,z, 

I D,F(<)] ‘« = (4) (2) , ~ 0M ) + (6) (2) (—0.04) + (6) (4) (—0.02) 

^-44 cm. cúbicos por hora. 

M ^?l n ' gatÍV ° ’* re8pU ' 5 " 1 ÍndÍc * 61 «*«”»» «* decreciendo eu el 
I Si x = F(x,y) yy~G(x), entonces 

i x = F[x,C(x)] =J(x). 

I - * 

H D - 2 = F ‘^ 7) + FAx. y) T»,y (53) 

I ' «.‘KIT 4 ,' í Jrf-* * -í. - * I» ***. que w .. 

frpb ^ a! F ‘^r) = 8 x,F,{x,y) = 18 V y D.y = 2x 

gp.: Dsando (53) obtenemos: 

Dj(*) = 8* + 18y(2x) = 8x + 36x>. 

P,id.deflL^c: aCÍÓn dC ” ,e en '° n,r4m <» d! ~“.c de Ia. igMl . 

Ratonees, ^(*.*«)= 4 »* + 9 * = F(x). 

|:Mf DrF(z > =8* + 36*». 

r C(,)t r =f {t h en,onces »«*• ,a «terivd. total d. 
mMr- Ar * Una Uta 8 ,n,eraame in "rpr« t a.ión. En el p)ano 

Kfr * = C(‘). y = m. «€[*>;«.] (54) 
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DERIVADAS TOTALES/540 


” una representación paramétrica cic una curva como la AMB cn la Fig. 10.12. 
,n ei espacio-3 el par de ccuacioncs (54) es una rcpresentación paramétrica dc una 
superfície, la superfície cuya gráfica es el conjunto: 

% {(***> |* = C(i), y = *(!),*€ [*;*.)}. (55) 

Esto es, una superfície cilíndrica cuyos elementos son paralelos al eje r. En la 
Fig. 10.12 ABCE representa una parte de esta superfície. La gráfica de * = F(x , y) 
es una superfície en el espacio-3 como la superfície 1JK de la Fig. 10.12. 

El conjunto de ccuacioncs: 

* = c«), r = m. «=/[cw,íw], t e [«,;«.] 

es una representación paramétrica en d espacio-o ae ia curva de mtersección de ia 
gráfica dc z = F{x,y) y la superfície cilíndrica que es la gráfica de (55). Esto, 
cs, el punto P(x,y,z) donde 

;j|: ; x = C(t), y = //(«), *=/[C(l),//<*)], I € [*'*], 

está en la curva CSE de la Fig. 10.12. Por tanto, D, Zf la derivada total de F{x, y) 
con respccto a 4 cs la razón de cambio de la coordenada z dei punto P{x, y, s) con 
respecto a t cuando el punto P se mueve sobre la curva CNE. 

Ejemplo 4. Si z = F(x. y) = *» + y\ * = 2 — Jt, y = 2l"\ encuentre 
Uiz para t = 2 e interprete este resultado geometricamente. 

Aqui '•ter) = 2xy F w (x,y) = 2y,D f * = - 1 y D,y = l/t'*. 
Usando (50) obtenemos: 




P«r« í- 2 encontramos que * = 1, y = 2 Y2 y, en consecuencia, D,*],., = — 1 
V.'; ”f* 4 — 3. 

I ' 1 ~ ^ punto cuyas coordenadas están dadas por x = 2 _ 

fefíf- 2 = x ~ + y~ cs C(2, 0, 4); véase Fig. 10.13. Usando la expresión para 
fDa. y Ias igualdades * = 2 — *f,y = 2í*'% encontramos que D,z = + 2, y 

este resultado implica que D,z > 0 para t £ [0; 4], 

^Íp-Esto es la coordenada z de un punto en la curva intersección CNE de la super- 
í fic^e determinada por x = 2 — ±t, y = *'* y | a superfície con ecuación 
f*— **,+ y 3 aumenta cuando t aumenta dentro dcl intervalo [0; 4]. 

Obsérvcse que cuando t aumenta cn el intervalo [0; 4], el punto P(x,y z) 
|se mueve sobre la curva CNE dc <7(2,0, 4) a £(0, 4,16). La razón dc cambio’ de 
> con respecto a l en N{ 1,2 V 2, 9) es D,z] 3 = 3. 

V' • • 


||f EJERCICIOS 

■ •í: En Ios ejercicios dcl 1 al 4 encuentre Ia derivada total D,r: (a) Use la 
fórmula (50); (6) Derive directamente z = F(t). En cada caso expreae D,z en 
[unción de t. 


I 



I 

I 
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1 . x = x a + y 2 ; x = sen r, y = cos fc. 

2. z = x a — 2xy +4r; x = cos t, y = sen í. 

3. z = c* sen y + e v sen x; % = ±l,y = 2c. 

4. z = c“ sen y; * = ln t, y = í a . 

En cada uno de los ejercicios dei 5 al 12 encuentrc la derivada total D,a. 

5. z = x\ay,x = t 3 \y = Vl— 3I - 
G. a = b>(* — y);* = nco»í,y = o sen í. 

7. z = arctan (y/x); x = a cos í, y — o sen í. 

8. s = x* + 2xy; x = ln t, y = e 1 . 

9. z = cos (x* + y 3 ); x = 3*. y = e'. 

10. z = arctan (x/y); x = ln t, y = c*. 

11 . z = sen (xy) — xscnyjx = c*,y - te . 

12 . z = ln (x* — y s ); x = o cos í, y = a sen t. 

13. Si u = xyz y x = c‘, y = ln t, y z = I a , encuentrc D,u en íuncion de I. 
En los ejercicios dei 14 al 19 encuentrc la derivada total D,«. 

14. u = j + Z;x = 2t t y = j;x = t s : 

15. w = sen (x + y + a) ; x = sen í, y = cos t, = = c*. 

xyz 1 _ 1 r _ 1 

16. » = ^ + | + ;.* = 7>r-J5»*-í3* 

17 . iz = x cos z — y cos z; x = sen 2l, y = cos 2l, z = 2*. 

18. U = x* + y a + X a ; * — C* COS í, y = sen i f z = « • 

20. L"has7dt una pieza retangular de metal tiene 15 = m d ^ B ^° > 

* V 

4rCa 21. La preaión, el volumen y la temperatura absoluta dc- ntwI * 
aon respeclivamente 20 kg f' Tn"'dTò^^^setndo TeítlumJn auinent. a 

arTEt-.sssíi s££—>•—* -«• de u ?[ ” ién 

C ° n «Tu longitud^ la anchura y la altura de un paralelepípedo recUagu)*^ 
tán aumentando a razón de 2. 1 y 03 cm por m.nut^mpcclj va mente. Encurte 
la razón de cambio dcl volumen y superfície con respecto al t.empo, cuando 
lonzitud, la anchura y la altura son 15. 8 y 6 cm respectivamcnte. 

23. El radio de la base de un cono circular recto, está aumentando a razón d 
0.5 cm por minuto, y la altura e.li dccreciendo . r«on de 1 cm P " 
cl volumen aumentando o decrecicndo cuando el radio y la altura son > 

^A qué razón aumenta o disminuye? 

En cada uno de loa ejercicios dei 24 «1 27 encuentre la derivada total D* 
a) Usando la fórmula (53); ( b) derive directamente « = F(x). txpreee el 
resultado en función de x). 

24. x = ln (x 5 + y f ); y = sen x. 

25. z = y« + 2x;y = 2x. 


) 
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; *°* u n P unt0 1 l*» y* z > SC tnueve sobre la curva de interscccion de Ias grá- 

^ ^, \ y a y, x = 2 sen t, y = —3 -f 7 cos t, donde t representa 
d punto E (2 CU —3 te õ) a niZOn “ a ' mb " > d ° U cootdcnada * con t«perjo al tiempo en 

29. Si u = F(x, y, z),x = x,yzz C(x), , = H(x), Demueatre que 

D,u = F.(x, y, i) + F,(x, y, z) D ,y + F,(x, y, z) D,= 
es un caso particular dc la fórmula (51). 

p.r.^omr.“r dX' 7- * 5 ' 1 = *“ *’ * = ^ *' “* * muItado dcl e i' Icido 29 

31. Si « = xy + yt + ri, y - ,■ y j = sen encuentrc D.u. 

10.8 Derivada direcclonal. Supóngaac que a = F(x, y) es una ecuación 

%TÀT r r^\LT P(x - 7 ‘’“ ) U " P Unl ° de superfície. Supóngase que 
[a de m F ‘ S ' , 10 ' 14 reprcscn,a una P arle de «>« superfície. A través dei punto 
y ‘: 0) cn cl P la “° *r. constrúyase una Unea dirigida MG que forma un án- 
guio positivo 0 con la parte positiva dei eje *. (0 < 0 < 360°). El conjunto de 
MOàciones. * 


X = x» + i cosff, y =n + /scn0, 
cs una represcntación paramétrica dc la Jínca MC. El pio 
al plano xy a través de la línea MC, intersecta a Ia super 
que tiene por represcntación paramétrica : 

‘ — x t + t cos 0, 


Xx + I sen 0, z = f(xi + t 

■ . Para z dada por (5(3) podemos calcular [usando 50] 
itspeclo * t: 

D,z = F,(x â + t cos 6, y x + t sen 9) cos 9 + F u ( Xl + t 
E*te resultado expresa la razón dc cambio la 


^«Xj/ 3 0, I3,y j, s0 . 

l^ótesc que este plano tiene por ccuación y- 
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ximo. Encuentre. i 
xy) que pasa por 
iy’, y sobre ella 
P tiene ângulo di 
direccional. 
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Fig. 10.14 


Par» U curva C, definida por (56), Icncmoa: 

Dl *],.. = co S fl, D, y ],.. = «nfl, D,«]...= áW 

,i,ír»»n lo» angulo» direc.ores dc la .angen.e (dirigida) PT, 


cos y 


+ «n ! « + IfiWr Vl+(«!«•.*)* 

y ya que 0 < y < 180° 


sen y = \A — cos : ^ - 


1 + 


De estas igualdades sc dcducc que: 


= ^7" co1y * 

Mi i. sn b — c" 

ecuación , = f(*. y) = *» + 


que está çn el primer oclanle; dibuje la curva C, e indique Ia Iínea tangente PT 
para la cual calculamos cot y. 

Solución. Si F(x,y) = xr + £ y*: tenemos 

F,U,y) = 2x, F,(x, y) = iy, 

ynsí F,(2, 2) = 4, F, (2, 2) = 1. 

Usando (57) con 9 = r/4, coe 5 = 1/V2, sen 0 = 1/V2, tenemos que en (2, 2): 


(tj) + 1 (tj) _ w 


por tonto, cot y = 5/V2. 

La gráfica pedida está en la Fig. 10.15. El valor de la derivada direccional 
de = = F(x,y) en (*„y,) dado por (57) depende dei ângulo 6. En general, existe 
al menos un valor de 9 para el cual la derivada direccional en (xi,yt) tiene un 
valor máximo. Supóngase que 0 X es un valor de 6 que hace que la derivada direc¬ 
cional de z = F(x,y) en (x,, yO sea máxima y sea II el plano perpendicular al 
xy que pasa por la línea con ecuacioncs: 

X = Xi + t cos 9„ y = y x + t sen 9 U z = 0. 

(El plano II forma un angulo 9 X con el plano xy). Entonces la curva C con ecua- 
ciones: 

x = *, -f í cos 0„ y = y x + t sen 9 X , z = F{x t + / cos 0„ y, + t sen 0»), 

que es la intersección dei plano II y la superfície con ecuación z = f[x t y) % tiene 
una tangente en P(*t, yi.*i) cuyo ângulo dircctor y, e» menor que o igual al 
ângulo direccional y s de la línea tangente a cualquier otra curva (que pase por P) 
y que sea la intersección de Ia superfície con ecuación z = F(x, y) y un plano 
que pase por P, perpendicular al plano xy. ; 

EJemplo 2. Encuentre el valor dei ângulo 6 que hace que Ia derivada direc¬ 
cional de z = xr + $ y* en (2. 2) sea máxima, y encuentre asimismo este valor má- 
una ecuación dei plano vertical (el plano perpendicular al plano 
(2, 2, 0) para este Yalor de 6. Construya la gráfica de z = X a + 
indique la curva C que pasa por P(2, 2, 5) y cuya tangente cn 
director y, para el cual cot y es el valor máximo de la derivada 

Sotuciàn. Por el ejemplo 1 sabemos que 

^(.)Z = 4 cos e + sen 9. 

Por conveniência cstahlccemos: 

. C(0) = 4 cos 9 + sen 0. 

el valor de 9 que hace que G(9) sea máxima, calculamos D*C(0). 
D,G(9) =—4 sen 9 + cos 9. 
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Igualando Ia derivada a cero, obtcccmos: 

&en 0 + cos 0 = 0, o tan 6 = 


Exisien dos posibles valores de 0; uno en el primer cuadrante, digamos ^ y otro 
en el tercer cuadrante, digamos 9 U que hacen tan 0=1 Para cl valor de 9 l : 


tan 6 X = 


sen Q\ — 


Para el valor 0 a : 


tan d t = sen — — 


1 


COS 0, = 


w 


cos Oi = 


Fig. 10.15 

(Vea Fig. 10.16). Para determinar cual de los valores dc Q x y 0 2 hacc máxima la 
derivada direccional, encontramos la segunda derivada, 

D]G{9) = —4 cos 0 — sen 9. 


(Observamos, que esta segunda derivada cs negativa para Q x y positiva para 0 t% por 

; tanto 0 X _ arctanles la dirección que liace que la derivada direccional sea 
•yí maxima. 

• Para esta dirección: 

üna rcuación dei plano vertical que posa por (2. 2, 0) y cuya intcrsección 
- con e! plano xy hace un angulo 0 l = arctan * con el eje x es 

y 2 = \(x—2) ó x — 4y + 6 = 0. 

Este plano y Ia curva C que es la intcrsección con la superfície dada, se muestran 
en la Fig. 10.17. 


Flg. 10.16 

^Usando el concepto de derivada direccional, podemos demostrar cl teorema 
atado en Ia Sec. 10.4 para justificar la definición de plano tangente a una super- 
[V «cie en un punto dado. 

Teorema 8. Sea F = {(*,}•; r) 1 1 = f(*, r )) uno funcíón con F. y F, 
continuas en alguna veeindad de (*,. y,) y sea z , = F(.x„y,). Para un valor dado 
de », sea la curvo C la intcrsección de la grijica ic z - F(x, y) y d plano ver- 
tical n con ccuación. 

S y — 7i= (* — *i) tan 9. (58) 

Entonces para cada curva C asi definida la línca tangente PT a C en P(x„ y„ 

%. eslr * en cl plano tangente r. con ccuación 

z *» = *V(*i *7x)(x — *x) +/■*(*!.7i) (y— y,). (59) 

■ rí'™ 1 ™ & ° h »? q “ e *' PUnl ° P(X - ru *■> !»*«"«“ * lo» Planos n y 
g^Umsjderarnos cl punto Vix^y*, z 3 ) donde 

mi + cos 0, y, = y, + sen 0 , 


^ (*)Z. 
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Al xmtíluir las coordenadas dc V cn (58) encontramos que V pcrtenecc al plano 
H. La condición para que V perlenexca al plano tangente r cs que 

x, = /.(**, y. )(*»—*•) + F»(*..ri)(r«— 


a/aaua » ai/a IfXUláV^V^lUaiaU/ ilUO 


Por hipótesis 


— %i — cos 0, y a — y-i = spn 


e *= arctan 


Flg. 10.17 


En k figura 10.14 si representamos por (x„y it * 3 ) las coordenadas dc un punto 
T.dc la recta tangente PT y por d la distancia de P a K, vemos que: 


*3 — 

— d— = cot lí, 




*» —*» _ 

d 


= cot y = 


Esta condición es equivalente al requisito de que 

S>„ t i = r.(*„y.) cosfl + F,(*..r.) «" *■ 

Por (57) vemos que esta proposición es verdadera, y que por tanto V P«tenece 
al plano tangente r. Queda por demostrar que la línea PV es Ia tangente PT a h 
C en P{xx, y„ r.) - Note que un conjunto de números directorcs para la linca 


curva 

PV cs 


x 2 — x» = cosfl, y«-^yi = «n0, 


de donde se deduce que cos 0, sen 0 y & iê) z es también un conjunto de números 
directores de la línca Ff . En consecuencia como PT y PV son rectas que tienen 
un punto en común P y un conjunto de números directores comunes, ambas rectas 
coincidcn, y hemos demostrado que para cualquier valor dado de 0 la tangente 
rljr a la curva C cn P pertenece al plano tangente r. | 

ÉÉylí; EJERCICIOS 


. 1. Encuentre cot y para la tangente a la curva dc intersccción C de Ia ara- 

•íica de s = * a + $ y*. 6 

Hl" Con ,a g rifica dc y = 2, rn cl punto (1, 2, 2), cn la dirección 0 = 0; 
H ;W Con ,a gráfica de * = 1, en ei punto (1,2,2), cn la dirección v/2; 
: | (c) Con la gráfica de y = x + 1, en e! punto (1, 2, 2), en la dirección v/i. 

a 2 '. Ç nc . uenl 7. el í y alor W ângulo 0 que hnce que la derivada direccional de 
' = :*^ + í r cn (1, 2) sca máxima; encuentre este valor máximo. 

^ Encuentre cot y para la tangente a la curva de intersccción C de la gráfica 
m*?. + y* 4- 2* = 25. 6 

■~M ía) 00,1 la gráíica <le y = 3, en ol punto (3, 3, v7), en la dirección v; 

m~ : í 6 > Con 1q gráfica de x = 3, cn cl punto (3, 3, V7), en la dirección 3^/2; 

; (c) Con la gráíica de y = x, en ei punto (3,3, V7), en Ia dirección 5rr/4. 

4. Construya Ia parte de la gráfica de * a + y* + z a = 25 que está en el 

pnmcr octantc. M 

J v Indique sobre estn gráíica los curvos especificadas en cl cjcrcicio 3,_(a), ( b) 

gfdí|rci6n f?jada! 6enle * ^ Una ** CUrV0$ Cn cl punto < 3 * 3 » V7) * cn ,Q 

^ -,.r, (°) Encuentre el valor dcl ângulo 0 que hacc que la derivada direccional 

J;'£> 2 ~ ^— 3:1 — y a cn Af(l, 2) sea máxima; obtenga este valor máxime 

ICónstruva la parte de la gráfica de z = V2S — ** _ y« que í8lá cn ei 
primer octantc, c indique sobre esto gráfica Ia curva C que pasa por P x ( 1, 2, V7) 
para lá cual cot y es igual al valor máximo dc la derivada direccional. 

ó^uál es el valor do 0 que hace que la derivada direccional de 
v25. %' y* en Af(l, 2) sca mínima, cuól es el valor de este mínimo? 

iV- ,Encuentre cot y para la tangente a Ia curva dc intersccción C de k grá- 
jfiça de x* + y a -f z 3 = 13. 

(a) Con la gráfica de y = 1, cn el punto (2,1, V5), en la dirección 0; 

:: (6) Con la gráfica dc x = — 2, cn e! punto (—2, 1, V5), en ia dirección 

m*i Co " 1« grfficn dc y = 2x, cn cl punlo (1,2, Vã), en la dirección 
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7 Si z = 64_x*— y\ encuentre la dirección que $c debe seguir par- 

ticndo de (3,47 par» q« r tcngo la razón de incremento máxima. 

8. (a) Encuentre la derivada direccional dc : - .r y en ,3, ), 

la dirección 0 — 45°. , , _ 7 a 

(ò) Encuentre cl valor máximo dc la denvada d.reccxonal dc z - x y 

Cn ^ sTVa) Encuentre la derivada direccional de = = x’y cn (1, 2), cn lo dxrec- 

C, ° n V) ^Encuentre cl valor máximo de la derivada direccional de z = x*y « 
(1,2). 

10.9 Difcrenciales. En U Secc. 3.14 «1 «eíerimos a la función F = {{*, 7 ) 

|y — F(x)) se definió el término E'(x) Ax de la igualdad 

Ay = F'(x) A*+ 0(A*) Ax, 

donde Um S(Ax) = 0 como èl diferencial de y, y « represento como dy: 

dy = roo Ax. 

En forma semejante, usando Ia función F = {(*.7! *) 1 1 = í 

la suma dc los dos primeros término» en Ia igualdad [vea (38) en la Sec. 10.ÓJ 

Ax = F.{x,y) Ax + F,(x,j) A y + ff,(Ax. Ay) Ax + Í,(A*. Ay) Ay, (60) 

r.fe-w-» 1 “* » 

coroo la diferencial de *, y la representaremos por dz: 

d, — F,(x,y) Ax + F»(*. y) ar- (62) 

Ax v Ay en la igualdad (60) son números con la propiedad de que (x + Ax, 
y 4 - Ay ) pertenece al dominio de F. Como en la Sec. 3.13 Ham.remos a Ax me e- 
Loto Je x a Ay, incremento dc y y a Ar incremento dc x el que corresponde u 
los incrementos Ax de x v Ax de v. Las funciones f v ^'ben ser ^nUnutt. en 
alguna vecindad cerrada dc (x,y) para que U formula (60) se verxfxque. 
Consideremos las siguientes funciones de x y y 

i = {(*,y;x)|x = ») para el que /(*,y)=* 
y / = {(*,y;x) |* = y) para el que /(**)= T- 

hora bieti M* = l ' '■«* *> = 0i ^ ~ ‘ ~ ' 

Usando (62) y estos valores obtenemos 

d* = Ax y dy = Ay. 

Por tanto, cuando x y y son v.ri.bles independien.es, podemos escribir (62) en 

ds = F,<*,yWx + F.(x,y)dy. W 

SI f es una función de dos vanables independien.es el 
igualdad (63) contiene 4 variables independ.en.es, x, y, dx (é Ax) y dj (ó Ay) 
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jetM a la restricción de que (x, y) y (x + Ax, y + Ay) pertenexcan al dominio 
• de /. 

En forma semejante, si F = {(*. y, z; u) | u = /(*, y, z)) definiremos la suma 
de los tr« primeros term.nos en la igualdad (35) de la Sec. 10.6 como In diferen¬ 
cial de u, y la representaremos por du; 

du = F ‘(*> r. *) Ax + F,(x, y, ,) Ay + F,{x, y, j) Ar. (64) 

Como en el caso de la fórmula (62), para cada una de las variables independientes 
la diferencial es igual al incremento (si x,y y z son las variables indcpv.iHici.lc». 
- — te t — Ay, dz — Az), y podemos escribir (64) como 

du = F *i** y* *) dx + (*, r. *) rfy + F,(X, y , r) rfz. (65) 

_ Esta formula se puede extender a funciones de n variables independientes. Si 
w — F(x lt x : , •••yX n ), donde x u x 3t x* son las variables independientes. la di¬ 
ferencial dw está dada por: 

n 

dw = 2/^ (*!,*„•••• .x,) rfxi (66) 

donde cl segundo miembro de (66) es la suma de /x términos, uno por cada una dc las 
n variables x,, £ = 1, 2, • • •, n. 

• bordemos de la Sec. 3.14 que si F = ((x, y) | y = F<*)) es una función 
de Ia variable independiente x, cntonces: 


Supongamos que: 


y que 


por Io cual 


dy = D,y dx. 

f={(x ; y;z)|r = f(x,y), (x, y) € «) 
x = C«), y = //(f), 

* = ^(C( 0 , //(*)] =/"(£). 


: Entonces Ç y // son funciones de una variable independiente l, y usando (67) 
tendremos 

dz =D,?(t) dt, dx = D,C(t) dt, dy = D,//(t) dt. 

Además de ( 49 ) obtendremos 

* = [r.(*.r) d.c«) + /■,(*. y) D,«(»)j dt 

= f.(x, y) D,C(t) dt + F„(x, y) D,ff(t) dí, 

y por tanto 

dz = /V(x, y) dx + F,(x. y) dy. ( 68 ) 

resultado demuestra que la diferencial de x está dada por ( 68 ) en los casos 
cuando x y y son variables independientes y cuando x cs la correspondiente de unn 
variable independiente / bajo la función C y y es la correspondiente de la mis- 
. ma variable independiente i bajo la función //. 
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Ejemplo 1. Si z = F(x, y) = c* cos y, encuentre dz. 

sLL /,(*,?) = —«•' - y —'o «»> 

nemos: , 

dz = —f* cos y dx —f* sen y ay. 

Recordemos de 1» último sección que uno ecu.ciún dei plano tangente PNTU 
(Fig. 10.14) a la superfície con ecuación z = F(*.y) «> el punlo P[x>. y..*.) 

z _;, = F.(*„r,)<* — *>) +f.(*..y>)< r—r.)- (69) 

Sea V otro punto dei plano tangente con coordenada. (*. + ^*.7. + ^ 

lo tonto V es el punto dei plano tangente que se obt.ene al tncremcnta^4* la eoor 
denoda x de V y Ar la coordenado y de P. Lo .gualdad (69) nos dtee que para 
q uc v pertenezea al plano tangente se necesita que el cambio en la coordenada 
(KT en la Fig. 10.14) sea 

z, —z. = Fe(*..y.) A* + F,(*„r.) Ay. (70) 


Pero en P(x„y„z,) tenemos de (62). que 

dz = F.(x„ y.) A» + F,(x„ y.) Ay. (71) 

Comparando (70) y (71) concluímos que 

dz = z a — Si = KT. 

Hemos demostrado el siguiente teorema. 

Teorema 9. Si r = f(*,y) « 'cuoción de una T " | 

P(*i, y„ «O «í* *>bre superfície, entonces para At y Ay cMos ía difcrencud ^ 

dz en P»(ti. yi» *«)» n t \ a 

dr = F«(ti, y«) At + F v (x u >*i) Ay, 

< s igoaí sr,-«, si *1 punto F(x, + A*.y, + Ay,r.) es/á en el piano /angen/e| 

o la super/icie en P{x i, y>, Zi). 

Recordamos que el símbolo A: se ha usado para representar 

/■(*, + Ax,y, + Ay) — F(x„y,) 

(en la Fig. 10.14, KQ representa Ar). Entonces, de (60). tenemos 

Az = dz + 0i(Ac, Ay) A* + 0,(A*. Ay) Ay, (72) 

de esto, vemos que en general Az ^ dz. Sin embargo, ai F =={(*, y; z) I 
j = F(x, y)) e. una función de primer grado con var.able. independiente* * y J. 
entonces la gráfica de F es un plano. En este caso el plano tangente PNTU com- 
cide con la gráfica de F, y Az = dz. Por ejemplo, s. ;| 

z = 2x + 3y + 4, 

entonces dz = 2d X + 3 dy, 


entonces 


Az = 2(* + A») + 3(y + Ay) + 4— (2* + 3y + 4) 
= 2Ax + 3Ay = dz. 


y 
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De (72) se deduce que 

|Az — dz] = Itf.íAt, Ay) At + 0,(A*. Ay) Ay|, 

y por Í6I) sc vc que |Ar— dz\ se puede hacer tan pequeno como se quiera al to- 
^ mar At y Ay suficientemente pequenos. Por esta rarón dz cs una buena aproxima- 
/ • ción de As cuando At y Ay son pequenos. 

‘ •; ^ CflS0 funciones de tres o más variables también se verifica que la di- 

ferencial es uno buena aproximación dei incremento. 

3f§CEjemplo 2. Sea r = F{x,y) = 3t 5 +2y>. 

(a) Encuentre dz y A z en función de *, y, At y Ay. 

(b) Encuentre dz y Ar cuando t = 2, y = 3, At = 0.01, Ay = 0.02. 

.; (c) Encuentre dz y As cuando t = 2, y = 3, At = 0.001, Ay - 0.002. 
Soluclán. (a) Aqui F,(x,y) = 6x,F,(x,y) = 4y, y |»r (62) tenemos 

dz = 6t At + 4y Ay. 

Por otro lado encontramos que 

% * z = F(x + At, y + Ay) — F(t, y) 

V&S- = 3(* + A*)* + 2(y + Ay) 3 — (3t> + 2y 3 ) 

= 3t’ + Cx At + 3AtM- 2y* 4y Ay -f 2Ã? — 3t 3 — 2y», 

’ 0 : Ar = 6t At + 4y Ay + 3At* + 2Ay*. 

Para ^ os valores dados y por los resultados de (a) vemos quc: 

m'$l dz = 6Í2) (0 - 01) + 4 < 3 ) (0.02) = 0.12 + 0.24 = 036j 

;?f- | = 6 <2) (0- 01 ) + 4(3) (0.02) + 3(0.01) 3 + 2(0.02)’ = 0.3611. 

|fe'j|v;(c) En este caso 

dz = 6(2) (0.001) + 4(3) (0.002) = 0.012 + 0.024 z= 0.036; 

As = 6(2) (0.001) + 4(3) (0.002) + 3(0.001)» + 2(0.002)’ = 0.036011. 

Í Ejemplo S. EI área z de un rectángulo con lados * y y está dada por z = xy. 
|í.ncuentre el error máximo aproximado dz en el área si las dimensiones-de las lon¬ 
gitudes de los lados son x = S y y = 6 cm con errores máximos de dx = ±0.01 y 
• dy = ±0.01 cm. 1 

• Solución. Usando (63) tenemos que iz=xiy + ydx. Por tanto, para los va- 
B BW ^Lfládoa. 

p:|;: # dz = 6(=í=0.01) +5(:t0.01) = ±0.11 cm cuadrados. 

EJERCICIOS 

ly Ay í , = s£ Í0^~ y: ’ eneU ' ntre ÍUnCÍÔn 

p^. ^ ^ y 8€ J° 0 s 2 rcsu,,ados dc ( fl )» P ara encontrar dz y Ar si t = 3, y = 2, 

j§>« eÊwo # "s^.%? + r ’ encuen,re * r en función * *> r- ■X 

m z = 0*02,'Ay 1“ oT Ull,<1 “ d * <a) parl ' nconlrar * r 6* iix = 2,y = l. 
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3. (o) Si z = F(x,y) = x* + xy + y 3 , encuentre F{ 2, 1). 

(6) Use el valor dc Az dei cjerpicio 2(6) para encontrar F{ 2.02, 1.01). 

(c) Use el valor de dz dcl cjercicio 2(6), para encontrar el valor aproxima- 

do de z si x = 2.02 y y = 1.01. 

4. Use el diferencial dz para encontrar el valor aproximado de F (3.001, 
2.006) cuando F(x, y) = 3? + xy -f y 3 . 

5. Use diferenciales en (o) y (6) paca encontrar cl cambio aproximado dz 
de 2 para los incrementos indicados de Ax y Ay. Use este resultado para calcular 
cl valor aproximado dc z que corresponde a los valores x x + Ax dc x y y x 4- Ay 
dc y. 

(o) z = x J y + xy 3 — 3x — 2y; * cambia de x x = 2 a x t + Ax = 2.1 y y 
cambia de y x = 3 a y t + Ay = 2.8. 

(6) z = Vx 2 + y 2 ; a; cambia de x x = 10 a x x + A* = 10.1 y y cambia de 
y x — 5 a y x 4* Ay = 5.01. 

En los ejercicios dei 6 al 13 rncuentre la difcrenciul dz si se da : y la diferen¬ 
cial du si sc da u, 

6. z = x'y + xy\ T. í = aresen (x/y). 

8. z = x ! sen 2y. 9. * = «”«"• 

10. u = xyV. 11. u = «■»*. 

12. lí — arelan ( xy/i) . 18. u = ze”. 

14. El radio de un cono circular cs 3.1 cm Y la altura çs 8.4 cm. Si el error 
máximo al tomar estas medidas es de 0.1 cm, encuentre el error máximo aproxima¬ 
do ai calcularei voiumen. 

15. £1 período t en segundos para oscilaciones pequenas dc un pêndulo simple 
que tiene p cm. de largo está dado por: 

t = 2r-Vp7i: 

donde g es la constante de aceleración debida a la gravedad. Si t se calcula para 
p = 8 cra y g = 9.80 cra 1 por segundo, encuentre el error aproximado de t si los 
valores correctos son p = 8.05 cm y g = 981 cm por segundo. 

En cada uno de los ejercicios dei 16 al 19 encuentre dz usando (68). Dcspués 
verifique sus resultados calculando una expreaión de la forma z = F(t) de las 
igualdades dadas y usando dz = D f E(í) d(. 

16. z = xy f ;x = l\y = í*. 

17. 2 = xe v ; * = «*, y = ln í. 

18. z = y/x; x — t,y = t 2 . 

19. z = x 1 + y*; x = cos /, y = sen l. 

10.10 Funciones compuestas. El teorema 5 y las igualdades (35) y (37), 
que son generalizaciones de dicho teorema, encuentran una aplicación importante 
en el caso 6iguiente. m 

Suponganios que F es una función de dos variablcs independientes cuyo domí¬ 
nio es la región R, 

F = {{x,y; z) \z = F{x,y), (*,y) € K). 
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®on funciones de dos variables independientes 


y además supongamos que C y /f 
cuyo domínio 


común D tiene la propiedad de 

{(*. y) \ x = G(r, s), y = H{r t j 

'‘ydemot considerar la función F definida por: 

F = ífr.*.-*) |* = F[C(r,s),//| 

y preguntarnos si F(r t s) tiene derivadas parcú 
«isten como sc pueden obtener F r (r , ,) y f, (, 
La respuesta la encontramos en el teorema 10. 

I : Teorema 10. Sea F = Ç‘ 
continuas cn cada punto interior de 

v«={(',s;y)\y = H(r,,)) 

codas parciales C,(r, j), C,( 

U*.r)l*: 

èntonccs, para la función 


{(x,y;z) j z — F(x, y )} una Junáón con F, y F v 
- J Un * R ' Si O = {(f.s; x) \x = C(r,s)} 

son dos funciones que son continuas y cuyas de ri- 
r t s),H t {r, j), H s (r, s) existen en una región D donde 

C(r t s) t y = H(r t j), (r, s) £ D) C R, 


= M*. y)C r (r,s) + F v { x> y)H r {r,s) t (73) 

= fii*, y)C e (r t s) + F v (x,y)H 9 ( r ,s). (74) 

teorema i° es semejante a la demostración dei teorema 
<5) oMendremos Ja correspondiente a la. igualdad ( 44 ) 

+ y)^+ 0 X (LX, ày) £ + â 2 (Ax, Ar) pi (75) 


Gomo F r (r,s) =Üm|f y f l(r , t 
(76). Los detalles de la demostr 

1 Ej^mplo L Dado F(x, y) 
f) = r * + -s’. de modo que 


7 ; oblenemo » (73) de (75) y (74) de 
n se dejan al estudiante. 


F[G(r, s) t H{r, s)] 

âue f T (r , z) y Ê.ír, j) en función de 
jolución. Aqui 

r,(x,y) =2x-y, F Á 

feáfe -v • c '( r '*) =í . c,( 

?! //r(r.x)= 2 r f 
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Al usar (73) y (74) obtcnemos 

F,(r, x) = (2* — y)s + 2(—* + 2y)r, 

7,(r,s) = (2* —y)r + 2(—* + 2y)s. 

Las ecuaciones (73) y (74), que expresan F,(',‘) y F,(r, j) en función de 
x, y, r y s, sc describen en la forma siguiente: 


r, \ - dF dx 4- <**1 

~ 3* 3r + 3y dr 

FÁr,>) -ãíãr+ã^ô» ’ 


y algunas vccea en U forma 


dz _ 02 0^ , 0£?T 

0r d* dr dy ds 

dz_ _ fofa dz_ dy 

ds ~ dx ds dyds’ 


(77) 

(78) 

(79) 

(80) 


Note que en (79) y (80), i se usa en dos formas diferentes; «* f£ 7 gj como el 
correspondiente de (r,s) bajo F y en ^ y | como In correspondienle de U.y) 

bajo F. Por esta razón se debe tener mucho cuidado al cscribxr la conciuston dd. 
teorema 10 en las formas (79) y (80). 

Las generolizaciones dei teorema 5 citadas cn la Sec. 10.6 conduccn ft gencr*. 
li raciones dcl teorema 10. Por ejemplo, supongamos que 

u = F(*> y> z) 

y x = C(r,s), y = H[r t s), z = K(r,s) | 

y que U = F[C(r, s), ff(r.s), K(r,*)] = ?(r, a) | 

donde F, G, B f K son funciones que satisfacen condiciones que son extensiones j 
obvias de las condiciones dei teorema 10. Entonccs para la función F tenemos 
F,(r,x) = F,(%, y, i)G r (r, i) + F,(x,y,z)II,(r,s) + F.(*. y, a) K,(r, *) (81) 

F,(r,x) =#■.(*, y,:)C.{r,>) + F,(*. y. i)II.{r ,») + F s (*. T, a)*T,(r,«). (82) 

Las ecuaciones (81) y (82) que «presan F,(r, j) y F.(r, j) en función de *, y, . 
z. r y s, se escriben algunas veces como: 

0 u _ 3u3* 3u3y , 0u 0£ (83) 

0r *" dx dr dy dr dz dr ’ _ d 


0r 

0tt _ 3u 3* dy du dz 

ds “ dx ds + 3y 35 02 3í 


(84): 


I N ? le qUe “ (83) y (84) ' “ se u “ en dos formas diferentes [vea la nota que sipie 
a Ias ecuaciones (79) y (80)]. 4 8 

Si 

w = F(x u x u x„ •••,*„) 

*i =C t (r u r 9t —,r m ) t *=1,2.3, •••,«, 

enlonces 

% $ W = F l C '( r " r " •** •*■«). . C«(rj, r a , ••• • iw)] = F[r lt r z , — ,r m ), 

O entonCes \^®j° condícíones «Propiadaa (que son extensiones dc las condiciones dei 
teorema 10). 

§| : * ■ Fr J (r u r u ••• ,r») = Z (**• **• "• . **) D / G|<r lv r lv ••• , r„) (85) 

r ‘l°" de 7 = 1,2>3 ’ Dcbemos notar que (85) es un conjunto de m ecua- 

R c ' on «. ,ln ® P«™ cada una de las variable, r h j = 1, 2, - , m, y el segundo mirm- 
I hro de cada una de estas .gualdadr, e, I. suma de a términos, uno para cada u,.u 
de las vanables i = 1, 2, , n. 

Í *'í em P , ° 2- l>«d° F(x, y, z) = xy + yr — „, « = C ( r , s) = r + ,, y = 

f + *• y • = «(£.») = O + ,. Se. F(r, S) = F[C(r, r), ff (r .,), 

• .A(r,»)], encuentre F r (r, j) y F.(r,s) e „ función dc *, r, a, r y x. 

V; Solución. Aqui 

Fi[x,y,z) ssjr — *, F,(*,y,a) = x + x, F,(*,y,x) =y _ 

® SC; C,(r,a)=l, ff r (r, j) = 1 , K,(r,$)=2r-, 

C.(r.x) = 1 , tf.(r, s) = 2 x, A: ( (r, ,) = J, 

i.Vy las condiciones dc continuidad se verifican para (r.s) g Re X Re. Por tanto .1 
usar (81) y (82) tenemos 

F.(r,j) = (y — x) + (* + í) + (y — x) (2r), 

F.(r,x) = (y — x) + (x + x)(2x) + (y—x). 

I. ^EJemplo 8. Supongamos que f(x,y) = sen ir=v)-f xy, a: = C(r, j, í) = r 1 

^ ^ Sea = F[C(r,s t i), 

*)!• encucmrc ^(r, j, í), /* 4 (r, i) y <). 

ilií' ■$** ei6n - A 9 uí « ücnc u » caso que se adapta a la fórmula (85), donde 
2 ym ~ 3{ Para ” laS co,,dicíones el conjunto de ecuaciones (85) es 

|% . ?r(r, 5, <) = F.(*. y)C? r (r # ,, <) + y)H r [r^ s), 

;% v = ^x(a:, y)C«(r,3, r) + ^ r (x, y)//,(r, j, í), 

i í • 5 ’ ^ ~ y)( r * 0 + y)H t (r, J, |). 
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Para este ejemplo encontramos que: 

F. (*, j) = 2xy cos (**y> + 1 > *V(* r) = *’ <=“ W + *■ 

C,(r, s, t)=2r + 2 st, //,(r, *,») = J 1 + 2 rt=, 

C,(r,j,í) = 2r<, H.(r,s,l) = 2rs + t, 

C, («,»,«) = 2rj + 2í, = 2r’< + «. 

Por tanto tenemos 

Pr(r, 4 , 0 = (2*y cos x 3 y + y) (2r + 2íl) + (x 3 cos *=y + x) (s 2 + 2r< s ), 
f t {r , j, 0 = (2xy COS x*y + y) (2r<) + (** cos x"y + x) (2rs + t ), 
f,(r, j, I) = (2xy cos x=y + y) (2 rs + 2í) + (x* cos x=y + x) (2r 3 í + *). 
Frecuentcmcnte se preaentan situacioncs semejantes a las siguientes. Suponga- 
mos que 

u = F{x t y>:) J z = K{x,y) 
y consideremos la íunción 

í = {(x, y; u) | u = F(x.y) = F[x, y, K(x,y)]}. 

Aqui xyy juegan el papel de r y s en la general ización dei teorema 10 expresado 
por (81) y (82) con 

x = C(x,y)=x t y = H(x t y) = y. x = K(x,y). 

G*(x,y) =1, G,(x t y) =0, //,(x,y) =0, H t (x,y) = 1 

y al usar (81) y (82) tenemos 

F«(x, y) = /.(*, y, i) + FAx>y,*)K'(*>y)> ( 86 > 

f f (*,y) + F,(*,y,a)K,(x,y). < 87 > 

En este caso si u = F(x,y,z) habrá confusión al usar el simbolismo de las íórmu- 
las (83) y (84). Si se usara este simbolismo, la igualdad (86) serta 

du _ da da di 

dx Bx di dx ’ £ 

y cn esta igualdad el símbolo — tiene dos significados. En el «Windo miembro de la ; 

igualdad |£ = /.(*,**) significa la derivado parcial de la comspondicnlr 
u = /*(», 2 ) de (x, y, r) bajo la íunción F donde las tres variablea x, y, y *i 

w>n iiiclcpendientcs. En «I primtr miembro de la igualdad — = F,<x.y) íignilica la 
derivad. parcial de la correapondienle u. = F(x,y) de (x.y) bajo la funcion f 
donde xyy sou las variables independientes. Aqui F[x,y) ac obtienc sustituyendn 

K(x.v) Por *. cn F{x t y, x). vj 

por z, en t (x, y, z) • 
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Ejemplo 4. Sea F(x, y, z) = 2x* + 3y a + 4z J — 12 y z = K{x,y) = x* 
:+ y 2 . Sea F(x, y) = F[x,y, K(x, y)] t exprese F,(x, y) y P v (x,y) en íunción de 
xyy: 

(а) Usando las igualdades (86) y (87) 

(ò) encontrado F(x, y) en íunción dc x y y, derivando después esta exprcsión 
con respecto a x y con respecto a y. 

Solución. (o) Aqui F t {x,y,z) = 4x, F v {x,y t z) = 6y, F,(x, y, r) = 8z. 
^r(x. y) = 2x, /< r (x,y) = 2y, y usando (86) y (87) obtenemos 

?.(*,y) = 4x + 8s(2x) = 4x + 16x(x 2 + y*), • 

Ff(x, y) =6y + 8z(2y) = 6y + 16y(x 2 + y 5 ). 

(б) Al sustituir x = x s + y’ cn Ia fórmula para F(x t y, z) obtenemos 

F[x, y) = F(x, y, *• + y=) = 2x* + 3y* + 4(x* + y’)> — 12, 

ó;j .... /(x, y) = 2x : + 3r + 4x* + 8x*y* + 4y^ 12. 

Por tanto 

Fg(x, y) = 4x 4- 16x* + 16xy* = 4x + 16x(x 3 + y*), 

F v (x, y) = 6y + 16x 3 y -f 16y a = 6y + 16y(x* + y*). 

En lu sección anterior hemos demostrado que la fórmula 


dz = F t {x, y) dx + FAx, y) dy (88) 

|; para la diferencial dc z = F[x,y) se verifica cuando xy yson variables indepen- 
|pdientcs o son las correspondientes de una variable independiente t bajo los fun- 
^-dones G y H respectivamente. Esta fórmula también se verifica si x y y son las 
correspondientes de (r, s) bajo las funciones G y II, respectivaraente (donde todas 
j: lai derivadas porciales contenidas son continuas en una veeindad escogida), se le 
W pide al estudiante demostrarlo en el ejercicio 12 de esta sección. Se obtienen resul- 
P ,tados semejantes para situaciones en las cuales, algunas o todas las funciones F, G 
W;y fl son funciones dc más de dos variables independientes. 


; Ejemplo 5. Si x = F(x, y) : 
(r. *) = arelan (s/r), encuentre dz 
las variables independientes. 

|•; Solución. Al usar (88) tenemos 


- e^, x = G{r, s) = Vr« + s*. y = 
en íunción de x, y, r, s, dr t y ds, aiendo r y 
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Por tanto, . \ 

* == - (7Ã7-7T7)'*■ + ' '•{Th*' * 

También, pudimos determinar 

F[C(r,,),mr.s)]=F(r,,)='^ ."»• 1 

y dcspués usar _ 

dz = F f {r,s) dr + F a (r,s) ds 

para encontrar <L. Para cate ca.o el método anterior e» cl máa conveniente. 

EJEKCICIOS 

En cada uno de loa «jercicio, dei 1 «1 4 se da «**).* = = 

/f(r,s). Sca F{r,s) = F[C(r,s ), H{r,s )]. encucntrc F r (r,s) y F a (r t s) usan 

las fórmulas (73) y (74). 

x. rur) = x* + « ='’ + = r . + *’• 

2. F(*,y) = e"; * = Vr* + V.y = arclan W r >- 

s. F(*,y) = «• + y°': * = «.r = '■/*• 

4 - /•(*, r) = * >n r + r > n *: * = * y - * r - 

Eu cada uno de los ejercicios dcl 5 al 8 se da F{x,y,z), x — G{r,s y - 

F r {r.s) y F${r, s) usando las fórmulas (81) y (82). 

5. F(*,y.«) = «* + y*s + f;* = ^ + ^ = "• 1=^ 

6. F(*, y, í) = ** + y* + a 'i * = rc ■ y - r<r •' -_ r/s - 

7. F(*,y,«) = « y + y — «; « = r + r.y = rs.z - r. 

8. F(x, r, =) = Vi* + y a + **; * = r sen s, y = r cos s t 2 - rí- 

9. Escriba con detaUe la. ec.iaciones (85) cuando n = 2 y m - 3. 

10. Si 2 = F(i, y) y « = r + .. y = c-a, cncucntre «preatonca par. 

dz dz 

rí F(x V « u) = 2x*u + 3yui> + u*x* + ux, u. = C x (x, y) = sen * +jj 

y . v= C t (x, 7 \ = *V + ln x. Sea ?(*, r) = >'• y) ’ CA *' y) L 'Hl 

muestre esta proposicion. 

10.11 Derlvación intpUcit, 3. ^ « £*£££& = 
ryír="£. 3.12). iL ea. puede eaiatir una íunción C de una 
variable independiente y un conjunto J tal que 

F[*,C<*)] =0, *6/. 

Suponaamoa que 1. ecuación F(x,y) = 0 determina la función G en un ia 
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tervalo /, y que F , y F, son continuas en cl conjunto S = {(x.y) |y * G(*). 
* 6 /) y ( l Uc G es derivable en /. Entonces si F(x)- = /‘[x, Cl») J. tenemos 

F(x) = 0 y DJF{x) =0. x£I 

y por la fórmula (53) de la Sec. 10.7 

D,F(x) = F,(x, y) + F y (x, y ) D^W, (x, r ) € S. 

Por tanto 

Ft(*,y) + F 9 {x,y) D,C(x) = 0, 
y si F y (x, y) o se deduce que 

-- W- 

Con lo anterior se ha demostrado cl siguiente teorema. 

Teorema 11. Sea F = ((x,y; z) [ z = F(x, y)) una funcicn de dos varia- 
bles independientes con la propiedad de que la ecuación F(x, y) = 0 determina 
una Junción* G = ((x,y) | y =G(x) t x C /} que es di/erenciablc en I y para 
la cual F[x , C(x)] «0, x é /. Si F , y F v son continuas en S = ((x,y) | y =r 
Ç(x), x Ç /), entonces 

d "=-^ ™ 

Para toda x £ / y (x. y) Ç 5 do/z/íc /*, (x, y) ^ 0. 

.Note que el método para encontrar D,y dado por este teorema, da el mismo 
resultado que el método de derivación implícita usado en la Sec. 3.12. 

EJemplo 1. Si G ea una función derivable con la propiedad de que / = 
G(x) satisface la ecuación 

x* + xy + y a = 0, 

encuentre D e y usando (89). 

■Solución. Sea F(%, y) = x* + xy 4* y\ Entoncos F x (x, y) zz 2x + y y 
c, y) = x + 3y*. 

Al substituir en (89) obtenemos 

D *r = —§rf^p P" a ,oda <*> r) ,al q ue r + 3y ! ^ o. 

5i F cs una función con tres variables independientes, la ecuación F(x, y, r) = 
0 puede determinar una función C = {(*, y;z) |r = C(x, y)}. Esto cs, puede 
existir una función C con dos variables independientes y una región R tal que. 

fliff . ‘ F l x> r» c (*>r)l 31 °. (*. y) € R. 

• TJn conjunto de condiciones que flseguran la existência de la funcién G es auc Dara 
Ctina (s,.y,)en çl dominio de F, F{x,,y,) —0, F,(x„yi) ^Oron F,, F, continuoH m una 
JB«iadilf«(x It y,). 
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además que C*(*»y) y G v {x t y) existcr. 
z= Ux,y,z) \ z- G(x, y), [x,y) £ *}• 


Supongamos que estamos en csl 
en R y que F Vt F» son contin 
Sea F(x,y) - F[x,y, G(x,y)] 

?{x,y)** 0, F,(*,y)=0, F»(*. y) =0, (x,y) € R. 

Por Us fórmulas (81) y (82) de la Sec. 10.10 

F,(*,y) = F,(x,y,z) + F,[*,y,*)G.{x,y), 

F,[x,y) = F,(x,y,z) + FAx,y.z)C,(x,y), 
y ai F z (x, y,z) 0 se deduce que 

„ , v F x {x, y t z) r c~ ~\ — F v {x,y t z) 

C a {x, y) --F b{x —Ty <*<*7)- FAx,y,z) 

Hemos demostrado el siguiente teorema. 

Teorema 13. Sca F = {(*, y, z; *) | <* = ?(*. y, *)} una juncwn. dc Ira 
variables independicníes con la propiedad de que la ecuación F{x, y, z) - 0 deter- 
mina una función G = {(*, y; x) | x = C(x, y), (*, y) € R} para la cual C.(x, y), 
GJx. y) exiitcn y F[x,y t Clx.y) ] - 0 e* R. Si F„ F v , y F. son conUnuas en 


G,{x, y) =-Ts7 = --£• M^y)=- Í 8 r -~9T- 

Ejemplo 8. Si u = F(x, y, *) = 6xy — 12 y*z' y si H( 
y*x + z*x* = 0 determina una función C = {(x,y; z) j r — 
escribir 

u = F{x,y) = F[x,y,C(x,y) ]. 

Encucntre F M {x t y) 

Solución. Sabemos por (86) que 

J r (x, y) = /*,(*, y, z) + F t (x, y, z) G x (*. y) 

= 6y + (—24 y 7 z)G t {x>y). 
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rodemos encontrar G t [x % y) al haccr uso de (90) : 


Por tanto 


C.U y) = - 4z’-y'+2z<x 

"i(*,y.x) 8 xz + 4z*x* * 

TM 


El teorema 12 se puede aplicar a los problemas de encontrar una ecuación dei 
IÇ ®" 0 lan 6 entc a Ia superfície con ecuación F (*, y, z) =0 en cl punto {x u y„ z,). 
la íunc, ón é tiene la propiedad de que en una vecindad N de (xj.y,,^) la 
ecuación F(x,y,z) _ 0 determina una función C de dos varinblcs independientes 
- para la cual F[x, y, G(x,y)] 0, cntonces las ecuaciones 

F(*,y,*)=0 y z = C(*y) 

liMien la mismo gráfica vn la vecindad N de (*, *,£•). Por la Sec. 10.4 cabemos 
• que una ecuación dei plano tangente a la gráfica de r = C(x,y) en (**,*,*.) cs 

G>{x l ,y x ) (x — Xx ) + £ r (* x ,y,)(y — y x ) — ( x — Zl ) = 0 . 

Sien es., ecuación us.mos los valora C„(.„ yi ) y C,(.„ r ,) dados en el teorema 
iz, encontramos que 

X| ) (*“"*») + ^(*i,yi.x,)(y — y,) + Fs(x Jt y l ,s l )(s — z l ) =0 

(91) 

Éf una ccuaci6n deI P ,ano ingente a la gráfica de F(x,y,z) = 0 en (r,,y,, 2 ,). 
lie este resultado se deduce que 

IfK yu Zi),F,{x» y u *,). f.(*h r„ x.) 

cs nn conjunto de números directores de la normal a la gráfica F(x, y,z) =0 cn 
ft #,* 1 '?'*' • Así ,a norma í la rcprcscntación paramétrica 

5= y = 7x + /* r (*i,y a ,z x )í, r = z x + /* f (* x ,y n z,)x, (92) 

n ^0,f r (*,,y Ifri ) 7^0, y ^0, la normal tendrá 

; la. rcprcscntación simétrica. 

- JC—Xx y- y x _ z - z 

J*(*i,yi, X X ) T^ÍXx, y 1? 2j “ TkXxx, y lt z t ) * 

E E í mpl ? f EnCMn,r : una eCuadón M p'*»» '“"geme y una rcpresentación 

v de a n0rma a a 8ráfica de y* 2 ) = 2x fi + 3y 3 + 5z= — 16 = 0 

®n r(2, 1, 1). 

g Solución. Aqui 


asi que 


F t (x, y, z) - 4x, F v (x , y, 2 ) = 6y, / r («, y, 2 ) = 10z, 

^ e (2,1,1) = 8, F v ( 2,1,1) = 6, ^,(2,1,1) = 10. 


568/DERlVÀCION PARCIAL 

Al usar (91) encontramos 


4(*— 2) + 3(y—l) + 5(«—1) -0 

que es una ecuación de plano tangente. Vemos también que 

* = 2 + 4í, y = l + 3*, z = l + 5l 

es uno representación paramétrica dc la normal. 

EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 7 suponga que se **^ **J* 
ecuación dado una función derivabli* C — U*,y) y *)}» 

usando la fórmula (tíV). 

! o,!+ 47* = 36. 3- ** — + zy* + £ = 0. 

í y sen X — * cos y = 0. 4. 2, + + 4.*» = 0. 

õ. 2«n** + 3«n*y = 0. 6. «v-y + 1-0. 

7. - — arctan - = 0. . 

En cal uno de L ejercicio, dei 8 .1 15. ,uponga que se ^.ermina l»r 1. 

ecuación dada una función G = {(*. X! *) l« - < =«*.7» 1 { f .*1 J 

G,(x,y) existen en alguna rcgión R t encuentre G,(x t y) y Cr„l ,y;- 

8. x* *+ 2y 4 + 4z a — 24 = 0. 

9. o*’ + 6y a + cz* + 2Axy + 2gxz + 2/yz = 0. 

in _ _ 11. z = e*sen (x + y). 

J ”7^=1 15. «*+e>' + e- = 3*y*. | 

16.' Si » = Hx,y,z) = &*£ + 

* = 0 determina una función G — U*,y» *JI *j 1 * 

Flx vl = Ff*.v, C(*.r)l y encuentre F«(*. y) y F*(*,y). 

( 'n. S fz = r« ■ + *«yysi*W-3y + 2* = 0 «toncea^e 

una función f de una variable independien.e para la cual* = gjOj «»» 

C de una variable independiente para la cual z _ G(y). Encuentre DtT ). 

®,C(y). .. ,, . 

dada en el punto P(x t , y u Zx). M 

18# x 3 + y a + 2* = 17; P (3, 2, 2). 

19. 4x a — 7* + z a = 4; P(—1.3,3). 

20. 2* a + y*— 2 a = 0; P(2 ,1.3). 

»- 5 + t + t= 1íP(0 ’°’ s) - I 

22. ( x + l)= + 7 a + (z—3 ) 3 = 36;P(3,4,5). 

23. z a + (7 — 3) 3 = *; P(8,5, 2). | 

24. 2x 3 — 3y* + 2yz = 3z — 1; F(3,—2,1). 


I 
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l§: 25. 2x 3 + 3y* + z* — 4x + 6y — 8z + 20 = 0; P(l, —1,3). 

26. Si x 2 + y a + 2 a = o 2 demuestre que dz = — X . ^ L * 7 

27. Demuestre que x,x + yiy + z x z = a 2 es una ecuación dei plano tangente 
a la gráfica de x* + y a + z 3 = a 1 en (*,,y», *1). 

28. Demuestre que 4- - = 1 es una ecuación dei plano tangen¬ 

te a lo gráfica de p- + ~ + ~ = 1 en (x„ y Xt z.). 

•v 29. Demuestre que = 1 es una ecuación dei plano tangen- 

■Míg: X i yi «2 

te a la gráfica de -^ + ^- — -^ = 1 cn {x it y u z x ) z 

30. Encuentre el punto dc tangencia entre el plano con ecuación 4x + 2y + 
r = 21 y la gráfica de % a + y* + r a = 21. 

En los ejercicios 31 y 32 demuestre que las gráficos de las ecuacionos dndos 
son tangentes entre si en el punto P{x lt y u s t ). 

,;.yea el ejercicio 17. Sec. 10.4. 

% 31. x a + y a + z 3 =2,72 = 1; P( 0.1,1). 
p-32. x a + y 3 + 2 a = 3, xyz = 1; P(l, 1, 1). 

: En los ejercicios 33 y 34 demuestre que las gráficas de las ccuaciones dadas 
son ortagonales entre si cn el punto dado. 

• Vea el ejercicio 18, Sec. 10.4. 

33. 3x* + 2y* — 2z = 1,*» + y* + 2 = — 4y — 2z + 2 = 0; P(l, 1,2). 
h 34. v* a — y* + 2 a + 2 = 0, X a + y a + 3z a = 8; F(—1,2,1). 

V 10.12 Derivadas parciales de orden superior. Considere la función 

II; • r = {<*,y; *> I * = F{x,y ) 9 (*,r)€D) 

y sus derivadas parciales 

' F, = {(x, y; 2) | 2 = D r F(x, 7), (x, y) Ç D x ) 

|g| • F w = {(*. y; z) | 2 = D/(x. 7) , (*, y) € D,). 

' Sen /» un número diferente de cero tal que (x + À, y) 6 D x . Si existe una 
función F„ dc dos variables independientes con la propiedad de que 

l im F,iX + ky) ~ FÁ - ' y) =F. ÁX ,y). ,94) 

k-*9 » 

para algunos pares (x, 7) ÇD„ entonces 

IS-:'. i in ,r.U_4->r)-f.(*.r) (95 , 


llama la segunda derivada parcial de F (x, 7) con respeeto a x. Observe que 

í«hy)=W.fey). 
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La función 

F xx — {( x , y\z) | z — D-F x (x, y )}» 

tal __.. 

F„{x,y)=I>'F,(x,y), W 

se llama la segunda derivada parcial de F con respecto a x. EI dominio dc 
F„ consta He los pores dcl dominio de Fr para las cualcs V e F t {x,y) existe. 

En forma semejante, definimos la segunda derivada parcial de F(x. y) con 
respecto a y, que se representa por F„(x, y) : 

F„{*>y) =D*F y (*,y). 

Ademâs, la segunda derivada parcial de F(x, y), primero con respecto 
a x y después con respecto a y, se representa por F v ,\x,y ), y está dada por 

F„,(*,y) = DrF.fx.y), 

y la segunda derivada parcial de F(x, y), primero con respecto a y y des¬ 
pués con respecto a x, se representa por F n {x,y ) y está dada por 

FrA^y) = DrF*(x,y). ; 

3 xy s + 6 y\ encuentre F„(x, y), Fy„(x, y), 


r “ U* I u = F(*,y # *)J, 

Fix.y z) tiene nuevc posibles derivada* parciale, de sc-undo 
generalm^te se.s son distintas) y .iene también veintisicte po 
cale* de lereer orden (de la* cuale* generalmen.c 10 *on disti 

«■ -ffjr pl r Ur?? las deriv * d * s d* iccer 

bx r + «V + dxy 3 + ey\ 

Solución. 


Ejemplo 1. Si F{x, y) 

F„(%.y) y F„(x,y). 

Solución. F r {x,y) = 2 
tanto, 

Fr.(*,y) = DrF.(x,y) 

Fw(x,y) = IW(*,y) 

FyA^y) =D r /r(x,y) 

Fryix, y) = DrFy(x.y) 

En este ejemplo, como en la mayoría de los casos que consideraremos, F VJ {x t y) — 
Fiy(x, y) ; sin embargo, esto no siempre se verifica. Las condiciones bajo las cuales 
F„*(*,y) = F^(x,y) se discutirán después. 

La derivada con respecto a una variable independiente de una segunda deri 
vada parcial 

F„(x,y), Fyg(x, y) f F„(x,y), F«y(*,y) 

sc llama lercera derivada parcial. Hay ocho poaiblcs tcrccras derivadas parciale» <k 
F(x,y). Usualmente F m (x,y) =F #r ,(x,y) = F mt {x t y)y F n Ax, y) = F vs> {x,y) 
= Fyytix, y) ; cuando esto se verifica hay solamente 4 tcrccras derivadas parciale* 
distintas de F(x, y). La derivada de una tercera derivada es una cuarta derivada 
parcial, y así sucesivamente hasta la nésima derivada. 

Algunas vcces es conveniente usar la palabra orden en relación con derivadis 
parcialcs. Las derivadas parciales en la Sec. 10.2 se llaman primeras derivadas par- 
cúdes , o derivadas parciales de primer orden. Las segundas derivadas parciales se 


Recordei 


unas veccs usamos los símbolos 


superior, para 


ay W. EÇ - é y). 

a ? mejin,í ' representaremos las derivada, parciale* de tercer orden 


asi_ sucesivamente. 
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0 a z d'z 3*Z d 3 z 

Ejemplo 8 . Si * = 3* 1 ? — 1 sen *T< encucnlrc óF’ ãF’ 3y 3*' 3* 3y 
3** 3 ’í 

verifique que ^ ^ 

«Ufa —<r.f = ’-*r- p “ 

à‘ z - 3 _ f feA = 6y + xy’ scnxy — 2 ycossty, 
tx‘~d% \dx) 

2* = *(*) = *> sen xy. 

W *r w/ 

_?!l = ± C?i'\ = 6* + *’r «n *r — 2* c09 ^ = ãiw • 

ara* V»*; ^ 

Ejemplo 4. Si u = «* «en y + e» »en *, encuentre U* derivada» p.rciales de 

segundo orden de u. 

Solución. 

g = e-»enr,g = fcosy + e*»en*.g = «'co.a, 

|!í. = e* sen y. |g = -* 1 *en r + * *» *• |f = ^ * 


' 3 2 ix _ 3* u 

— -e-coer- a,ay - SlSj 


= JÜL, ®!±- = e-cose = ^; 
3*3y ’ dzdy ^yoz 


d'u d-u 

cz dx dxdz * 

Hemo» observado que en 1» mayorí. de lo» caso, consideramos, ?»<■*■£ = 
F u Uy), y hemos conLudo que esto es verdadero solamcn.e ba,o certas cond. 
ciones. El siguiente teorema cstablece estas condiciones. 

Teorema 13. Si F = ((*. y; .) I * = 7 )) « /“f» con f ^ 

picdad de que F, F„ F„ F„ y F n mi coniinua, en una vectndad N de (o, »h 

(”} 

Demostración. De la fórmula (4) de la Sec. 10.2 tenemoa 


. F(a + h,b)-F(a,b) 

FA«* b) = - li 


y de la definición dc F„(* y) tenemos 
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Si ambos limites dd segundo miembro de esta igualdad existen, entonccs 
Fvtia, b) = lim 


F(a + h t b + k)—F(a,b + k) — [F(a + A. 6 ) — F(o. b) ] 


Si U(y) = F(a + h,y) —F(a,y), entonccs F(a + h, b + k) — F(a, ò + k) 
U{b -f k) j F(a + A, 6 ) —F(a, b) = U(b). De acuerdo con esto tenemos 

HÜ f fn k\ — r,^ V& + » - «Ml 


Bajo la hipótesis dc que F y F v son continuas cn tf, por el teorema dei valor medio 
para derivadas tenemos 

(J(b + A) — 1/(6) = hU , {y l ) % y, € (6. 6 + 4). 

^(y«) = Fr( a + b, y,) — F„(a, y,), 

;7 por tanto 

F y (a -f h i y l ) — F y («, y*) 1 


r /*»#(«. 6) = lim I lira 

Bajo la hipótesis de que F a y F, y sor 

í+ A,yx) — Fg(a,yi) 

Finalmente, ya que F, y es continua ei 

s. ; f„(o, ó) = lim [jim /•„(*,, r,)j, a< Xl <a + k; 6 < y, < b + 1 

lí' =|im[f w (a,y,)] 

dcmos! ración dada hicimos uso dc la hipótesis de que F, F v y F„ son 
jqntinuas en /V para probar que F w («, b) =F. f (o, 6 ). Con una demostración 
sugar en Ia cual usaríamos la hipótesis dc que F, F, % y F„ son continuas en tf, 
también demostrado el teorema. 

.mteorema 13 se deduce que si F es una función cuyas segundas derivadas 
Darci ales son continuas en una región /?, entonccs F yz (x,y) = F^y) si (*,y) 
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es un punto interior de R. En forma más general (con hipótesis seraejantes con 
respecto a la continuidad) las derivadas parciales de cualquier orden son indepen* 
dientes dei orden que se sigue para obtencrlas. Entonces 

Fixtrix, y) = Fju(x,y) = /«»(*, y), 


EJEBCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dcl 1 al 12 encucntre todas las derivadas par 
ciales de segundo orden. 

L F(x % y) = xY — xy 3 . 2. F(x, y) = ^ sen y. 

n p . . X* y 2 4. F{x > y) = sen (2* + 3y). 

3. —— • 6. * = *V + y‘- 

5. a = *y= + 2 y* + 4. 8 . z - , 

7 . , = xy> — 2 *V. 


12 . u = c" sen y + e“ sen z. 
azz 3 + 2 a*xy, encucntre 1 


demuestre que 


f(x,y)} de dos variables independientes 


Para la función F = {(x, y t 
x y y, la ecuación de Laploce es 


y para la función F = {<*, y,x\ u) | u = F{x, y, z)) dc ires variables indepen 
dientes r, y y fa ecuación de Lapiace es 


En cl ejcrcicio 14 demostramos que para la función F = {(x, y; x) | z - Vx* + f) 
la ecuación de Lapiace se satisface. En general cualquier función b puede o no 
satisfaccr la ecuación de Lapiace. 

En cada uno de los ejercicios dei 15 al 18 demuestre que Ia Función dada satis¬ 
face la ecuación de Lapiace. 

15. F = {(x,y;«) | * = e" sen y). 

16. F = {(*, y; z) \ z = nrctan (y/x) }. 

17. F = {(x.y.a; ») | u = <*’ + y* + 

18. F = {(x,y;z) |* = **scny + c^senx). 

19. Si / = {(x, y; a) | a = e"' **•'}, donde a y b son números realcs, demues¬ 
tre que satisface la ecuación de Lapiace si y solo si a* + 6 a = 0. 


y verifique 


En cada uno de los ejercicios dcl 20 al 23 encuentrc 
que son iguales. 
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20 . s = <w* + bx*y + cxf- + dy*. 21. £ = e <*•»>/<-„ 

22. * =(** +23. s = iv. 

24. Si ; — (3x 3 — 47 »)*, verifique que 

jgjgV. 3 *S _ Õ 3 z _ S s 2 

1^.-. ô * 3 ^r 3x 0y d* “ 

i 10.13 Fórmula de Taylor con resíduo para /(«.y). En la Sec. 8.9 se 

vjo que la fórmula dc Taylor con resíduo para F(x) cs 

F(*) = F {tt)+ q?i {x __ a)+ qfi {x _ a) , + ." 


donde 


F ltt (a) 

+ — (*—<*)■ + «„.,(*), 


a."(*) -f n + 1 )j (x — o)*“ para 


*•♦«(*) =0 para x = a 
y además a<;<xyiÇ f«; ój. 

. Si F== 2 ) I r y)} CS una función de dos variables independien¬ 

tes, eslabeceremos una fórmula para F(x t y) semejante a la fórmula de Taylor 
:/para/(xj. 1 

iÇonsidercmos la función 

. F = {(*. j; r ) I * = F(x, y ), (x, y) 6 R), 

y *t ( 0 . 6 ) un punto interior de R. Supongamos que F « continua en una vecin- 
d.d cerrada N de (« 6 ), donde N Q R. Supóng a5 « también que todas las deriva- 
.parciales basta la de orden n de F son continuas en N, y que todas las derivadas 
parciales de orden n + 1 de F(x t y) existen en N. 

nadas* 3 " * X * nÚm * ros diferemes d ' cero taies que cl punto P(x,y) con coorde- 

* = a + At, y = b + kt, í € (0; 1] (98) 

«stá ín Nj_ esto es (o + Aí, 6 + kt) € N para t € [0; 1], 

5ea F una función tal que 




Por (50) 


tenemos 


por (98) 


Por tanto 



F(t) = F(a + ht, b -f kt ), i ç (0; 1J. 


HO = F t (x,y) D lX + F v (x t y) D,y, 
D«* = A, D, y = k. 


F’ (0 — Fj(x t y)U + F g (x, y)k. 


( 100 ) 


( 101 ) 


I 


( 102 ) 
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En forma similar 

?"(«) = [Fu^y)k + JV*.r) fc ]»«* + + F « ( *’ y)fc] D ‘ r ; 

Por d teorema 13 y laa hipótesis que hemos establecido referentes a la continuidad 
de las derivadas parcioles de F, se deduce que 

M*r) 

De la. igualdad (100), y la cxprcsión dada poro Ê"(í), se obtiene 

F"(t) = F a (x t y)k % + 2 F„{x,y)hk + F n {x,y)k l . 

Dc igual manera podemos demostrar que 

r* (I) = F„,<», y)hf + 3F„ r (x, y)A*A + 3fr)** 5 + F m(*. r)*. ,103) 

y ui auceaivamente para derivadas de orden superior de ?(t). 

De las fórmulas dadas para f[t). ?'(0. *"(»>. de las fórmulas semejan.es 
para derivadas superiores de F(l). y de las hipó.esis referentes ala «,s.encm y | 
continuidad de las derivadas parcial» de F en IV, se deduce que f, T, , J 

son continua, para ,€ [ 0 ; 1 ] y que f««“(«) « t°; U* Pot ^ 

desarrollar /(«) en potências de » por la fórmula de M.claurm (See. 8.9). y | 

obtenemos . 


(109) 


FORMULA DE TAYLOR/B77 

Escribimos: 

;-V-r. ( A ^ + k b * para hF *i a > b ) + ***(«» 6). 

gv- con esto (106) se transforma en 

|; • )=(*£+ 

En forma similar escribimos 

ay; - ^ 

gP‘. ( A ST + *3^) F(o - 6) en lu ê nr de A’ F »(«i 6) + 2AW«(o. ó) + 6), 

con esto (107) se transforma en 


De igual manera obtenemos 


Tu)=m+ ^ l + ^ + ... + ^ 



( 110 ) 


(Hl) 

que 


/‘è + 4) V( * >y)> 



(104) 1 


. 7»*»m .... 
+ Tmrr' 


o<9d, 



donde « 6 [0; 1], Observe que si 0 < 9 < 1 y 0 < í < j 

por Unto podemos escribir el término dei resíduo como se ha hecho; Ot jueg 
papel de z en la fórmula ( 68 ) de la Sec. 8.9. 

Si ponemos I = 0 en (98), obtenemos x = a y y = b, entonces 

j?(0) =F(«,fr). (105) 

Usando «1 hecho de que x = o, y = i euando t = 0. obtenemos de (101), (102) 
y (103) rcspcctivamcnte. 

r(0) = F.(a, b)h + F,(o, b)fc ( ”v| 

F"(0) = F„(o, 6 ) A* + 2F+(a* b)hk + F n {a, b) k\ 

T"(0) = b)h* + 3W«, b ) h * + b)hk * + / " ,(a> ^ (1 °-| 

Para obtener expresiones compactas para ?'(0), F"{0) y F (0), ’^*||| 

/(»*»>($*), introducimos el siguiente simbolismo. 


K 


=(> 

.y asi en general 

F- ,( °)=( A |- +i |.)V ( «,6 ) (112) 

/ 0 a \»*1 

:p . ~\ k te + k fy) F(o + 9tA, ft + 9tA) J 0 < 9 < 1. 

' ■ Sustituyendojos resuludos dc las ccuaciones (105) a (113) en la ecuación 
Pp : :T WMtdo ?(í) = F(o + At, 6 +At), obtenemos 

|F(n + At, 6 + At) =F(a,b) +t(A± + A^F(o,6) + £ 

pU; (4 + i |) V(<a) 

£'•+£(*£+*£)*'<*« + ••• + S( A è +fc |)'<*•*> <»*> 

lf i ;ti) 1 ( ;> ê + *£) '^° +9,A - fe +**> • o < 9 < i. 
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La igualdad (1H) se verifica para f€[0; 1]. Ponicndo t = 1 en (114) obtc- 
nemos una fórmula para F(a + h, b + k). De (98) tenemos que si t = 1, entonces 

x = a + h, y = 6 + *, 
h — x — o, k = y — b. 

Entonces la fórmula que expresa F(a + h, b + k) se transforma cn F(x , y) donde 
(x t y) £ N, y esta fórmula se puede escribir como F{x t y ) = F(a , 6) 

+5r[<*-“ ) è + ^- 6) è] V(a ’ i) 

+ è[<*- o) è +(y - 6 ) i] V(a - 6) +(115) 
+T^[*-4h+*-»ÍFT* + 9, ’- m} ’ 

6 + «(r— 6 )), 0 <í <i. 

L. igualdad (115) w Uaroa la Fórmula de Taylor con resíduo para 
F(x,y). Si n. = 2, la forma simbólica (115) de la fórmula de Taylor con resíduo 
para F(x> y) es 

F(x,y) = F(a, 6) + [(* — o)F.(o, 6) + (y — 6)] 

+ .!-[(*_ a)’F„(a,6) + 2(x —o) (y — 6)F 0 (a, 6) (116) 

+ (y — b)*F w (oi b)] 4-/?>(*, yh 

donde 

R,(*,r) = sr [(* — •)’'^-.(^<0 +3(*—o)*(y— b)F„(c,J) 

+ 3(x— a)(y — b)'F n ,[c,i) + (jr—6)*F,„(e,</)], < 117 > 

a < e < *, b < d < y. 

Es conveniente escribir (115) en la forma *í 

f(*,y) = P«(*. y) +rti»*i(*»y)* 

donde /*,(*, y) es un polinomio de grado n en x y y y R,. x {x,y) es la diferencia 
entre /*(x,y) y este polinomio. 

Ejemplo. Escriba la fórmula de Taylor para F(x, y) = e* cosy, use o = 0, 
6 = 0y» = 2. 



VALORES MÁXIMOS Y MÍNIMOS DE F(x,y)/5?0 


EJERCICIOS 

; : n i' 2 Escriba Ia fórmula & Taylor para F(x, y) = sen * sen y. a = 0, b = 0, 
}. ^ ^Escriba ia fórmula de Taylor para F{x, y) = e* sen y, a = 0, b = 0, 

3. Escriba el polinomio />„(*, y) de Ia fórmula de Taylor (115) para 
F(x,y) -senxy + senx, o = t/2, 6 = 0, n = 2. 

p/ \ Esc Í ba el P °! inon " 0 P " (x ' r) de Ia fórmuIa ** Taylor (115) para 
I; 1014 Va,ores máximos y mínimos de /*(*, y). Consideremos la función 

§£•; ; ~ *■ = {(*?;*) I* = *■(*>r).(*>r) €/>}. 

donde O es una región o unión de regiones. 

i e# Un valor mâxlmo re,ativ ° dc f(*,y) ai existe una vecindad N 

de (a, 6 ) donde 

/•(a, b) >F{x, y) (118) 

para (z,y) £iV fl D. Si la desigualdad (118) se verifica para todo {x,y)£D, 
entonces /*(a, b) es el valor máximo de F(x , y); es el máximo valor en el rango 
de F, 

F(a, b ) cs un valor mínimo relativo de f (*, y) si existe una vecindad /V de 
(fl, 5) donde 

F(°*b) <F(x,y) (119) 

|jjp^fey)€ N H D. Si la desigualdad (119) se verifica para todo (x, y) 
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cntonces F{a,b) a el valor mínimo de F\x,y): « el valor mínimo en el rango 

dc 9 

Si F{x, y) tiene un valor máximo relativo en (o, 6 ), cntonces la superfície con 
ecuación : = F(x,y) tiene un punto relativo máximo en («, b, c) donde 
c = F(o, 6 ). En forma similar si F(x f y) tiene un valor mínimo relativo cn (o, b), 
cntonces la superfície con ecuación z = F{x, y) tiene un punto mínimo relativo 

en (o, b, e ). , 

Los valores extremos de F{x, y) son los valores máximos y mínimos rela¬ 
tivos de F{x, y). 

Teorema 14. Si [a, b) es un punto interior dei domínio de la función 
F = l(*,y;r) I* = F{x,y)} t siF,y Fy son continuas cn (a, b) y si F{a,b) es - 
un valor extremo de F(x,y), entonces 

F b (q, b) = 0, F t {oy b) = 0. (120) 

Demostración. La hipótesis de F(x,y) tiene un valor extremo en (* 6 ) im¬ 
plica que F{x t b) tiene un valor extremo en o, y por lo tanto F,(a> b) - 0 (Vca 
Sec. 4.2, en particular teorema 5). Eli forma semejante, si F{x,y) tiene un valor , 
extremo en (o, 6 ) implica que F(a,y) tiene un valor extremo en 6 , y por tanto j 

M* «= 0 . m í 

Así el teorema queda demostrado ■ 

El teorema 14 puede interpretam geométricamente al establecer que si la su¬ 
perfície con* ecuación z = F(x.y) % tiene un punto máximo relativo o mínimo| 
relativo en P(o, ò, c) y ai U superfície tiene un plano tangente en este punto, en- ;; 
tonces este plano tangente es paralelo al plano xy. 

Si f, y F v son continuas en (o, 6 ) las igualdades (120) constituyen una corv u 
dición neoesaria para que F(*,b) sea un valor extremo de F(x, y) para (a, 6) ■ 
punto interior de D. Si (a, b) es un punto interior de D, si F m y F v son continuas^ 
en (a, b) y si F{a, b) es un valor extremo de F{x,y) t entonces 

(o,ò)€ {(*y) \F.{x,y) =0 y F,(x>j) = 0 }. | 

El conjunto {(*,y) | F,(x,y) = 0 y F,{x.y) = 0) se llama conjunto de pares| 

críticos de F(x,y). ... 4 M 

Sin embargo, necesitamos critérios adicionales para determinar cuando una pa- .= 

reja crítica produce un valor máximo relativo, un valor mínimo relativo o ningunoj 
de estos valores. El teorema 15 proporciona tal critério. 

Por ejemplo, consideremos las siguientes situaciones: 

(i )z = F(x,y) = Va’ — * a — y\ F,(x,y) = — F v (x,y)=— -| 

(ü) a = F(x, y) = i (* 3 + T 3 ). F,{x t y) = * FA*.V) = Y- 
(iii) z = F(x t y) = i (* 5 — 7’). FA*> 7) = *. Fwi*. r) = —>'■ 

Observe que para cada una de estos casos (0, 0) es una solución de la pareja 
de ecuaciones F g (x, y) = 0, F,(*. y) = 0. Por tonto para cada una de estas situa.j 
aciones 40,0) es un par crítico para Ptx.yl. -jl 
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. -£ n = es . una ecuación de un hemisfério con un punto 

máximo relativo cn (0. 0, a). En (ii). = = «*■ + y 3 ) es una ecuación de un pa- 
raboloide circular con un punto mínimo relativo en (0,0,0). En (iii) z = 

i . .7*) 68 una ccuación de un paraboloide hiperbólico sin punto máximo re- 

lativo ni punto mínimo relativo en (0, 0, 0). 

Teorema 15. Sea F = {(*, r; r) |-- = F(*, y ), U, r ) f fl) r (o , 6 ) un 

punto ulterior de D. Suponga que F, y toda, la, derivadas par cicie, de orden. 
uno y dos de F , son continuas en una vecindad cerrada N de (a, b) donde N Q D, 
suponga además que todas las derivadas parciales de tercer orden de F(x, y) exis’ 
ten en /V. Suponga además que 

FAa, b) = 0, F v (<i,b) =0, 

7 toa K(x, y) = [/■„(* ,)]• - F„(x, y)F„(x,,). 

cntonces: 

Wr W 6 ) es un V(úor máximo relativo de F{x t y) si X(o, b) < 0 y 
F„{a, b) < 0. 

• W F (°' cs ün valor mínimo relativo dc F(x, y) si K(a, b) < 0 y 
IÇwí 0 » b) > 0. 

(iii) F(a, 6) no es un valor extremo de F\x,y) si Kia.b) > 0. 

- Demostración. Usamos la fórmula (116) con 

x = a + á, y = b + k, 

y en consecuenda 

x —a = h, y — b = k i 

donde h y k son números diferentes dc cero tales que (a + 4, b + á)Ç N. Para 
simplificar hacemos 

A = F„(o,b), fl = f„(a, 6 ), C = F„(a,b), 

por Io que 

K(a t b) = B 2 — AC. 

I Como F.(<h à) = 0 y F t (a t b) = 0, obtenemos por (116) que 
F{a + h % b + k) — F(a , 6 ) = \{Ah' + 2 BhJc + Ck*) + 


R = V A 3J , + k dy) F ^ a + eK ' b + dk) ' 0 < * < 1 

' •* posible demostrar que existe un número positivo d con la prop 
cuando \h\<dy \k\ < d, entonces 

i \AK* + 2Bhk + 0*| > è |/?|, 

,y por lo tanto con Ias restriccioncs anteriores para h y k . 

I &V» áe l F < a + A, 6 + 4) — /-(o, 6) ] = signo de [ Ah 3 + 2Bhk 
y Por la teoria de las formas cuadráticas sabemos que el signo de 
fcl Ah* + 2Bkk + Cá* 
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permanece constante [esto es, la cxpresión Ah 3 4* 2Bhk 4- Chr es positiva para 
(h , k)Ç Re X Re, o e s negativa para {h, h) € Re X Re] si B a — AC < 0, esto es 
si AC > B\ lo cual implica que A y C tengan el mismo signo. Además, este signo, 
o sea el de A, es el signo constante de la exprcsión (121). De esto podemos dedu- 
cir que: 

Signo de [f(<* + k, b + k) — F(a, b) ] =Signo de A - Signo de F„( «, 6) . 

Con lo cual quedan demostrados (i) y (ii). 

Si B* — AC> 0, el signo dc Ah 8 4- 2Bhk + Ck> no permanece constante 
para (h, *) € Re X Re. Por tanto, ai K(a, b ) = B=-AO 0, rntoncc, fio, 6) 
no cs un valor extremo de f (x, y). • >■ 

Ejemplo 1. Encuentre los valores extremos de F(x,y) = x 1 + xy + y 3 + J 
6x 4* L 

Solución. 

F.(x , y) = 2* 4- y 4- 6, F„(*, y) = * + 2y. 

Observe que F, y F, son continuas on Re X Re. Los pares críticos dc Flx.y) | 
son las soluciones dei sistema de ecuaciones 

2x 4- y 4- 6 = 0, * 4- 2y = 0. 

D único par, critico es (—4,2). 

Además 

F~(*,y) = 2, F m {x,y) = 1, F„(x,y) = 2. 

Es obvio que todas las derivadas parciales de segundo orden son continuas y todas 
las derivadas de tercer orden existen, por Unto podemos aplicar d teorema 15. 
f„(— i, 2) = 2, F„( —4,2) = 1, F„[—i, 2) - 2. 

Dc donde 

K( —4,2) = [F n ( —4,2)]* — F„(—4, 2)F W { —4,2) = —3 < 0. 

Como F„(—4, 2) > 0, por a teorema 15(ii) se deduce que F{—^ 2) e» un valor,^ 
mínimo relativo dc F(x, y). Este valor mínimo relativo es —11, porque F(-4, 2) 

= - 11 . 

* . ja 

Ejemplo 2. Encuentre los valores extremos de F(x,y) = x 3 4- y 3 

Solución. Â 

F«(x, y) = 2* — 2% 3 , F„(x, y) = 2y. 

Está claro que F t y F„ son continuas en Re X Re. Los pares críticos de F(x,y)| 
aon las soluciones dei sistema 

2* — 2x* = 0, 2y = 0. 

Al resolverlo encontramos tres pares críticos, (0,0), (1,0) y (—1,0). 

F„(x, y) = 2 — 6x 3 , F w (*, y) = 0, F„{x, y) = 2. 
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La siguiente tabla cs útil para probar los pares críticos. 


K(a,b) =B' — AC 


De la información en la primera línea de la tabla y usando el teorema lS(ii), 
se concluyc que F (0.0) = 0 es un valor mínimo relativo de F ( x, y). De la infor- 
raación en la segunda y terccra líneas de la tabla y usando el teorema 15(iii) se 
concluye que F(l, 0) no es un valor mínimo ó máximo relativo y que F(—1,0) 
tampoco cs un valor mínimo 6 máximo relativo. 


lumen máximo que tiene tres de sus caras en los planos coordenados y un vértice 
en el plano con ecuación “ + f + donde a > 0, 6 > 0, c > 0. Encuentre 

también dicho volumen máximo. Vea Fig. 10.18. 

Solución. Scan x, y y z las dimensiones dei paralelepípedo, y sea v su volumen. 
Entonccs. 

v = xyz donde - + r + -= 1, 


Hacemos 


La única solución posible dei sistema F,(x,y) 
Y = lb, y con estos valores z = ^c. 
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10. Investigue los puntos máximos y mínimos relativos de la gráfica de 

* = —-** — y* + l. 

11. Encuentre el produeto máximo de cuatro números reales positivos cuya 
suma sea 8. 

12. Encuentre el máximo valor de u = xyz % si *, y y z son números reales 
positivos tales que 4x + 2y + z = 12. 

EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 10 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 4 describa y grafique cl dominio D de 
la función F paro la cuol la correspondiente de (ar, r) ó ( x,y,z) se especifica. | 
Diga si el dominio es una región, región abierta o región cerrada. 

* 1. F(x,y) = V16 — x 5 
: 2. F(*,y) = 

, 3. F{x t y,z) = l n (s* -f 

. 4. F(x t y,z ) = V** + ; 

5. Si F{x, y) - x l + 3; 
las funciones F, y F v . Encuentre 
i6. Si F(x t y t z) = 2x>- 
J Fn{x> y> z) . 


' + * a —4 + ln (9 —x* —y’ —z*). 

' + y ^ ^ «ncuentre F,(x, y) y F,(x.y) y especifique 
5 S valores de F[x,y), F r [x,y) vF.lx.rl en Í1.2J 
3xy + y 3 — 4x 3 , encuentre F.{x, y , z) t F,(x, y , z) 


encuentre 


encuentre 


9. Encuentre una ecuación dei plano tangente y una representación paramé¬ 
trica de la normal a la gráfica de F(x, y,z) = x* — 2y* + 3 z % — 3* — 12 = 0 


«lP(2,-1,2) 

10. Para z = ln (x* + xy + y 3 ), encuentre x ~ + y *— . 

OX oy 

En los ejercicios 11 y 12 encuentre una función F (si existe) que satisfaga 
las condiciones dadas. 

|- : 11. F t {x, y) = 2x — sen y f F v (x, y) = —-x cos y. 

12- >■.(*. 7) = V - — \ cos l ; F,[x, y) = co. 7 - . 

13. Encuentre una ecuación dei plano tangente y una representación paramé¬ 
trica de la normal a la gTáfica de 5z = x* + 4y* en el punto P(3,—2,5). 

': ’t iM* Encuentre una ecuación dcl plano tangente y una representación paramé¬ 
trica de la normal a la gráfica de z = e“* sen y, (o) en el punto donde x =r 0, 

r = j ; (6) en el punto donde x = 0,y = 0. 

| . 15. Si F(x,y) = + . encuentre (a) liraF(x, mx); (6) 

Íimf(x, Vx). i Existe lim F(x,y)? 

16. Seleccione dos curvas con ecuaciones respectivas y = C l (x) y y = G,(x) 
que pasen por el origen y use cl método dcl ejercicio 15 para demostrar que para 

f far) = ■ ,*? ; lim F (x, y) no existe. 


EJERCICIOS 


En cada uno de lo. ejercicio. dcl 1 al 6 investigue los valores extremos 


1. F(*,y) =34*= — 2 <lxy + ‘n r . 

2. F(x,y) = **y —4*> — y , . 

3. F<*. y)=x- + 5y J — 6* — 10y + 15. 

4. /(*,y) =4t + 6y —2x> —3r —3. 

5. F(*. y) = 3oxy — *• —y*. o > 0. 

6. F(*,y) =*' + r’ —3*. 

7. Encuentre tres números positivos cuya suma 
produeto sca máximo 

8. Encuentre cl punto P(u, 6, c) en la grafica d( 
enga la máxima coordenada z. 

9. Investigue los puntos máximos y mínimos 
,*) — (yV& 3 ) = 2cr, c > 0. iQue clase de super 


cs cl número positivo a y 
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T a 4 . x 2 3r , 3s __ 

17. Si z = 2LZX , dcmucstrc que x- + y^-z. 

18. (a) Para 1 = x 3 + xy, encuenlre dz y Az en íunción de *,y, Ax,Ay. 
(fc) Use los resultados dc (a) poro calcular d* y Az si * - 1, y-4 

Ax = 0.02, Ay = 0.01. 

19. Encuentre el punto dei primer octante que pertenece a la curva con ecua- 
ciones r = i 5 + y i ,* = 3encl cual la pendiente de la tangente a dicha curva cs *• 

20. Encuentre una ecuación dei plano que pasa por el punto C 2 » 1 *”” 2 ) > 
es paralelo al plano tangente a la gráfica de X a 4- y a + z l = 12 cn (2, —2, 2). 

21. Encuentre una representación paramétrica de la tangente a la curva con 
ccuaciones z = x> 4- 2y a , x = 2 en cl punto (2,1, 6 ). 

22. Encuentre la pendiente de la curva C que es la interseccion de las graficas 

dc x 2 4 - 2 y‘ + 4 z s = 24 y x = 2 en el punto (2, 3, $V2). Grafique la parte dc 
la superfície con ecuación x 2 4- 2y= 4- = 24 que esta en cl pnmer octan tec 

indique sobre esta gráfica la curva C y la línea tangente a C en (2, 3, *V 2 ). 

Dé una represcntación paramétrica de esta tangente. 

23. Si z = F (x, y) = sen (x 2 + y 2 ), donde x = 2i, y y = e«, encuentre D,z. 

24. Si 14 = f(x,y,z) donde * =- 2f, y = í 1 y * = <*, encuentre D<u. 


25. Si z = nrctan £, donde y = e". encuentre D*z. 


26. Si u = y arctan ^ donde y = 2x y z = x a , encuentre D^. 


27. Encuentre el valor dei ângulo 9 para el cual la derivada direccional de 
- = x* + y* en M (3, 4) es máxima y encuentre dicho valor máximo. 

28. Si F(x, y,z) = cos (x + y + z), x = n, y = r* + s*. z = r 2 — s a , en¬ 
cuentre/rír, z) y ^»( r i *)• 

29. Suponga que una función G = {{x,y; s) | z — G(x,y)} sc expresa por 
la ecuación z* + xz — y 3 = 2. y encuentre G,(x f y) y Crl*7>. 

30. Encuentre los números directorcs de la normal a la grafica de sen xy + 

sen yz 4- sen zx = 1 en el punto 2 ’ ^) ' 

31. Un punto P(x, y,z) se mueve sobre la curva C que cs la intcrsccción dc 
la superfície con ecuación z = V 16 — x a — y= y la superfície cilíndrica con re- 
prcsentación paramétrica x = t,y = t\ Encuentre la razon de cambio de z con 

respecto a t en el punto donde t — 2. 

__ 3z 3z 3 a z 

o> 1 « I I .rnnanlra _ _ V -- 


32. Si z = ln ^x» 4- y 3 4* xy, encuentre gj, ^ y 


3*z . 3 a z 

33. Si z = x* sen (x* 4- y ? ), verifique queg^ - 

3*z 3*x 3*z - 

34. Siz = sen (3x — y), encuentre ^ ^7^ 


35. Demuestre que el polinomio P.(x, y) de la fórmula de Taylor (115) pàw 
F(x, y) = e* sen y, o = 2, 6 = 1, y n = 2 es 


'•<«>=1 +i,< “ 

36. Determine el polinomio /'.(*, y) de Ia fórmula dc Taylor 1115) par 
F(x.y) = sen (2x — yj, a = 0, b = 0, y n = 3. 

37. Determine los valores extremos de F(x, y) — x 4 4* y* 32y 4- 2. ;J 





uuuim. ci capiiuio o aenmmos la 'integral (segun 
Rieraann) de una función F de una variabie independiente de un intervalo ce¬ 
rrado [a; ú]. Este concepto de integral se puede extender a una función F de dos 
variables independientes en una región cerrada de dos dimensiones H y a funcio¬ 
nes de más de dos variables independientes en regiones cerradas de más dimen¬ 
siones. Para definir una integral de una función de dos variables independientes 
necesitamos el concepto de región acotada y el concepto de red JV en una región 
acotada. Una región en el cspacio 2 es una región acotada si existe un rectán- 
guio con la propiedad de que cada punto de la región cs un punto dcl interior dcl 
rectángulo. Una región acotada puede ser abierta o cerrada o ni abierta ni cerra¬ 
da. Por ejemplo, la gráfica de {(x, y) | x a 4-y 2 < 25} cs una región abierta 
acotada; la región que consiste de los puntos en el interior y sobre una elipse 
es una región acotada cerrada. Una región puede ser cerrada sin ser acotada; por 
ejemplo Ia gráfica de {(x, y) | y > 3} es una región cerrada pero no es acotada. 
Una curva siraple cerrada C (definida cn la Sec. 8.2) divide el plano en dos 
regiones, una región acotada R u que es el interior dc C y una región no acota¬ 
da R tt el exterior de C. La curva C es la frontera de ambas regiones, y si los 
puntos de C pertenecen a una de Ias regiones, esta región es cerrada y la otra 
región es abierta. 

Si R es una región acotada cuya frontera es una curva siraple cerrada C y si 
C se compone de partes de las gráficas de un número finito de ecuaciones 
^i(x, y) = 0, £ a (x,y) — 0, • • •, E m {x,y) =0, describiremos R como la región 



INTEGBALES DOBLES/589 



y sus áreas se representarán por 


bA u AA St •••, AÀ it •••, A Ai, 


respectivamente. Un aumento T t de la red fV* es an conjunto de k puntos, que 
hayan sido seleccionados escogiendo uno de cada rectángulo de la red; esto es 


Tu = {x„y»), (**, 72 )» (*iiy«)» . (**»?*)}. 


donde (*r,yi) €fli. 

Sen F una función dc dos variables indcpcndicntes cuyo dominio contienc a 
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Supongamos que R es un» región cerrada y acotada interior ai rectángulo S, 
donde 5 es la gráfica de 

{(*,y) i « < * < b > c<y<d). 


red /V de Ia región R. Los rectángulos sombreados en la Fig. 11.2 forman 
una red en la región R. Si una red en R se compone de k rectángulos, repre¬ 
sentamos esta red por el símbolo JV*. La norma Jf* de una red N es la longitud 
de la diagonal más larga de los rectángulos de que consta la red. Si Nu es una 
red de k rectángulos en una región R, estos rectángulos (cerrados) se repre- 
sentarán por 

Ru R? i " ' i Ri: * * * » Rlh 


Fig. 11.1 


como ac indica en la Fig. 11.2. Sea P. una partición de [o; b] determinada 
por el conjunto -• •, •' 1 ■. O, «* P ™ una P«tición de [c; d] 

minada por el conjunto - .7-'} y consideremos el conjunto 

los rectángulos formados por líneas paralelas a los ejes coordenados, que 
por los extremos de los subintervalos de cada una de estas particiones (Fig. 

La coleccióu de rectángulos (cerrados) cuyos puntos pertenecen a R se llama 


Fig. 11.2 
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la región cerrada acotada R , sea N k una red de R, sea T* un aumento dc /V*, 
y formemos la suma 

F(x i,yi) A/4, + f(x a ,y a ) A4, + + F{xi,yi)bAi + ••• 

+ F{xu,y k ) àA k = 

isl 

Si existe un número I con la propiedad de que para cada e > 0 corresponde una 
S > 0 tal que 

^F(x { ,yi) bA { — l <t 
i-x 

para todas las redes /V* y aumentos 7* con norma menor que $, entonces 
este (único) número 1 es la integral doble (scgún Riemann) de F en la re¬ 
gión R. Coando este número / existe decimo» que F t» (scgún Riemann) into- 
grable cn R y Io representamos por: 

l = ^F(x,y)dA. 


La existência de un número / con la propiedad mencionada en la definición 
de una integral doble depende no solamente de la naturaleza de la íunción F 
sino también de la región R. Hay vários teoremas que dan las condiciones de 

la región R y de la firación F suficientes para la existência dc j j F(x, y) dA. 

Uno de los más simples y útiles es el siguiente que enunciamos sin demostrarlo.* 

Teorema 1. Si F es una Junción de dos variables indepenãientes que es 
continua en una región cerrada acotada R y si la frontera de R es una curva 

cerrada simple y reclificable ,+ entonces j j F(x, y) dA existe. 

Sc debe enfatizar que las condiciones dadas en el teorema 1 son suficientes pero 
no necesarias para la existência de la integral doble. 

El cálculo dei valor de una integral doble directamente de la definición (como 

r b 

se hizo para ejeraplos particulares de j F(x) dx cn la Sec. 5.4) es muy tedioso 
aún para la mayoría de las funciones y regiones, dicho cálculo es prácticamente 
imposiblc si se hace a mano. Afortunadamente hay un teorema para integrales 
dobles que corresponde al teorema 2 de la Sec. 5.5 para integrales de funciones 
de una variable independiente. Este teorema se dará en la Sec. 11.3. 

• Para una dexnostracióa dc este teorema ve* Real Variables dc Olmsted, Secs. 1303, 
1305 y 1306. 

t Vea la Sec. 8.6 para las condiciones suficientes pare que la curva sea rectificable. 
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EJERCICIOS 


En cada uno de los siguientes ejercicios dibuje una gráfica de la 
Dé las coordenadas de los puntos de intersección de las ecuaciones qu 
nan la gráfica. 

1. R es la región limitada por las gráficas de y = %= y y= = 

2. R está limitada por las gráficas de x 4 - y = 2; y y = x 3 . 

3. R está limitada por las gráficas de y = 9 — x? y % — y + 

4. R está limitada por las gráficas de xy = 6 y x + y = 5. 

_ 5. R está limitada por las gráficas dcx-f-y = 5,x = 0 y y = 

6. R está limitada por los gráficas dc y = Vl — x a y y = 0. 

7. R está limitada por las gráficas de x = Vl6 — y 1 y * = 2. 

; 8. R está limitada por las gráficas de y=V25 — x 2 y y = 6- 


Gráfica de y 


Gráfica de y = Q\(x) I 


Gráfica dey-GiW 
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ejo *, intorsecta a U hontcra de R en aólo dos puntos, cntonces R se llama región 
dei tipo T x . La figura 113 muestra .vários ejemplos de regiones dei tipo 7\. Si 
cada línea que pasa por un punlo interior de R y perpendicular al eje y inter- 
secta a la frontera de R sólo en dos puntos, cntonces R se llama región dei tipo 
7Y La figura 11.4 muestra vários ejemplos de regiones dei tipo T t . Si R es a la 
va dei tipo 7\ y T, se Uama región dei tipo T,.„ Las figuras U.3(«) y (d). 
11.4(a) y (d) son ejemplos de regiones dei tipo 7\, a . 

Sea F={{x,y;z\z = F{x, y), (*, y) € R) una íunción de dos variables 
independientes que es continua en R. Supongamos que R es una región dei 
tipo T x y que G x = {(*,y) | y = G x {x) 9 x €[a; 6]) y = {(x,y) | y = £»(*)• 
*6 [o; 6]} son funciones continuas de una variable independiente con la propie- 
dad de que si * € [a; &]. y G l (x l ) < yi < entonces el punto (x u y x ) € /?. 

Bajo estas condiciones la función V (de una variable independiente) definida por: 

V(y) =F(x u y) 


Gráfico ; 
x-HiO) 



Gráfica de 
x-Hx(y) 


Gráfica de_i 

x-Hi(y) 




iráfica da 
x-H,(y) 


Gráfica da _ 
x = H\(y) 


W% fe 




_ Gráfica de 
x-Hib) 

Gráfica de. 
(y) 



Gráfica de 
x m Ht(y) 


Fig. ÍLI 


I 
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es continua en el intervalo [Ci(x»); C*(xi)] y la integral definida 

™ n *" y)iy 

^existe para to<la x, 6 [o; 6]. Entonces existe una función K dc una variable in- 
ã dependiente para k cual 

r 0»(») 

= ) 0 (a) ^(*»r) [a; b). (1) 

; En otras palabras, si U es una función de dos variables independiente» para 
11a cual 

= F(x,y) 

entonces, para x £ [o; 6], 

. rO*(x) l» 

x) = L/fc r) * = </(*,r)J M _ = ah «m j - oh ft« ]. 

fjfe&v (2) 

L« integral do la igualdad (1) se lee, la integral de F(x,y) con respeclo a y 
: en el intervalo [G x {x ); G,(*) ]. La igualdad (2) proporciona un medio para 
calcular esta integral. 

Ejemplo 1. Calcule f (xy — x*)dy. 

J a*-i 

, SoUid^n. Como deseamos integrar con respecto a y, necesitamos y) 
tal que D„U(x, y) = *y —*\ y ocurre que U(x 9 y) = *xy a — x*y tienc esta 

propiedad. Por tanto 

-cí—) 

Aqui k función /C de (1) está dada 

X(*) = f—*• + **— f. 

p-Para la función F definida por (1) podemos considerar 

!><■>*=ac'<->*)*■ 

Esta integral se llama integral iterada de F(x,y). Usaremos el símbolo 
.V> >0i(») 

I F(**y) dydx para designar esta integral, esto es 
K» J <M»> 

f» f » / . 0 |(x) \ 

i. loi«« J. (í. lW (3) 
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Nole que en esta integral iterada de F(x,y) los limites de integración de la 
integral interior son la» correspondicntes de a; bojo las funciones de 6', y G s icspec- \ 
livamente, y que los limites de integración de la integral exterior son constantes. | 

! i .»* 

(xy — x 2 )dydx. 

0 * U-l 


Sulución. Del cjcmplo l tonemos 


entonces 


(xy — x?)dy = ~- -+ * a — « * 

* ?i-i 

entoncea 

f (*y—*’)dy = 5 (t-** + *’ — |) ix 

* r** 

“ [_12 5 + T 4 J, 30 ' | 

Debe resultar evidenteraente que podemos definir otra integral iterada de 
F(x, y) cn la cual la primera integración se hace con respecto a *, y se escribe 

\.\.,„ F{x ’ r)dxdr= \Xl^ F{x - r)dx ) dr - (4) 

Aqui lo» limites dc integración de la integral interior son Ias correspondicntes 
de y bajo las funciones H, y H Estas funciones se suponen continuas en [c; d] 
y ai yi£[c;d] y HAyx) < (yi) entonces el punto (x u y x ) 6K. donde 

R es una región dei tipo T x . 

Etemplo 3. Calcule f f (xy — **) dx dy. 

J o J ifl ‘M 

Solución. Aqui. 


entonces 


c £*—«**-1: (f-í-í)* 


EJEROICIOS 


Calcule cada una dc los intcgrales iteradas. 

L j’ J ‘‘ydyix. 2. j' j* (a + 2y) ixiy. 

8 . r 4. i: i 
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a(i«coBO) 


r 8 sen 6 dr dê 


O 60*0 

# r sen 0 dr d6 

fio» r Inv 

13. ^ ^ e***dxdy. 


11.8 El teorema fundamental para integral es dobles. Si la inte¬ 
gral doble j j F(x, y) d A de F en R existe, y si la región R es dei tipo T x o dei 

- • * 

tipo Ta O la unión dc un número finito de regiones dei tipo T x ó T x , las intcgrales 
interadas se pueden usar para calcular la integral doble. 

AI recordar las definiciones de regiones dei tipo T x y T z dadas en la Sec. 11.2, 
sc debe tener claramente presente que si R es una región cerrada dei tipo T x 
entonces existen números realcs a y 6, y funciones continuas C x y G x con la pro- 
piedad de que R es la gráfica dc 

|£ ; v ((**)! Oi(x) <y< (?,(*).«<*< 6}. 

Esto cs, si una línea perpendicular al eje x intersccta a R, la intersección será un 
intervalo cerrado o solo un punto. En esto caso décimos que R está limitada 
inferiormente por la gráfica de y = G x (x), y superiormente por la gráfica dc 
y = G j(s), a la izquierda por la gráfica x = o, y a la derçcha por la gráfica 
de x = b (Vea Fig. 11.3). 

:Debe quedar claro que si R es una región cerrada dei tipo T x entonces existen 
números reales c y d, y funciones continuas H x y // 2 con la propiedad dc que R 
es la gráfica de 

{(*,?) | ^x(y) <*<#»(?), c<y<d). 

Esto cs, si una línea perpendicular el eje y intersecta a R, la intersección será un 
intervalo cerrado o solo un punto. En este caso décimos que R esta limitada a la 
izquierda por la gráfica dc x = H x (y), a la derecha por la gráfica de * = H x (y), 
inferiormente por la gráfica de y = c, y superiormente por lo gráfica de y = d 

(Vea Fig. 11.4). . 

' Enumeramos sin dar la demostración cl teorema básico usado en cl cálculo 
de intcgrales dobles.* 


; ; Teorema 2. Sea F = {(x, y; z) | s = F(x, y), ( x, y) € R] una función que 
es continua cn la región cerrada y acolada R. 

.» • Par» la demostración de e*tc teorema consulte Rual VariabUs de Olmstcd, Seca. 
1308 y 1309. 
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(i) Si R es del tipo Ti y es la gráfica de {(*,y) I Ci(*) < 7 < Gti*)* | 
a < * < 6}, donde G x y C t son continuas en [a; 6] entonces 

( 5 ) 5 


L ’| De donde 


\\F^.r)<lA=\[\lj^r)dydx. 


(ü) Si R CS una región dei tipo T, que es la gráfica de ((*,?) | HAy) < i 
* < c < y < á) We tf, y tf 3 son continuas en [c; d] entonces 

{4 


ei f«a(f> ... 

Jr(*r)*M= JJ.'<**>**■ 


J' ■ 0 


FJg. U.B 


Ejemplo 1. Calcule ([ (2x— y) dA donde R ca la región limitada por 

V P 

las gráficas de y = Vx^ y = 0, x = 1 yx = 4. 

Solución. La Figura 11.5 muestra la región R. De la figura vemos que Á|| 
es una región dei lipo 7\ (de hecho, es una región T t , t ) í por tanto podemos usar 
el teorema 2(i) para calcular la integral. Vemos que R está limitada infenormente 
por la gráfica de y = 0, superiorraente por la gráfica de y = Vx, a la izquier-| 
da por la gráfica de * = 1, y la derecha por la gráfica de x = 4; esto es, R cs b| 
gráfica de 

((*. y) 10 < y < V*, 1 < i < 4). 

Entonces, al usar la igualdad (5) en el teorema 2(i) tenemos 

j j (2x — y) dA = ^ — y) dy dx. j 


í ' : Esto es 


^(2z — y)dy= |j2 xy — J"'* = 2x>" — i 


r íj (2*—y) ^=j; (2*~- 2 i,) d ,=[i*-—í**j;=%. 

f Al calcular una integral doble j j F(x,y) d A usando integrales iteradas, la 

|determinación de los limites de integración es un paso clave. Para encontrar 
í;:lo$ limites de integración primero dibujamos una figura mostrando la región R 
| cn I a integración se vo a cfectuar. De esta figura podemos determinar 

;■ qué tipo de región es R; si R es dei tipo T u la primera integración puede ser con 
[respecto a y; si R es del tipo T tt lo primera integración puede ser con respecto 
. a x; si R es del tipo 7\, a podemos integrar primero con Tespecto a cualquiera de 
V; las variables x y y. Si la primera integración se hocc con respecto a y, buscamos 
; expresiones para dos funciones C, y C 2 y dos números a y b con la propiedad de 
que R está limitada inferiormente por la gráfica de y = C,(x), superiormente por 
; la gráfica de y = C a (x), a la izquierda por 1& gráfica de x = o y a la derecha 
jpor la gráfica de x = b; esto es que R sea la gráfica de 

M§§. • {(*,y) | Ci(*) < y < Gt(x), a < X < 6}. 

J* primera integración es con respecto a x buscamos expresiones para dos 
funciones tf, y tf 2 y dos números c y d con la propiedad de que R sca la región 
cuya frontera consiste de parte dè las gráficas de x = tf,(y), x = tf,(y), y = c, 
y y = d ; esto es R es la gráfica dc 

<(*>y)l KM <*<Ht (y).«<y<<0. 

& i. Al - encontrar fórmulas para G ,(%) y C a (x) (cuando la primera integración 
[se hiíó.con respecto a y) cs útil dibujaT una línca L perpendicular al eje x y que 
ípase por un punto interior de R cuya abscisa es x« 6 (o; 6) como se indica en la 
ig. 11.6(«). Esta línea L intersecta a la frontera de R en dos puntos P(xí, y„) y 
^<?(*«>yi) cuyas coordenadas y* y y t se pueden expresar en función de x*. Si para 
toda X{ 6 (a; b) se verifica una sola fórmula que exprese a y„ y una sola fórmula 
exprese a y,, entonces estas fórmulas serán las expresiones dc Gj(x*) y G,(x*) 
:tivamente, y serán los limites de integración G,(x) y G t (x) de la integral 
•ior. Los limites de integración dc la integral exterior serán la menor abscisa 
jquç pueda tener un punto en R y la máxima abscisa que pueda tener un punto de R. 

.; Note que en alguna9 situaciones la fórmula que expresa a y„ (ó a y») no 
Cxiste para toda £ (a; b ); la Fig. 11.7 describe una aituación de tal naturaleza. 
I^ Para encontrar fórmulas que expresen a tf,(y) y H t (y) (cuando la primera 
ntcgración es con respecto a x) procedemos en forma seraejante. Dibujamos una 
ínca L perpendicular al eje y y que pase por un punto interior de R cuya ordenada 
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P(Xi. G 2 (xà) 


Q(xi, G : (x)) 


T<H\ (yò. yj) 


U(fí 2 (yú.y t ) 


es y* € (c; d) como ac indica en la Fig. 11.6(6). Entonces podemos determinar, 
en función dc yi, las abaciaaa de loa puntoa de intersección T y U de esta línea 
y la frontera de R. 

Ejemplo 2. Calcule / = j j xy dA donde R es la región en el primer cua* 

a 

drante limitada por las gráficas de y 3 = x, y* = 4— x y y = 0. 

Solución. La región R para esta integral se muestra en la Fig. 11.7. Note 
que éata es dei tipo T Xit . Considerándola como dei tipo T x podemos usar la igual- 
dad (5) para calcular /. Sin embargo, si dibujamos una recta L perpendicular 
al eje * y que pase por un punto interior de R con abscisa x\ € (0; 4), observamos 
que L intersectará a la frontera de R en dos pontos P(x it y ») y Q{x it yi) pero 
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no hay uns sola fórmula para y. que se verifique para toda x t Ç (0: 4). En con- 

“j a 3r ci6n de 10 “ Ci 


En el ejemplo 5 volveremos n consideraria. 


fcfe^Porel momento, consideremos a R como ima región dei tipo T t . Si trazamos 
1 P er P en dicuIar al eje y y que pase por un punto interior de R con 
ggliada yi Ç (0; V2) observaremos que L intersecta a la frontera de R en dos 
«pontos 7"(*i, yi)y U(x n y { ) donde ar, = yf y Xr = 4 — y*« para toda y, £ (0; V2) 
«Jtpor tanto R es la gráfica de 

{(*.r)|r*<*< 4 —y>. 0<y<V2}, 
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y usando la igualdad (6*) tenemos que: 


= | j vr [(4—y*)V— (r*)VJ iy 

Si sabemos que una integral doble J J F[x,y) dA es igual a una integral 

ilcrada, podemos usar el teorema 2 
para determinar la región R sobre 
la cual queda definida la integral. 
Por cjeroplo, »i 

I (6 x — x'y)dA 

I = J* (6x — x l y) dydx, 

vil sè deduce dei teorema 2 que R es la 

\ - gráfica de {(*, y) | * — 6 < y ^ * f » 

. “ J§ 2 < * < 3). La región R se mues* 

[a _ JBfi* ** 3 tra en la Fig. 11.8. 

, , , fl i -J1 , , Si la región R es el tipo T ht en- 

^ l0nCCS \ 1 F ' {Xt r) ^ ^ PUCdC CaICU r 

x " ~ 2 Il ar usando cualquiera dc las integra- 
HP» les iteradas 

/ \°‘ W F(x,,)dydx 

/ J d J Ox(#) 

ó 

■ rc rWjtl») . . . 

Flç. 11.8 l l F(x p y)dxdy. 

JjfaM 

Ejemplo 3. Si j J xydA = V*** df,erm ' ,n ' la R y 

exprese un. integral iterada de 1. forma J* dé e! va,OT dt U 

integral doble. 

Solución. Al usar el teorema 2(i) vemos que R es la gráfica de 


•7 = x - 6 


r- -2 


Fig. 11.8 


r 
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esto cs, R es Ia región cuya frontern es la elipse con ecuación 9x* + y* = 36 (vea 
Fig. 11.9). Por tanto la frontera izquierda de R es Ia gráfica de x = —fcV36— y* 
y Ia frontera derecha de R cs la gráfica de x = $ V36— y®, es decir, R es la 
gráfica de 

l(*.r> I—*V36 —y»<*<iV36- y »,—6<r<6}. 

Entonces por el teorema 2(ii) 


Considere í [ (x — y) dA donde R cs la región que se muestra cn la Fig. 


11.10. Êsta cs una dcl tipo T,.,. Si consideramos a R como dei tipo T u vemos que 
su frontera superior y su frontera inferior están formadas por partes de dos 
curvas. Si consideramos a R como dcl tipo 7*, vemos que su frontera izquierda 


está compuesta de partes de dos curvas. Por tanto, si examinamos las funciones 
GxfoHx y Hz para Ias cuales 


vemos que solamente una de estas funciones H t se puede expresar por una ecua¬ 
ción sencilla. Para calcular la integral doble en un caso como éste, es conveniente 
usar el siguiente teorema, que expresa una propiedad muy importante de Ias in- 
tégrales dobles. Este teorema es un análogo al teorema 7 de la Sec. 5.7 y lo esta- 
bleceremos sin demostración. 
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Teorema 3.* Scan K a y R z dos regiones y sea f una función para la cuai 
j j F(x,y ) d A y jj F(x, y) d A existen. Si R x y R t no tienen puntos cn común 

exccpto puntos frontera, y si R = R x U R 3 , cntonccs 

J dA = \ j F[x t y) dA + j j F{x t y) dA. 


El ejemplo 4 es un ejemplo dei teorema 3, 


Ejemplo 4. Calcule J J (* — y) dA donde R es la región que se muestra 
en la Fig. 11.10. 

Solución. Ya establecimos, que la región R es dei tipo T t y la frontera ir- 
quierda consiste de partes de dos curvas. El cálculo se simplifica si R se considera 
como Ia unión de las dos regiones R x y R x que se muestran en la Fig. 11.10 
donde R x es la gráfica de {(x, y) | 3 — y < * < 2 Vy, 1 < y < 2) y cs la 

gráfica de {(*, y) | \y % < x < 2 Vy, 2 < y < 3}. Las regiones R x y R t no tienen 
puntos en común excepto sus puntos frontera en la línea con ecuación y = 2; 
entonces por el teorema 3 

jj (* — y) dA = Jj (x — y) dA + jj (* — y) dA. 

f• Para la demostración de este teorema vea Real Vaiiablei de Olmsted, Sec. 1306. 
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Al usar el teorema 2(ii) tenemos 

jj (* — y) dA = j^ — j)dxdy + \* J^(* — y) dxdy 

II- =j; (8 r _ 2r -/-_| y ._g dr 

; Ejemplo 5. Use el teorema 3 para calcular la integral doble dei ejemplo 
2 considerando a la región R dei tipo T x . 

Solución. Observe en la Fig. 11.7 que la frontera superior de R es la unión de 
las gráficas de {(*,y) |y= V*,x£[0;2]} y {(*,y) |y = x£ [2; 4]}. 

Podemos considerar o como la unión de las regiones y R a donde K, es la 
gráfica d e ((*,y ) |0 <y < VI, 0 < * < 2} y /? a es la gráfica de {(*,y) |0 
< y < V4 — x, 2 < * < 4). Las regiones R x y R t no tienen puntos en común 
excepto sus puntos frontera en la gráfica de x = 2. De donde, por el teorema 3 

Ux,dA = ^xydA+ 

u a, *, 

y por el teorema 2(i) obtenemos 

^xydA = \^ xydydx + \* " xydydx 

I: ‘ 


exercícios 

k® e Í erc icios dei 1 al 10 la integral iterada tiene el mismo valor que la 
integral doble j j F{x, y) dA. En cada ejercicio (o) determine la región R sobre 

la cual la integración se lleva a cabo y dibuje la gráfica de R; (6) escriba una 
integral iterada (o suma de integrales iteradas) con el orden de integración 
invertida, tal que tenga el mismo valor que la integral dada. 

tel L \SÍ‘ F(x,r * dyix - 2 - f ["‘F(x, r )d r dx. 


„ rvS fV«-V* 

8 - ío L F ^y )dxd y- 


* jj 

’• n: 


2 r <«-*’>/• 


3 . 




F(x,y) dxdy. 


F(x,y) dx dy. 


a F(x, y) dy dx. 

Í 0 L i F( x *y)dxdy. 

çl rV3-*» e 

8 * KJ* F(x t y)dydx. 

r * . VM-J 1 

8 - I f **(*, y) dy dx. 
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9. [* \' / ^ 7 F(x,y) dxdy+ r' /iTrir f (x> y > ixdy . 

Jo J ® 

10. í^ 1 F{x,y) dydx + (’ V ‘ C’"" F(*>r) ^ydx. 

U J fi/t J /ü J «Vo 

En cada uno de los ejercicios de 11 al 20 se especifica una función F y se 
describe una región R. Encuentre el valor de JjFfoy) d A en cada ejercicio. 

B 

11. F[x,y) - x + y\ R está limitada por las gráficas de y = x a y y a = *• 

12. F(x, y) = y*; R está limitada por las gráficas dex + y-2, yy-x. 

13. F(x,y) = 2 — x; R está limitada por las gráfica de x* + y 9 - 4. 

14. F(x,y) =1; K está limitada por las gráficas de y = 9 — x\ £ 7 — 

jí + 3. _ _ 

15. F(x,y) = 1; R está limitada por las gráficas de xy _ 6 y x + y-5. 

16. F(x, y) =25 — x* —y’; R está limitada por las gráficas dc x + y = 5, 
t - 0 y y - O- 

17 . F( x ,y) = x 2 + y a ; R está limitada por la gráfica de x* + y a = 25. 

18. F(x,y) =1; R «tá limitada por las gráficas de * — 2y + 8 = 0 y 

x* = 8y. _ 

19. F(x,y) ss 4 — x z — y 2 ;R está limitada por las gráficas de y =VI — x* 
y y = 0. 

20. F(x,y) = sen* 1 ; R está limitada por las gráficas de y = x, y = 0, y 
x = 1. 

11,4 Areas y volúmenes por integrales dobles. Considere una región 
R acotada y cerrada, sea N t una red de la región con norma » (Vea Sec. 11.1) 
y represente por LÁ U * • •, *A U • • •, &A k las areas respectivas de los k reclin- 
gulos que constituyen U red N* Ya en la Sec. 5.1 se establec.o que la suma 

A/4, + bAz + * * • + + • • • + Mb = Z 

isl 

d* una aproximación dd‘W de la región R y cuanto menor sea la normal 
dc la red, mejor es la aproximación. 

Si existe un número A con la propiedad que dado un número * > 0 existe 
un número $ > 0 tal que 

A —^ | < c 

i.I I 

para todas las redes N k con norma JT, < i, entonces definimos* A como el área 
de la región R. Note que si F(x, y) = 1 entonces la suma que se uso para dcí.mr 

• Se puedo dcmo.tr.- qac c.la d.Iinictón de árc. c coa»tcMc con U dcfiniclín dc 
área dada para regiones particulares en la Sec. 5.8. 
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Jj F{x,y) d A es la suma Por tanto, si j j 1 d A existe, la región R tiene 

jjf a 4,1 b 

área A, y está dada por 

|Jf A = \ \dA. (7) 

Ya que F = {(x, y; z) | z = 1) es continua en Re X Re, según el teorema 1 
si R está limitada por una curva C, cerrada, simple y rectificablc, entonces R tiene 
área A, dada por (7). 

Si la región R es dei tipo f, y es la gráfica do {(x,y) | C»(x) < y < Ci(x), 
a ^ x < ò), entonces el área A de la región se calcula por 

n f s f o,<«) r * 

dÁ -\ a dydx = i.IftW - <**- 

h-'v * ® 

El estudiante debe comparar esta igualdad con la igualdad (30) en la Sec. 5.8 
y ver que dan el mismo valor para el área de una región dei tipo T x . 

\ 

Ejcmplo 1. Encucntrc cl área do la región R limitada por las gráficas 
de x — 2y + 8 = 0 y x 1 = 8y. 

Solución. De la igualdad (7) tonemos A s j j d A donde R os la región que 

SÊ? . . £ 

aparece en la Fig. 11.11. Vemos que R es dei tipo T\ y que está limitada supe¬ 
riormente por la gráfica de y = i(x + 8), inferiormente por Ia gráfica de 
y = x*/8 a la izquierda por la gráfica dc x = —4 y a la derecha por x = 8. 

H-tO* 


y por lo tanto 



r Supongamos que F = {(x,y; z) | z = F(x, y), (x,y)£ R) es una función 
con la propiedad de que F(x,y) >0 para (x, y) Ç R y consideremos el sólido 5 
(Fig. 11.12) limitado por la gráfica de 2 = F(k»y), el plano xy, y el cilindro cuyos 
elementos son paralelos al eje r, para el cual la frontera de R es una generatriz. 
Llamamos S al sólido bajo la grá/ica de z = F{x,y) y sobre la región R. Consi¬ 
deremos una forma en la cual podamos definir el voluracn de este sólido; Ia 
definición que daremos nos capacitará para escribir el valor dei volumen como 
una integral doble. 

‘ Sea Nm una red con norma de la región R t que consiste de k rectángulos 
con áreas A A 3 , * • *«A At. • • •, A At, respectivamente. Sea 

Tk = {(*i,yi), (x,.?,). • • (x 4 ,yi), • • •, (x*,y fc )} 
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S. Además se comprende que cuando la norma U A' K de Ia red se haga menor 
Ia suma sc aproximará mág a] volumen. 


Fig. 11.12 


Fig. 11.11 


un aumento de N%. Consideremos los k sólidos rectangulares cuyas bases son los 
k rectángulos de la red N* y cuyas alturas son respectiva mente F[x it F(x ii yt), 

• • •, F (x„ y,), • • • t F(xk,yk ); el sólido rectangular i se muestra en la Fig. 11.13. 

Se observa que la suma de los volúmenes de estos k sólidos rectangulares £ F(x it 

y\) AAí será una. aproximación de la cantidad que llamamos volumen dcl sólido 

* • :’4s 

A 


‘ Ã ■Ur- U.13 

Si existe un número V con la propiedad de que para cualquier número e > 0 
. nado, existe un número 3 > 0 tal que 




<« 


p ara todas las redes y aumentos T h con norma 8. entonces V es el volu- 

mki . del 501,110 5 Umitado superionnento por la gráfica de z = F(x, y) © 
Bp W^ 0rn,Cnte pOF ,a re & 6Q R * Si comparamos esta definición del volumen del 

I síüdo S con I. definición de la integral doble JJ F(x,y) d A, vemos que el sólido 
S tiene un volumen V si y sólo si la integral doble f J F{x, y) dA existe, y además 


si el volumen V existe, entonces 


y = \\F(x,y)dA. 


vl^eí"dtuaSVmvoT;;ió“ ín e„t SecTo “ C0n5ÍS, “' e ” h dcünic,í " 
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Ejemplo 2. Encucntre el volumcn dei sóÜdo S b«jo U gráfica de 
_ F(, r ) =*y y sobre U regiór en el primer cuadranle limitada por la» 
gráficu de y* = x, > = 4-ry, = 0. (Note que /<*,) > 0 en esta regron). 

Solución. La regiór. R se muestra en la Fig. 11.7. De la igualdad (8) tenemos 


= j j xy dA , 


y .1 referimos al ejemplo 2 de la Sec. 11.3 encontramos que 




Por tanto V = 4. 



t = F(x. y) 



Fig. 11.14 


Scan F y G dos funciones de dos variables independientes que tengan 
dominio común R y con U propiedad de que F{x,y) > G{* j) para (*7 * 
sea S (Fie. 11.14) el sólido limitado por las graficas dc z - t{x,y), * - ^*7/ 
y el cilirufro con elementos paralelos al eje r y la frontera de R como curva gene- 


5o § 
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ratriz. Debe quedar claro que si 5 
tiene un volumen V, cntonces 


y = \\ [F{x,y)—C{x,j))JA 


mm Ejemplo 8. Encuentrc el volu* 

men V dei sólido limitado superior- 
\Sft mente por la gráfica de 2x* + 4y* + 

z = 4 e inferiormente por la gráfica 

Solución. Cada una de las dos su- 
. iSiri perficies dadas intersectan ol plano 

. xy en la elipse (bidimensional) con 

ecuación 2x 2 + Ay* = 4 ó x 2 + 2 f 

jjff- x — 2. Por tanto el sólido está limitado 

superiormente por la gráfica de: 

•ly e inferiormente por la gráfica de: 

Fig. 11.15 G={{x t y;z) \ z=\(2x*+4y 2 — *). 

(x,y)£R), 

donde R es la gráfica de ((x, y) | * 2 + 2y* = 2). Un cuarto dei sólido se muestra 
en la Flg. 11.15. Ya que F(x,y) > G(x,y) para (x,y)£R, según la igual- 
dad (9) 


También 


Encontramos 







lis 


r/ft- *n/h r i . 




;'-'V'íV. 

wf;;- 
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14. El sólido bajo la gráfica de x — z = 0, y sobre la región R en el priíner 
cuadrante limitada por las gráficas de x* d- y* = 4, x* -f y* = 25, x = 0 y y — 0. 

15. El sólido cn el primer octante limitado por las gráficas de z = x, z = x*. 
y ar + r = 1. 

16. El sólido limitado por las gráficas de x 2 + y 2 = ar y y 2 + z 2 = o 2 . 

17. El sólido limitado supcriormcntc por la gráfico de s = l— x 2 — 4y* 
c inferiormente por la gráfica de x 2 + 4y 3 — 4z = 1. 

18. Dibuje una figura que muestre un sólido cuyo volumen se pueda calcular 
con la integral iterada. 

f ( V 16 — x'dydx. 

J 9 J « 

Calcule esta integral. 

19. Calcule el volumen de una esfera de radio r por doble integración. 

20. Encuentre el volumen dei sólido limitado por la gráfica dc ~ -+- 


y 1 )*/* dy se pucdc calcular por medio de lo sustilución 
i ty dy — cos t dt. Note que t = 0, cuando y = 0 y l =r tt/2, 


Ahora 


tngonometnca y 
cuando y = 1, cntonccs 


En la Sec. 7.3 vimos que para calcular / cos *tdt se hacc uso de In identidad 
cos* t — - ; por tanto 

f . , 3t . sen t cos t , sen 2í cos 2l . 


Enlonccs, 


11.5 Integrales triples. Una integral triplc es una generalización de 
una integral doble en cl mismo sentido que una integral doble ([ F(x, y ) dA es 


EJERCICIOS 


una generalización de una integral sencilla j F{x) dx. 

Esto es, una integral triple extiende d conccpto de una integral al caso cn que 
F es una función de tres variables independientes cuyo dominio es una región 
cerrada acotada en el espacio-3. 

En el espacio-3 los conceptos de conjunto abierto, conjunto cerrado, región, 
punto frõntera, punto interior, región cerrada, y región cerrada acotada son defi- 


En coda uno de los ejercicios dei 1 al 6 calcule el área de la región descrito. 

1. La región limitada por las gráficas dc y = 4x — x* y y = x. 

2. La región limitada por las gráficas dc y = x 2 y 2x y -f 3 = 0. 

3. La región limitada por las gráficas de y 2 = 2x y x* + y* — 4y = 0. 

4. La región limitada por ias gráficas de y 3 = 9 + x y y* = 9 — 3x. 

5. La región limitada por las gráficas de y = x 3 —2x y y = 6x — x\ 

6. La región limitada por las gráficas de x 1 ' 2 + y 1/l = a v * y x + y = a. 

En cada uno de los ejercicios dei 7 al 10 establezca dos integrales iteradas 

para encontrar el volumen dei sólido descrito. Encuentre el volumen calculando 
una de las integrales iteradas. 

7. El sólido bajo la gráfica de* + y + z = 9y sobre la región R limitada 
por los gTÓficas dc 2x — 3y = 0, y = 0, y x = 3. 

8. El sólido bajo la gráfica de í* = y y sobre la región R limitada por la 
gráfica dc x* 4- 9y — 9 = 0 y y = 0. 

9. El sólido limitado por la gráfica dc x + y + * = 1 y los planos de coor¬ 
denadas. 

10. El sólido limitado por las gráficas de x 3 + y 3 = s y + y : = 4. 

En cada imo de los ejercicios dei 11 al 17 encuentre cl volumen dei sólido 
descrito. 

11. El sólido bajo la gráfica de y= + 4z = 16 y sobre la región R limitada 
por la gráfica de x 2 + y 2 = 16. 

12. El sólido limitado por cl plano xy y la gráfica de az = a* — x 2 — y\ 

13. El sólido cn el primer octante limitado por las gráficas de 4x + 3y = 12, 

x* + j = 4,x = 0,y = 0 y : = 0. 3 


Hg. 11.16 Parte dc una red AV en una región R 2 . 
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en D 3 t la gráfica de G(x, y,z) = 0 cs una superfície uniforme. 
Estableccrcmos ei siguientc teorema sin demostración. 

‘■'v Teorema 4. Si F es continua sobre una región cerrada acolada R 3 cuya 
jrontera consiste de la unión de un número finito de superfícies uniformes entonces 

[ff F(x, y, z) dV existe. 
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nidos por cxtensiones de las dcfiniciones en cl espacio- 2 , con una adaptación de la 
terminologia. 

El concepto básico para estas extensiones es el de vecindad de un punto P cn cl 
espado- 3, la cual se define como el conjunto de todos los puntos cuya distancia 
ol punto P es menor que p. Usaremos cl símbolo R 3 para representar una región 
en el cspacio-3. 

Lo análogo a una red Nu de rectángulos cn una región R en el espacio-2 es 
una red Nu* de paralelepípedos R x% Rt \ * * *, *» Fu 3 en una región 

R* en el espacio-3. La norma .À't* de una red N£ cs la máxima de las longitudes 
de las diagonales de los paralelepípedos de lo red. Un aumento Tu 3 de una red 
AV cs un conjunto de k puntos 

(*•.>*=•). • • * f (*í.y4.zi), * * •. 

en el que se encuentra un punto pertcneciente a cada uno de los paralelepípedos 
de la red. El volumen de los k paralelepípedos de una red Ni* se designa por 

AP 9 , • • •, *Vi, * • *, AP k . 

Supongamos que 

F = {(*, y, 3 ; u) I u = F(x t y, z), {x, y, z) 6 R *)} 

es una función dc tres variables independientes cuyo dominio es una región 
cerrada acotada R*. Sea Nu* una red dc /?*, sca 2 * 3 = {(*i, Yxt *i)» {*t*yti z 2 )t 
• • *, (x 4 .y 4 .Xi), • • •, (x k7 yt,z k )) con (* 4 ,y*. s,) ÇRi 1 un aumento de N k \ y 
formemos la suma 

2 F (x lt yi»-i) 


Las condiciones indicadas en este teorema son suficientes pero no necesarias para 
la existência de la integral triple. 

Para la mayoila de las funciones y regiones es prncticamente imposible deter 
minar el valor de una integral triple por cálculo directo usando la definición. 
Existe un teorema fundamental para integrales triples semejante nl teorema 2 
para integrales dobles. Para establecer este teorema necesitamos extender el con¬ 
cepto de integrales iteradas introducido en la Sec. 11.2. 


EJERCICIOS 

Dibuje la gráfica de cada una dc las regiones en el espacio-3 descritos cn los 
siguiente9 ejercicios. 

1. La región R 5 limitada por las gráficas de {(ar, y,z) | xr + y s + z 5 = 16} 

y + y* + ( 2 —4) a = 16}. 

2. La región R* limitada por las gráficas de x 4- y + 2 = 4, x = 0, y = 0, 
z,— 0. 

3. La región R 3 limitada superiorraente por la gráfica dc x* -f y 5 — r = 16 
c inferiormente por la gráfica de 2 = 2. 

4. La región limitada superiormente por la gráfica de {(*, y, r) | x + z = 4} 
e^ inferiorraente por el plano xy y lateralmente por la gráfica de {(x,y, 2 ) j 


Si existe un número / con la propiedad de que dado un número « > 0 existe un 
número 


n.6 Integrales iteradas de F(x,y t z). Sea F = {Uy,z; u) | u = F(x, 
y» 2 ), (*>y> 2 ) 6 R*) una función que es continua en una región cerrada acotada 
R 3 en el espacio-3. Sea R una región en el cspacio-2 y senn K x = {(x,y,r) | 
* = Ki(*,y), (*»y) €R) y Kt = ((*, y t z) I z = K t (x, y), (x,y) 6/?} dos fun¬ 
ciones continuas tales que si 

(*i,yx)€ff y Kifo.y») <*« < K t {x u y x ) % 

IgSp-Ti'- * 

entonces el punto (x„yi, z t ) € R *. En este caso la función V definida por V(z) = 
F(x i.yi.r) donde (*i,y x )€K cs continua cn [ATtfci, y,); K t (x u y,)], y 

F{x u y u z) dz 

*.(*»*> 

existe para toda (xj.y,) € R . Entonces existe una función $ dc dos variables inde¬ 
pendientes tal que 


8 > 0 tal que 

I 2 ^(«í.yi»— / <* 

14 «a 

as las redes Nu* y aumentos 7V con norma < 8, entonces este (único) 
es la triple integral (Ricmoun) de F sobre la región R*, y la iepre- 


La existência de la integral triple de una función F sobre una región R* 
depende no sólo de la naturaleza de F sino ttmbién dc la naturaleza de R*. Par* 
establecer un teorema dc existcncia comparable al teorema 1 de la Sec. 11.1, defi¬ 
niremos una superfície uniforme. Si G es una función de tres variables cuyo 
dominio es una región D 3 en el espacio-3, y si G t , G v , C- son continuas, y 


r 
< * 
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Si u ca una función dc tres variablea indepcndicntes con la propiedad de que 

D ..(/(*, y,z) = F(x,y,z), 

ontonces para (*, y) £ R, 

rKiis.wí % , -iff-JMr.lH 

= f( ** r, * ) = 

= í/[jb, y, K z (x, y) ] — V[x. y, y)]. (11) 

La integral cn (10) se lee “la integral de F(x,y,z) con respccto a ; en el 
intervalo y ); K,<*. y) ]”• La igwM»'’ («) proporciona un medio para 

calcular esta integral. 


Biemplo 1. Calcule ( (4 xz + y) dz . 


Solución. Ya que desçamos integrar con respccto a x, buscaremos 
con la propiedad de que D,P(*,y,*) = te + y, y encontramos que V(x,y,z) - 
2xz’ + y* tienc esta propiedad. Por tanto 

(4« + y) & = [ 2 ** +J»];*’ 

= [ 2 *(* —y) J + y(* — y)] — L 2 »(*y)= + y(*r)] 
= 2*>(1 — y 1 ) —4 x-y + *(y 3 + r) — y*- 
Aqui la función ® de (10) está dada por 

*(,.y) = 2*’(1 — y 3 ) — 4%'y + *(y“ + y) y’- 

Para la funciói) ® definida por (10) podemos considerar 

5 5 •<* r> *<=ii o:::;*«> *) <i2> 

B * 

Si K es una región cerrada dei tipo T u digamos la gráfica de 

{(*,y)|Ci(*) <y<Gf(x), a<%<b }, 

entonccs (L2) la podemos escribir como 


( è ([™* Fi*»*)*)**- 


Si R es una región cerrada dei tipo T 2 , digamos la grafica de 

{(*r) l^i(r) <*<^«(y)» c <y< d )’ 

entonccs (12) la podemos escribir como 


jtf J H,(V) \ J K.U.r) / 
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Omitiremos el parêntesis en las integrales (13) y (14); esto es, para (13) 
escribiremos 

\ 1 1 F(x, y t z) dz dy dx. 

Ja J 0,<«) 

y para (14) escribiremos 

‘ r* r w »Cf> r*»<*•*> 

fe \ ( í F(x,y,z) izdxdy. 

.. Ejemplo 2. Calcule 


donde R es la región en el plano xy limitada por las gráficas de y + x = 0. 
y —x = 0 , y * = 1. 


Ftg;. 11.17 
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r 

< 
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La rcgión R cs Ia gráfica dc {(*,y) | 0 < y < V2x —x 2 , 0 < x < 1} «to «, 
«;cstá ac otada infe riormente por Ia gráfica dc y = 0, superiormente por Ia gráfica 
do y = V2x — x 2 , a la irquierda por Ia gráfica dc x = 0 y a Ia dcrecha por Ia 
grafica de x = 1. La rcgión R sc muestra cn la Fig. 11.18. 

Las integrales (13) y (14) sc llaman integrales iteradas dc F(x,y t z). 
Es evidente que podemos definir otras cuatro integrales iteradas de F(x,y,z) cn 
Ii8 que la primera integración sc efectúe con respecto a una variable distinta de z. 
Estas integrales iteradas de F(x,y,z) son: 

rt rOiiM) r 

L <lydz> 


SóLidôn. Al proceder cn forma semejante nl cjemplo 1 encontramos 


+ 2y = ) dA, graficamos R como se muestra en la Fig. 11.17 


Parn calcular 


Dc la figura vemos que R es una región dei tipo T x y es Ia gráfica dc 

{(*,7) I— 

y por tanto 

| J (tey + 2y*) dA = I' £ (‘Ixy + V) d 7 dx = j‘ [(2*7* + |; 


c JJCtlff) J n,(u. I) 

I rOilX.t) 


F{x, y,z) dy dz dx. 


• òe debe notar que en una integral iterada dc F(x,y r z) los limites de inte¬ 
gración de la integral interior son las correspondientes bajo funcion es de dos varia- 
bles indepcndienles; los limites de integración de Ia integral intermedia son los 
correspondientes bajo funciones de una variable independiente; y los limites dc 
integración dc la exterior son constantes. 


Ejemplo 3. Calcule T = j # ] j dz dy dx, y describa y dibuje la 
gión R para la cual 

nor 4 “-r.rr*** 

a 

Solución. Al integrar primero con respecto a z, encontramos: 


EJERCICIOS 


Calcule cada una de las integrales iteradas siguientea. 

l z - r w \w*d,dyd*. 

* cee*** ir.ro** 

*• ar-*** nrc*** 

11.7 El teorema fundamental para integrales triples. Si la integral 

ÍÍ1 ^( x >y' z ) dV existe y si R* « una rcgión de tipo especial, se 


Al integrar con respecto a y, tc 
nemos 

fv:*-* 5 . . 


Por tanto, 


un número finito de superfícies 


Fig. 1L18 
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(ii) Existe una región cerrada acotada R cn el plano xy con la propiedad 
de que si (x,y, z) entonces (x,y)ÇR Y ** (x,y)£R entonces existe un 
número z tal que 

( x , y, *) € *’• 

Esta región R se llama la proyección de R J roòrc cl plano xy. 

(iii) La frontera de la proyección de R 3 sobre cl plano xy cs una curva 
simplc, rectificablc y cerrada. 

(iv) Exiaten funciones continuas K x y K 3 de dos variables independientes 
con la propiedad de que R 3 es la gráfica de 

((x,y,r) | Ki(x,y) <z<Ki(*,yM*,y) €K). 

Si una región R 3 tiene estas propiedades, entonces R 3 está limitada por las 
eróficot de r = KAx,y),z = K,(x t y), y el cilindro cuyos elementos son paralelos 


espacio-3 una región dei tipo Si, 2 . La región R 1 en la Figura 11.19 cs una región 
dei tipo S 1( a - Décimos que una región dei tipo Si.i cs una región acotada supe¬ 
riormente por la gráfica de z = KAx.y) e inferiormente por la gráfica de r = 

K.(*,y) P ara (*r) € R .. §j 

Si en nuestra definición los papeies dc x y z se intercamljian, entonces « 

es la gráfica de 

{{x y y i z)\HAyrx) <*</My,x), (y, z)£R), '|| 
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donde /? es la proyección de R 3 sobre el plano yz, cn este caso décimos que R 1 
es una región dcl tipo S a , a . 

Si los papeies de y y i se intercambian, entonces R 3 es la gráfica de 

{(*»*-) I Cx(x,z) <y < G ; (x,z), (.v,z) Ç R), 

donde R es la proyección de R z sobre el plano xz, en este caso R 3 cs una región 
dcl tipo 5i.a. Estableceremos sin dcmostración un teorema básico nara calcular 


si R : cs una región dei tipo 5,. a ,S : ,a, ó 5,, a . 

Teorema 5. Sea F = {(*,*.*; u) | u = f(*. y, :),<*, y, r) €*'} 

cidn çit* es continua sobre la región cerrada y acotada R 3 . 

!" '(») R 3 es dei tipo Si, 3 y es la gráfica de 

{(x,y,z) | Ki(x,y) <z < *«<*, y), (*, y) Ç R), 

donde R cs la proyección de R x sobre el plano xy, entonces 


: ~ ; (ii) Si R* cs dei tipo S li3 y es la gráfica dc 

{( x,y,z ) | Hxiy.z) < x < H l (y,z), ( y,z) £R), 

V; donde R cs la proyección de R 3 en el plano yz entonces 

p; : jy = dx)d A 

íl (•") l< * 1 ei ^ el “P 0 $»»• y es la gráfica dc 
| | ‘ {(**7»*) | Gx(x,z) < y < C t (x,z), (x,z) € /?}, 

^ donde R cs la proyección de R* sobre el plano xz 

| \\\F(x,y,x)dV = \\( f""'"’ /•(«, y, t) áy ) rf,4. 


Ejeraplo 1. Encuentre una integral iterada que se pueda usar para calcular 
J j J 2 ) dV, donde R 3 es una región cerrada en el espacio-3 limitada por 

la esfera con centro (4, 2, 4) y radio 3. 

I, ^Solución. La región R 3 que se muestra en la Fig. 11.20, es dcl tipo S,, s . La 
frontera de R 3 es la gráfica dc (x — 4) 3 + (y-r-2) 3 + (z — 4)* = 9, ó 




• EL TEOREMA FUNDAMENTAL/'621 

donde R es un disco circular cn cl plano xy limitado por la gráfico dc 

(x — 4)»+ (y — 2)= =: 9. 

Ehloníes usando ei teorema 5(i) tenemos 




fçjT® que R es dei tipo T\ y es la gráfica dc 
§ | { (*» ?) I 2 — V9— (x — 4) 3 < y < 2 + W 
podemos usar el teorema 2(i) para encontrar 


>' «ta integral iterada nos da el valor de /. 

^ Calcule / = Jjj (3 y + yz) dV, donde fí* es la región limi 

lada porcas gráficas de {(*,**) !r+ = 9}. {(*.y,s) 1 * + * = 3} v 

py,*)|* = o>. 

.f Solución. La región R‘ se muestra cn la Fig. 1-1.21. Aqui es más conveniente 
pflpontrar la proyección de R 3 sobre cl plano rz; esta proyección cs el disco circu- 
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pnmera 


verifica Ia igi 
< por el punto 
intersecta a U 
odemás que x 
•recta está aba 
' sc pucde cspe 
la uniôii dc R 
f'de R para la < 


y por tanto 
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lar R (Fig. 11.21) cuyo centro es el origen y radio 3. Entonces, por el 
5(ii) podemos escribir 


,= \\(CZ {ir+r ‘ )dx ) dA - 


donde //, y //* son funciones tales que JT’ es la gráfica de 

{(*.?,z) | //j(r, z) <*</A(y,zMy, *)€«)• 

Para determinar las fórmulas dc /A(y, =) y *A(y,*) consideremos una línea 
l>ase por un punto interior (yt.zt) de R perpendicular al plano yz. Esta 
intersectará a la frontera de R 3 en dos puntos, M (*,, y it z { ) en la frontera 
y N{x t ,y it Zi) en la frontera derecha, y es evidente que X\ = 0 y x r = 
l>ara cualquier (yj.Zi) en el interior de R. 

Por tanto, 

Mior (3y 4- yz) dx ^ dA 

K 

= Jj ((3y + = \\ ^y-r* 2 ) 

a ’ * 

Ya que la frontera de R es cl círculo cn cl plano yz con ecuación y 2 + z 2 
podemos usar el teorema 2 para encontrar 

' - L dziy = I- [ 9 yi - y n^ dy 

= £ [ 18y V9=?_Ç (9- r »)v]áy = o. 


En situaciones en las cuales R* no es una región de los tipos 5 I>: , 5*,j ó 5a,*, 
o su frontera es tal que la detcrminación de las fórmulas para las expresiones 

K l {x,y),K. 1 (x t y),H l {y,z)J/ i (y,z),G l (x,z),GAx,z) dei teorema 5 no « po- 
sible, es útil usar cl teorema 6 (dado sin demostración) el cual es análogo al teo¬ 
rema 3 de la Sec. 11.13. 

V' Teorema 6. Scan RS y RS dos regiones cn el cspacio 3 y sca F una Jun¬ 
que f jj F(x,y,z ) dV y [Jj F(x,y> z) dv existen. Si RS y R z* no lic- 

nen puntos en comán excepto puntos frontera, y si R 3 = RS U RS. entonces 
\ \ \ F(x. y. z) dV = f (J F (*, y, c) iV + f f j F(x. y, z) dV. 

: • Ejeraplo 3. Sea / = j j J F(x, y, z) dV donde R 3 es la región limitada por 

'■ ** 
gráficas dc 

*)|y»+** = 9). {(*. y. *) | * + 2: = 6}, {(*. y, z) \ x- 2i = 6}, 

U [ (Uv) l* = 0}. 

v(o) Eítablczca una suma de integrales iteradas de /'(x.y, z) que se puedan usar 
/ y cn la cual la primera intcgración sca con rcspecto a x, (6) una 
iterada de F(x, y, z) que sc pueda usar para calcular / y en la cual la 
se haga con rcspecto a y. 

Solución. (a) Si deseamos integrar primero con rcspecto a x , consideremos 
R de R s sobre el plano yz; vea Fig. 11.22. Esta proyccción es dei 
circular limitado por el círculo con ccuación y J + r = 9. Sc vc claro que 
cs dcl tipo 5 3 , â ; entonces buscamos las funciones H x y U x para las cuales sc 
igualdad (16) dei teorema 5(it). Si consideramos una recta que pasa 
interior (y,-, Zi) de R y es perpendicular al plano yz esta línea 
a la frontera de R 2 en dos puntos M(0,yi, z*) y N(x„yi,Zi). Veamos 
x r = 6 — 2zí si la recta está arriba dei plano xy y x, = 6 + 2zj si la 
abajo dei plano xy. Por tanto, la función H 2 es la igualdad (16), no 
por una fórmula sencilla. Entonces consideraremos R como 
y /?-, donde R x es la parte de R para la cual *z > 0 y R z es la parte 
cual z < 0. Entonces, usando los teoremas 6 y 5(ii), podemos escribir 


dV = ii (r F{x f y, z) dx dA + [ j ^ ^ F(x, y, z) dx ) d A, 


(al usar teorema 2), 
dV 


! *’■ rV*-* 3 fc-:-- f ° r ví - b * ro»íí 

. J-VCT J. F(X ‘ Tldxdyic + L u í. F{x - y ' x) * dy *■ 


Fig. 1L22 
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(6) Si desçamos integrar primero con respecto a y cons.dcroremos la pro- 
yección R* de R> aobrc d plano st. Esta proyección es la .e^on .nangular^. 
rrada c. el plano n limitada por 1» grif.cas de * - 0, x + 2z - 6 y . 

Una recta perpendicular al plano « que pasa por un punto interior (*., «,) de « 
intersectarTa la frontera de R‘ en dos puntos T(xujt.ti) y U(x„y~ t,) dond 

yi = — VÇ— 1 7 y y. = — Por tanto R 1 es dei tipo S M y es la gráfica dc 

'además al usar 1. igualdad (17) en el teorema S(iii) tenemos 

. J5jFC*.y.«)dK = £J ( \[Z> F ^’- c)d ’) dA - 

Ya que la región K* es la gráfica dc 


j(*> *)j — 


3 + |<r<3-5.0<x<cj.. 


vemos que 


mwtClGP**-'* 4 - 


EJERCICIOS 


En cada uno de lo. ejercicios dei 1 al 4 la integral iterada dada nos propor- 
ciona el valor de la integral triplo JJJ F{x,J,x) *A. En cada ejereicio describa 

gráfica de R . 

. « f 4-r H-Í-» 

1. j ) o F{x,y t z) dzdydx. % 

<* -2 J O J o 

3. f* f Flx,y,z) dxdydz. 




En cada‘uno de los' ejercicios dei 5 al 8 describa y êrafique la ^ón ^ 
iterada dada. 

5. (‘f'^ [ Vl '-' , -' , 'f (x.r.») d 7 dl - 

j o j - -V«»- 1, “F Í 




r 
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--V* 


• 6. [ _ [ [ F{x, y, z) dz dx dy. 

J -=v* / o J-l 
2 v/lTjF -Vi V* - '*-*•* 

( f _ f _ F(x,y,z)dydzdx. 

J-3 J-y/í-ts 3 J -ViV«-* i -*** 
í- - r » - S/ty/Ã—lfl f 4 

8 - ( ( _ | F(x,y,z) dzdydx. 

En los ejercicios dei 9 al 12 se especifica una función F y se descri be una 
región /?*. Dibuje la gráfica dc R a y encuentre el valor de ^^F(x,y t z) dV en 

cada ejereicio. 

9. F(x, y, z) = xz + yz\ R' está limitada por Ias gráficas dc {(x, y. z) |x* + 
J , = M>.(tey.«)l« = 0) y {(*.y.i)|* = á}. 

= xyz; R * es la región en el primer octante limitada por Ias 
gráficas de {( x,y t z ) | x* + y 3 = 4} y {(*,y,z) | y* + r* = 4}. 

yll. P(x,y,x) = 2 ; es la región limitada por los planos con ecuaciones 
= 1, y = 0, z = 0, y x — y — s = 0. 

'12. f(x, y, z) = x*yz; R l cs la región cerrada en el primer octante limi- 
tada por la esfera con centro en el origen y radio a, 

11*8 Volúmencs por integrales triples. Consideremos una región cerra¬ 
da acotada R* en el espacio-3, sea w una red de paralelepípedos 

I?; , «A-,*«•, -,*»• 

dc R 5 , y representemos por 

los volúmenes respectivos de los k paralelepípedos. La suma 
■j àV 1 + A.V a + **• + AF| + **• + AVj, = 2 

l«i 

nos da una aproximación dei “volumcn” de la región R* t y mientras más pequena 
es la norma jr» de la red, mejor es la aproximación. 

Si existe un número V con Ia propiedad de que dado un número « > 0 
existe un número S > 0 tal que 

|P — ZAKi <* 

%>.*-•* • I i»i 

para todas las redes /V* 1 con norma .yf** < 8, definiremos* V como el voluraen 
.d© la región R*. Note que si F(x,y,z) = 1, entonces Ia suma que se usó para 

definir jjjf(x,y,z) dV es U suma pT AK 4 . Por tanto, si J j J I dV existe, la 

E gggJ Ir/.: R * . ' * 

región /?• tiene un voliimen dado por 

P uet ie demostrar que e«u dcíinición de volumen es consistente con las definicione» 
de volumen dadas para regione» do tipos eepeciales de las Seca 5.9 y 11.4. 




626/INTEGRALES MULHPLES 


F = Jj \dV. (18) l 

^ li 

Si Ia región R> cs dei tipo S,., y cs adcraás U gráfica de {(x,y,z) \ Ki{x, | 
y) < 2 < K t (x, y),(x, y) € R) donde R es la proyección dc sobre cl plano xy, 
entonces el volumcn V de la región R} se puede encontrar por 

*> a * 

El estudiante debe comparar esta iguaidad con ia igualdad (9) dc la Sec. XlAvJj 
y ver que don el mismo valor para el volumen de una región dei tipo S L , 

Ejcmplo 1. Encuentre el volumen V de la región R\ que se muestra en ; 
la Fig- 11-21, la cuol está limitada por las gráficas de [(x,y,z) | 7* + * - 9), /J 
[(x,y,z) \x + z = 3) y {(*,y,*) I * = 0}. | 

Soludón. Tenemos que V = J j J dV, y al referimos al ejemplo 2 de ls i 

a» 

Sec. 11.7 podemos escribir «l|| 

•’-ii!'=fj^r*** i 

*» 

= [* f V (3 —a) dz dy = [ <jV 9 — y 3 dy = 27t. •í;í 

J -> 

EJERCICIOS 

Encuentre, usando integrales triples, el volumen de la región descrita érijj 

cada ejercicio. .. 

1. La región en cl primer octante limitada por las graficas dc {(x,y,i) |; 

*r + y* = 4), y {(.x,y,z) \f + i'=4}. ji 

2. La región limitada por las gráficas de í(*,y,*) |* - *)» {(*>7»*)! 

x> = 4 —c), {(***> |* + 2y = 4) y {Uy.O |y = °)- | 

3. La región limitada por las gráficas de {(x,y,z) | - a 2 + 2y a ), (fej 

y f 2 ) | x + y = 1}, y los planos de coordenadas. ^ Jj 

4. Lo región limitada por las gráficas dc {(*,?,*) I 7* = a : — 2az) y l«| 

planos con ecuaciones x = z y x = 0. # Í0Í 

5. La región limitada por los cilindros con ecuaciones — |J 

y* = 4 — 4s y ei plano-xy. 

6. La región limitada por la gráfica de 4z = *= + 4y 3 y el plano con 
ecuación z — 1. 

11.9 Transformaciones de integrales múltiples. Coordenadas po¬ 
lares. En esta sección y la Sec. 11.10 discutiremos los dos casos siguientes,' 

Primero, consideraremos la integral Jj f(*>y) dA y supongamos que D, es. 
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esto cs, desçamos encontrar v) 


En forma similar, consideremos la integral j J J ]?(*, r , *) dV y supongamos 
que es una región cerrada en el esp.cio-3 ltaútada por una superfície for- 

rtr: .r on r nü T° finit ° de ™ab™», c 0n u P ro P ied«d 

do que a cada pun.o (u, «, u.) ç Z>> | e corresponde uno y solo un punto (,%.*) 
N05 P^"' 8 ” 05 « «*• -na función ff* coa Ia propWad * que 
JJJ F ' {U ' V,W) dV ü ' ne d mismo vaior Jff(*, y.i) dV-, esto es, deseamos 
encontrar f*(u, », w ) de modo que * 


§ v( (u ' v >' (*>y))\x = X{U, V), y = Y(u, v), (u, v)£D, (x, y) 6 R). 

Üjpinas veces diremos que D se mapea sobre ff por ia transformación T. 

*•;' ror e J en tplo, consideremos la función 

|= {(.(U, »),■ fe r) ) | « = £.*—«*, y = «o, (n„)Ç D, (*, y) Ç ff). 

JSíSygy... » reo f.-ojp > parem ordenadas de „d me ,o. 

“ d â íkv" ° d =»Ms—•- 
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c n — / í» v ) I u > 0, v > 0}; entonces R = {(*» y) | y > 0)» 

r. - —«' u “ - ” i "" 

semi*plano superior xy. 

Si para la función 

r, = {((«.«).(*.?)) |* = «.y = °-»»(«*• 

hacenioB D = Ra X Ra, entonces R = (-«; + «). T U «“formará cl pl.no ^ 

iSríi ”.=r is— íSíis : 

W ZlZÍL» * especifica comúnmente por el sutexna de ecuacxones | 

, = *(**.»). y=y(».v.w). «**<-.*->. C22| 

donde A-,r,Z n funciones cuyos dominios contienen a j>» T «•»* J» 
de que si (u, v, w) € D\ entonces (*(u, a, ■»), V (<*. v,«), Z(u, ®. «0) * 
transformam An T' se puede escribir 

p = (((*,«,»), (*,*«))!* =/<“•»• *) • * = w) ■ 

2 = Z(u,V,«>), (u, V, w) € IP, (*,y»*) t K }. 

Como ejemplo, sca ^ 

JV = {((<•> ®.•») - <*> r. *)),!* =**’ 

donde «, 6 y c son número, positivos. Si D* = Re X Re X «e, entonces 

R‘ = {(*,y,s) | * > 0.y > 0,a > 0} 

y 7Y transforma el espacio uow sobre el primar octante dei plano *y*. 

Sea T la transformadAn especificada por el sistema (21). H Jacobumo 
la transformación T se representa por / (j£) y se define como: 

1 UTuJ “ ID«y(u, v) d ,Y(u,v) 

Note que 1 es un determinante, y en el cálculo de un J.cobiano se 

uso frecuente delias propiedades de los determinantes. 

Por ejeroplo, h (f*) -present. al Jacobi.no de la tr.nrformación I 

t Por conveniência UarftanM« 

arfi » r»n« » m ° d dorai " io (0 r,n,!0) de - ^ 

macio o de D* sobre R*. 



/.(az). 2 “ - 2 " 


\u>vj v u 


cn * a P- ^27 y /, representa al Jacobiano de la transformación 

7V definida cn la p. 628. Entonces 

1 9.u — 9nl 

= 2t* 8 + 2v\ 

1;V jJi£)J l °| = o. 

Wvj |o o| 

Sea T 8 la transformación especificada por el sistema (22). D Jacobiano de 
| & transformación P se representa por / 7 ® e define por 

|Du X(u,v t w) D^(a, v, w) D*X(u, v,u>) 


Fií’. > 


(2ü±L) = 

\u, V, wj 


D a y(u,v, w) D w 7(u,v, w) D«y (a, v, w) 
DuZiiiyV, w) D»Z(u, v, w) DJZ{u,v t xu) 


•”(m) 


se representa 


Ü; : Ãlgunas vecea J \ ^- \ se presenta por 

m Ê fcv.z) ,,,y 

fe 3(u, i», u») ' 

Limitaremos nuestras consideraciones a transformaciones que satisfagan las 
lientes condiciones 

La transformación T estará dada por 

x = X(u,v), y = Y{u,v) {u,v)Ç D 
idónde X Ut X v ,Y n y Y 9 son continuas en D, y además 

| 6 / (^)<° (■.*)€»• 

La transformación P estará dada por 

Íx = X{u,v,w), y = Y{u,v,v>) t z = Z{u > v y w) y (u,v,w) ÇD' 

;,donde X *, Jí*, X* y Y 9 , Yp, Y w , Z % , Zp, y Z„ son continuas en f>* y 

f , fêrô >0 6 / (í^) <0 p,ra 

^ Bajo estas condiciones la transformación T mapea una región cerrada y 
>tada D sobre una región cerrada y acotada R de tal numera que uno y sólo 
n punto de R corresponde a cada punto de D y la frontera de D se mapea 

bre la frontera de R. Además si / para (o, t»)€ D existe una trans- 

áción T* de R sobre D definida por el sistema 

u = U(x,y), v=V(x,y) t (*,y)^R, 
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donde Ug, Uy, V a y V r aon continuas en R y / ^ ® P ara ^ ^ 

se llama la inversa de la transformación T, y ambas T y T* aon biunívocas. 
Proposiciones similares son verdaderas para la transformación T*. 

Por ejemplo, supongamos que para la transformación T x definida en la p. 628 
tenemos que: 

D = ((u, v)|l<u<2,3<v<4}. 

Entonces R es la región cerrada en d segundo cuadrantc limitada por las gráficas 

de y* = —(* — 1), y» = —4(* — 4), y* = 9(* 4* 9), y y 3 = 16(* + 16). Aqui 

/j =- 2u a + 2v* 9^0 para (u, v) Ç D y 7\ es una transformación biunívoca 

dc D sobre R. 

El teorema 7 da las condiciones suficientes para la existência de una función 
F * para la cual se verifique la igualdad (19) y además el teorema especifica la 
función /* de (19). 

El teorema 8 da las espcciíicaciones para la función F* para Ia cual se verifica 
la igualdad (20) y Ias condiciones suficientes para Ia existência de dicha función. 
Enunciaremos estos teoremas sin dcmostración.t 

Teorema 7. Supongamos que la integral jj F(x,y) dA existe. Sca T una 

• R 

transformación definida por 

x = X(u,v) t y = y(u,v), (u,i/)£i) f (23) 

donde, D es la región en el espacio-2 la cual se transforma sobre R mediante T. 

Si las funciones X y Y que aparecen en (23) tienen primevas derivadas par- 
ciales continuas en D, y si 

J (““) 0 P ara («*»»)€ D, ;|| 

entonces 

\\F(x,j)dA= íJF[AT(».»),y( B ,v)]|/(^)|<M. (24) 

* ° 

Este teorema es aún verdadero si / «r® P ara aI S un0 * P untos <*« D > 

puesto que J (59 no cambie de signo en D. 

Como ejemplo dei uso dcl teorema 7 consideremos j j (* 4- y) dA donde Jjj 


t Para la demosiración de estos teoremas y una discusjón más detallada de integra 
múltiples vea Advanced Calculus de R. C. Buck, Mc. Graw-H.ll Book Company. *ew Yo 
1956. Secs. 5.1. 5.7 y 6.1. 
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li, regÍÔ "i qu ® "TSÚ “ la Fi S- «■»<•>■ Sea U la región cerrada que se 
, mestra en la Fig. 11.23(6) y sea T la transformación definida por 

* = X{u.w) =uct»w. r =Y(u, t ) =uttav , (u> » )eD . (2S) 

1 h , hq “ Í ' rda ^ 18 « rÍfÍCa <*»“ = !• Como (por 25) 
W*,*)] + [Y(u, o)]- = u 3 , vemos que la transformación T mapea |V línea 

rS 1 ? 3 “ “ 1 sobre é círcuI ° con ecuación * 3 + y* = 1 . En forma seme- 

Lwa J n “ r* **1 6rifica dc “ = 5 1 adcmás limiü ‘ • D • 1“ derech» se 

. mapea sobre cl circulo con ecuación x* + y 3 = 25 . 

|~§ ** región D cstá limitada inferiormente por el segmento de línea que es Ia 

v J 1 ^ ^ 5} y Ia transformación T mapea este 

segmento sobre el segmento de línea que es la gráfica dc 

Pi {(*.y) I* = ucos ( j), y = UM n(_”), 1 < U < 5 }, 
esto cs, sobre Ia parte de la línea con ecuación y =-* entre los puntos 
j^2 * V2/ y vV2 ’ V2/ re 8‘ón D está limitada superiormente por 

|| segmento de línea que es la gráfica dc {(u, v) \ v = ^ ; 1 < „ < 5 ) y T 
■mapea este segmento sobre el segmento de línea que es la gráfica de 

|!’ 1 ". {(*»ri x = uco&Yi y = ttscn— ; 1 < u < õj, 

esto es, sobre la parto de Ia línea con ecuación ^ = tan jóy = — Vãí cn tre los 

■' . - / 1 vT \ / s s-\/s\ 


kFir a n a ^r a f n , r dada P0 D r (25) map,a a la rc 8'° n O que se muestra en 
Mig. I1.23tò) sobre la región R que se muestra en la Fig. 11.23(a). Para esta 
transformación tenemos 


cos v —u sen v 
sen v ucosv ~ 


u cos 2 v + u sen- v = u. 


1 (^l) ^ 0 P ara <“» ») y I*s funciones XyY tienen prime,a 5 deri- 
dis parciales continuas en D, se puede aplicar el teorema 7, y tenemos 

II (* + y) A<= ff (u cos v -|- u sen v)udA. 












COORDENADAS POLARES/6SS 





frjT Ya que D ca una región dei tipo T 2 limitada por las gráficas de u = 1, u = 5, 

y v = t ; tencraos 

HW, y ?tÁ x f* 

fà: J j (* + y) dA = J ^ j u a (cost> + senv) dudt; 

] 3T/« 124 62 . r — 

— 5 - (coa v + sen v) dv = —- (1 + 2 V 2 + V5). 

-T/* 3 3 

X'K>\ * * »'* T * 

é ' Es evidente que es mucho más complicado el cálculo de jj (x + y) usando 

integrales iteradas en las variables x y y, que auxiliándose dei teorema 7. Cuando 
se usa el teorema 7 para calcular una integral dada décimos que hemos calculado la 
integral por un cambio de variable. El cálculo de una integral doble por un 
cambio de variable puede ser útil cuando el cambio de variable va acompanado 
por una transformación T, que tiene la propiedad de que la región D que se 
mapea sobre R por T es dei tipo T x ó T t . 

Teorema 8 . Supongamos que la integral [ j ( F(x, y, 2 ) dA existe. Sea P 

a» 

: : una translormación dejinida por 

x:= X(u,v t w) 1 y = Y («, v, w), 2 = Z (u, v, w ), (o, v, w) (26) 

donde D 5 es la región en el espacio-3 que se transforma sobre R* mediante P. 

Si las funciones X, Y y Z de (26) lienen primeras derivadas parciales con- 
linuas en D * y si 

/ í. x \ y,x \ zj- 0 para (u, v, ic) € D* t 

V a » v . W J 

enlonces 

K(^r,*)^ = 

' 11 í v » wy (“» v > “')• Z (“* v »«01 | * ^ ^ 

Este teorema es aún cierto ri / ( X% y —-| es cero en aleunos puntos de Z>*, 

V*». v, wj 

[àefnpre y cuando J no canibie de signo en D*. 

Como ejemplo dei uso dei teorema 8 consideremos j jJ (x + r) dF donde 

;/?* es la región que muestra la Fig. 11.24(a). Sea D z la región cerrada que se 
mucstra cn la Fig. 11.24(6) y P la transformación definida por 

* . r: x = X (u, v, w) = u cos v sen w, y = Y(u,v,w) = u sen v sen w. 
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Se puede ver que P mapee b cara derecha dcl parddepipcdo D 1 sobre b_partc 
de U esfera con ecu.ción *• + y= + == = *. ** esta limitada por el tnángu o 

esférico con vértices (0,0,2). (V2. V2.0) y (2,0,0). En W semejante I. 
cara izquierda dei paralelepípedo B> sc mapea sobre la parte de la «fera con 
ecuación *= + f + a* = 1, que está limitada por el triângulo esférico con verüces 

( 0 , 0 , 1 ), (VV%1/V2,0), y (1,0,0). _ 

U tranaforraación V mapea U región D 3 que se mues ra cn ^ 8" 

11.24(6) sobre la región K* qne se mueslra en Ia Fig. 11.24(a). El jacobiano 

de esta transformación cs 


■u sen v sen w u cos v cos u 
u cos v 6en w u sen t; co9 w — — u l sen u>. 
0 —u sen w 


Note que aunque 1 » «ro para algunos puntos de D‘ no cambio iã 

signo en D*. Como los funciones X,Y, y 2 de ( 28 ) tienen primeraa deriva^ 
continua. cn D 1 , sc puede aplicar d teorema 8 (vea el enunctado dd teorema 8) ^ 

y tenemos 

J j J (a: + *) dV = j J j (u cos v sen w + u cos w ) |— ^ sen w | dV. J 
Y. que D‘ ea dd tipo S,.„ podemos usar el teorema 5(ü) para establecer' 
jjjj ( x + ,)iy= j' u* (cos o sen' u> + cos ui sen tc) dudv dw * 

= £ ( 1 + VS >- 

Cuando d teorema 8 se usa de esta manem para calcular una integral d 

décimos que hemo, calculado 1. integral por un «mbio 

En el ejemplo dd uso dd teorema 7, la transformac.én T se def.ntó por «, 

sistema * — u cos u, y = u sen o, (u. ») 2), 

donde D era un. región en d plano «o. U forma de la, J' ‘"2 

forroación de (29) recuerd. a la rd.ción entre un sistema * 
rcclangulares y un sistema de coordenadas po ares sobrepuesto ^ " J 

tangular (Fig. 11-25); esta relación fue discutida en la Sec. 8.5 y está P 
dos ecuaciones 

x-r cosí, y = r sen 9. 'jS 

Las coordenadas polares (r,«) de un pun.o P en un sist e^ da. c^rdenai^ 
polares son las coordenadas dei punto en el plano dc coordenadas rectanM 
\ res r 6 que se mapea sobre P por la transformación (30). y la ecuación en coO^ 




W( 5 ' * 
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fga 

hacer uso de un plano rfl separado, sino simplcmente superponer un sistema de 
coordenados polares al plano xy, corao ac muestra en la Fig. 11-25. ^ _ 

Al aplicar d teorema 7 al cálculo de una integral doble en una region K,, 
usando un cambio de variable, deseamos determinar una transformación T J mt ; *j 
región D tal que T transforme a D sobre R y aderoás que D sea dei tipo T u o Tt± 
6 la unión de un número finito de regiones dei tipo 7» y 7 a . Cuando la traM;. 
formación es la “coordenada polar” (30), entonces D será una región dei tipo 7*| 
(en el plano rô) si la región R es dei tipo que se descnbe en la Sec. 8.5 y *4 
nmestra en la Fig. 8.33. Esto es, D será dei tipo 7* si existen las funcionw,' 
C. y C, y las constantes o y 6 tales que 6 — a < 2ir, y GdO) <G t (0) pw| 
$ê[a; 6 ], y ai la región R está limitada (en coordenadas polares) por lti| 

gráficas de 

r = &((?), r = Ci(9), 9 = 0 , y 9 = 6- 




; (ri.ei) 
i>i 


X\ ■ rj COS ®1 




Flg. 1L25 

La región R es ia gráfica de . | 

{(r, 0) | G,'(6) < r < G 3 {e), a < 9 < 6 ), 

y se llama una región dei tipo T,. 

La región D cn el plano rd que se muestra en la Fig. 11.26(6) es dei tipo T P j 
Esta región se mapea sobre U región R en el plano xy. que se muestra en 1. íjj 
figura 11.26(a) por U transformación | 

x — r eos 9, y = rsen0, (r,0)ÇD. 

U región R es una región dei tipo T. y las ecuacioncs de su frontera se hufl 
dado en coordenadas polares. Si deseamos calcular j j F(x,y) JA, donde R e»| 

la región que se muestra en la Fig. 11.26 (a) hacemos uso dei teorema 7. El jaco| 
biano d* 1 » transformación en coordenadas polares es r. y-ya que r^òj 



obtcnei 

.oorden; 


plano xy aobre el cual k superponc el siatema de coordenadas polares 




Flg. 11.28 
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en tf, y «to implica qué el jacobiano /^yjno cambie de signo. Por tanto 
tcnemos el siguientc teorema. 

Teorema 9. Suponhamos que jj F (x, y) d A existe. Si R es una región 

dei tipo T» y R es la gráfica (cn coordenadas polares) dc 
Ur,6)\C l (6) <r<C,(d),a<0<6} t 


donde b — a ^ 2ir y Gi(0) > 0, enlonces 




j J F(x, y) dA = \ ^ i C( ,/ (rcos *’ rsen * ) rdrdO. (31 j| 

Cuando se iua el teorema 9 paia calcular j J F(x, y) dA décimos que hemos 
calculado la integral mediante el uso de coordenadas polares. 
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“i; Ejemplo 1. Encuentre el área de la región tf, cn cl primer cuadranle, que 
está limitada por las gráficas de x l + y- = 25, x 2 + y 7 = 4, y = 0, y y = x. 

%% Solución. El área de tf ca j f dA donde tf se rauestra cn la Fig. 11.27. No¬ 
tamos que el círculo con ecuación x s y 3 = 25 en coordenadas rectangulares 
: tiene Ia ecuación r = 5 en coordenadas polares. Analogamente, el círculo con 
ecuación x* + y : = 4 tiene la ecuación r = 2 en coordenadas polares, la linca 
con ecuación y = 0, tiene la ecuación 9 = 0, y la líneo con ecuación y = x tiene 
-la ecuación d = en coordenadas polares. Por tanto, tf cs dei tipo Tc y es la 
gráfica (cn coordenadas polares) dc 


Fig. 11.27 

EI teorema 9 y la fórmula 7 implican que el área de la región tf descrita 
en el teorema se da por 


A= \\ dA= \. 


El lector debe comparar este resultado con el obtenido por (19) en la 

Sec. 8.5. 


■&: Solución. tf es la región sombreada que se muestra en la Fig. 11.28. Para 
çalcular cl área de la región tf multiplicamos por 4 el área dc la región tf, que 
" muestra en la figura. 

Cualquier línca que pasa por cl origen y un punto interior ( r it 6 ( ) de tf. in- 
cta a Ia frontera de tf,, en dos puntos M(n,0i) y /Vir.,#,-), donde 


n = 0, r u = 2 cos 7 $i, 6i 6 
entonces tf, es dei tipo T, % y es la gráfica dc 


-f(M) |0<r<2co.*í,0<9 <íi. 


j(r,í) |2<r<5. 

Al usar la ecuación (31) en el teorema 9 tenemos 

Ejemplo 2. Encuentre el área dc Ia región tf limitada por la gráfica (eu 
coordenadas polares) de r = 2 coô 2 0. 




640/INTEGRAI.ES MULTIPLES 

por lo que al usar el teorema 9 tenemos 

f • •••*• 


área de R x = J j «M = = C* C “‘ * * ~ 

POrtanl0 ' . „ 

área de a — 4 I — I — -y • 


'3»\ _ 3* 

8 / ~ 2 - 


EJERCICIOS 

1. Seafl la región dei plano xy limitada por te gráficas de y = 
x = 2. Sea T la transformacion definida por x — u MU 


1. Sea K ia rcgion uc* - r-- — . ’ Y = v — u », 

n w v — 9 Sea T la transformacion definida por x —■ u -t- v, y * 


por u = — i + è VI + 4* — 4y.« = (** + y)/2*- 

2. Considere la integral 1 = \ \ dA donde R es 1. reg.ón lom- 

'•• a r^fc,ida e p’rT-T-ury = + J yà teorema 1 par. cal^l^S^ 
C ‘ZJ: "i6 P n D% - ue“.e Z&. cn £ cs on cu.dr.do cuyos vértices son 


S; rWVíT- =í-”- * « - -arado cuyos vértices sc 

,0 ' °En 'ida uiío"de 'te^/crcicios dei 3 al 10 encuentre por .ntcgración doble, d 
área dc la región descrita. Calcule las integrate usando coordenadas polares. , 

3. U región limitada por on círculo de radio a. 

4. La región exterior al círculo con ««acion (*— 4 > +f ~ 16 

terior al circulo con ecuación (*—6) a + y — 3o. ^ 

5. La región limitada por la gráfica de r = 4 coa 29. 

6. La región limitada por la gráfica de r = 4 sen 30. 

7. La región limitada por la gráfica de r = 1 4- cos 29. 

8. La región limitada por la gráfica de r* = a 3 cos 20. 

9. La región interior a la cardioide con ecuación r = 1 + cos 6 y 

rior al círculo con radio 1 y centro en el ongen. . J§ 

10. La región exterior a la gráfica de r — 1 —cos 0 c interior a la gr* 

fica dc r = sen 0. , , 

En los ejerdeios dei 11 al 13 calcule la integral iterada dada usando coor¬ 
denadas polares. |# —_ 

11. li |<*> + y‘) dy dx. 12- J. I. ‘ (*’ + y> **•§ 

13. j j Va*—x*--y*dxdy. 

14. Escriba una doble integral que dé el voluraen de la región 5* Lmitada 

por te gráficas de x> + y 1 = 2* * + y* = 4*. y d plsno xy. Calcule la mtegrd 
doble usando coordenadas polares. |j 


( 
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15. Establezca una integral doble que dé el volumen de la 
por las gráficas de f + y= = 4*. ** + y* = 16, y el plano xy. O 
doble usando coordenadas polares. 

jjT 11,10 Coordenadas cilíndricas y esféricas. En la Sec. 11.9 hemos 
:V^to que el cálculo de una integral doble se facilita algunas vcces si se usan coor- 
wjpadas polares; esto es usando la transformacion definida por 

x = r cos 0, y = r sen 0. 

forma similar en relación con las integralea triples, encontramos frecuentemen- 
te transformaciones definidas por uno de los sistemas de ecuaciones: 


;ión limitada 
e la integral 


' >í: • ‘ * = T cos 0 sen y = r sen 0 sen y>, z =r r cos f . (33) 

{En Ia Sec. 11.9 hemos usado la transforraación (33) para ilustrar el uso dei 
teorema 8]. 

La transformacion dada por (32) se llama la transformación en coordenadas 
cilíndricas. Del mismo modo que en ej caso dc Ja transformacion 

i * = r cos 0, y = r sen 0 

®E*fvír*l r - 

en el espacio-2, se acostumbra a no hacer uso de un sistema de coordenadas 
rectangulares r9z por separado sino introducir ún nuevo sistema de coordenadas. Para 


U transformacion en coordenadas cilíndricas (32) superponemos sobre el sistema de 
coordenadas rectangulares xyz un nuevo sistema de coordenadas, al cual llama- 
remos sistema de coordenadas cilíndricas. Las coordenadas cilíndricas (r, 8, z) 
de un punto P cn el sistema de coordenadas cilíndricas son las coordenadas de 
en el sistema de coordenados rectangulares rOz, que sc transforma en P por la 
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transformación (32). Esto es las ecuaciones (32) dan la relación entre las coor¬ 
denadas rectangulares ( x,y,z ) y las coordenadas cilíndricas ( r,6,z ) de un punto 
en el espocio-3. La figura 11.29 mucstra un punto P con sus coordenadas rec¬ 
tangulares (xuYuZi) y sua coordenadas cilíndricas 

Una ecuación en coordenadas cilíndricas de una superfície S es una ecuación 
de la superfície de S m en el sistema de coordenadas rectangulares riz que si 
mapea cn S mediante la transformación (32). Ejemplo, si S es la gráfic* 
d c x* + y* + z* = 16, la superfície S* es la gráfica (en coordenadas rectangu- 
lares) de r 2 + z 3 = 16, y en consecuencia la superfície S tiene la ecuación 
r 1 + z 1 = 16 en coordenadas cilíndricas. Las superfícies S y 5* se muestran en 
la Fig. 11.30. 

Ejemplo 1. (a) Encuentre las coordenadas cilíndricas de los puntos cuyas 
coordenadas rectangulares son (2,2,3) y (—2,2V3,4). (6) Encuentre las coor| 
denadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas esféricas son (2,».—3) 
y (5, — ir/3,4). 

Soluciôn. (a) Observando los gráficas de (2,2,3) y (—2.2V3,4) que 
se muestran en la Fig. 11.31 (a) vemos que para el punto (2,2,3), (2Ví w/4,j 
3) es un conjunto de coordenadas cilíndricas y para el punto (—2,2V 3,4), 
(4, 2 tt/ 3» 4) es también un conjunto de coordenadas cilíndricas. Se rccomiendíj 
al estudiante repasar la Sec. 85 sobre coordenadas polares. 

(6) Del sistema de ecuaciones (32) que define la transformación en coorde¬ 
nadas cilíndricas, encontramos que si r = 2, £? = w y z — —3, entonces * = —2, 
y = 0 y z=—3; cn consecuencia el punto con coordenadas cilíndricas (2,t, 
—3) tiene coordenadas rectangulares (—2,0,—3). En forma semejante el punto 
con coordenadas cilíndricas (5, — w/3,4) tiene coordenadas rectangulares 
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1 = 5 cos (— |) = § , 7 = 5 = 

Estos dos puntos se muestran en la Fig. 11.31(6). 


5V3 


s=4. 


Ejemplo 2. Determine una ecuación en coordenadas cilíndricas de la si 
ficie que es la gráfica de 2 x* + 2 y — 3 z — 8 = 0. 

SoLudón. Al usar las ecuaciones de la transformación (32) vemos qu?j 
x a + y* = r 2 y por tanto 2r* — 3* — 8 = 0 es una ecuación de la superfície 
coordenadas cilíndricas. Una parte de esta superfície se muestra en la Fig. 11.31 


El Jacobiano / ^ *V -5-^.de la transformación (32) ei 

'(mh 


sen 6 
0 


= r. 


Fig. 1L30 

íor tanto, usando el teorema 8, si D' se mapea en R> mediante (32) y « /• > 0 
* D*, entonces r 

^^F(x,y,z)dV= [ 11 F(r cos 6, r sen 6, z) r dV, (34) 

‘o» 

Í L ° 3 límitea de integradón para una integral iterada que nos dé la integral 

'I í»mir Jo psiamk.o J- 1__r (<><\ I 1 i . . 


|segundo miembro de la ecuación (34) loa podemos obtencr de las ecuaciones 
«denadas cilíndricas de la región R‘ si esta región tiene ciertas características. 


en 




limitada superior 
nadas cilíndricas 
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Fig. 11.31 

Un tipo de U región R* que tiene dichas características se describe «n 
teorema 10. 

Teorema 10. Superno, que \ [J F(*. y. a) àV existe. Si R? « una 


Fig. 11.32 

S\,t cuya proyección R sobre el plano xy es dcl tipo T» y cs ia gráfica, 
polares, de 

{(r,^)\G l (Q) <r<C,(0).a<0<6} 

b — a < 2 w y Cx(0) > 0 y si R * está limitada super iorrncnle por la 
coordenadas cilíndricas, de z = K t {r, 6) e inferiormente por la gráfica 
enlonces 


r r» r 0,(9) r X,(r,» J 

j J J dV = j ^ j ^ ^ ^ F(r cos 9, r sen 9,x)r dzdrdO. 


(3S) 


teorema es una consccuencia de los teoremas 8 y 5 dc la Sec. 11.9 y 

región R 8 dei tipo descrito en el teorema 10 se muestra en la Fig. 1133. 
Cuando se calcula una integral triple jj j F{x,y,z) dV usando el teorema 10 

la hemos calculado mediante coordenadas cilíndricas. 

Ejeraplo 3. Use integrales triples y coordenadas cilíndricas para encontrar 
volumen de la región R l , en el primer octante, limitada por el paraboloide 
ecuación es x 3 ± y* = az y cl cilindro cuya ecuación cs x* + y 7 = 2 ax. 
La región R 3 sc muestra en la Fig. 11.34. Vemos que R 3 está 
por la gráfica de z = (x* + y 3 )/o ó z = r*/a en coorde- 
R 3 está limitada inferiormente por Ia gráfica de z = 0. La 


) 

) j 
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proyección de R 3 en el plano xyr es la rcgión R que está en el primer cuadrante 
y eatá limitada por las gráficas de x a + y a = 2 ax y y = 0, ó por las gráficas en 
coordenadas cilíndricas de r = 2a cos 0 y 6 = 0. 

5 '; De aqui el volumen V de R 1 es / 


donde la integración sobre R se llcva a cabo en coordenadas polares. Como R es 
la gráfica de {(r, 9) | 0 < r < 2a cos 6 , 0 < 6 < t/2}, tenemos 

■ rr/ f*v* . \ r ff / a r 2 ®® 0 *® r f V* . r r/ * r *««•*• r * 

f ( ( | r dz 1 d A = f [ 1 r dz dr = [ L - r dr d9 


La transíormación dada por (33) 


se llama transformación en coordenadas es Jericos. Aqui de nu evo no se hace uso 
de un sistema de coordenadas rectanguiares rdf por separado sino introducir un 

nuevo sistema de coordenadas. Para 
'/ la transformación en coordenada» es- 

BEr#'* ; * férica» (33) superponeraos sobre el 

1 sistema de coordenadas rectanguiares 

xyz un sistema de coordenadas esfé- 
bk ricas. Las coordenadas esféricas 

• (r # 0 , f) de un punto P en un sis- 

(x V >1* *0 tema de coordenadas esféricas son las 

^ r ‘ ^ coordenadas dei punto en el sistema 

de coordenadas rectanguiares rôf que 

_ 7 —-a*-* se mapea en P por la transforma- 

f ción (33); esto es cualquier triada 

1 ( r » ^» ?) ser án las coordenadas esfé- 

-X*-ricas de un punto P(x,y,z) si la 

' - 1 triada (r, í, f) satisface al sistema 

íf -. L x = r cos 0 sen f, y = r sen 9 sen «, 

Flg. 11.35 *, = rcostf sen*, y»=r sen* sen?, _ = 

‘ xi = r cos * ” 

Convcnimos en selcccionar r > 0 
1 f€ [0; *]. Por con9Ídcraciones de trigonometria vemos que las coordenadas 
esféricas (r, 0 , $») de un punto P se interpretan como sigue: r es la distancia entre 

Él-origcn O y el punto P; 6 es cl ângulo entre la parte positiva dei eje x y la 





V— 


I 


( 1 
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proyección dei segmento OP sobre e. plano ^ f (0 < , < .) entre 

L parte positiva dei eje * y d segmento OP; vea Ftg. 1135. 

/Vota; El estudiante debe tener cuidado de no in.en>re.ar las coordenadas 

r y fl de las coordenadas esféricas como las coordenadas ciKndr.cas y 9. 

Una ecuación de una superfície en coordenadas «''ncas^ cbtiene dc una 

S=t i 

rí*;,rrri j 

rtíí - '■ I 

tranaformoción en coordenadas esféri«s se tnd.ca en U Frg. 1134(6). M 

EiemP , 4. (.) Encuentre J. ££*rJ3Í. 

Y Observando las gráficas de (2,2,2) , (0,0-3) en Jtj 

U.36W «mos que a. punto (2.2,2) 1. correspondeu las coordenadas eden<» f 

(2V3, a/4, arcos (1/V5), y P-« d punto (0,0 -3) «" conjunto de coordenadas 
esféricas es. (3,9,.) donde 9 puede tener cualqu.er vdor /4 , 

(6) De las igualdades (33) encontramos que si r - 3, 0 - */A V f 'Jj 

pntonces * = 0 y = 3/V2 y s = 3/V2] entonces el punto con coordenados esft : :| 
nl (3 ir/2 J/4) .iene coordenadas rectangulare, (0,3/V2, 8/Vã). En forma , 
J-mêjanteeípunto con coordenada, esférica, (2, —a/3, »/6) tiene —M 
rectangulare, (1/2.-V3/2, V5). Estos doa pun.os se mues.ran en la F,, 

11.36(6). 1 

El Jacobiano J (±4^ de lo transformación (33) es 

como se vio en la Sec. 11.9 en el ejempto oe. uso uc. ------ • 

teorema 8, si D’ se mapea «n R‘ mediante la tranaformacon (33) y » *"*: 

no cambia el signo en D\ entonces 

(ÜF(*,y.«) & = JjjF(rcos9^ ? ,rs«n9seny,rco,y)r’^ydF.(^| 

l » 

Y. que hemos convenido en que r> 0, 0 < , < *. entonces r« sen y > 0 en cu.l- 
quier región D 1 . 
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\ T . 

/>Aa fí cpn a 

—r sen 0 sen p 

T cos 9 cos ? 


COS o y 

sen 0 sen f 

r cos 6 cos v 

r sen 0 cos ? 

= — r 2 sen f, 

COSf 

0 

—r sen f 
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“ Una j C0 " SCCUenaa de iOS ,eoremas 8 y 5. Note que *» 
«üri.ce Ias condiciones dc este teorema, entonces D* dei teorema 8 es dei tipo 
d® acuerdo con ei teorema 5. v 

Los papeies de 9 y r se pue den intcrcambiar en el teorema 11 y el teorema 
permanece aun cierto. 

Una región R* dcl tipo descrito cn cl teorema 11, con Ç x ( f ) =cy C.U) = d 
se muestra en la Fig. 11.37. KV 

r. ■ Jv» % . x • \ 

Cuando se calcula una integral triple [[(/•(*, v, z) dV usando el teorema 11 
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En coordenadas esféricas la esfera tiene la ecuación r 
f = w/6, el plano xz tiene la ecuación 0 = 0, y t 
9 = w/2* Entonces R 3 es la gráfica de 


4, el cono tiene la ecuación 
dano yz tiene la ecuación 


dV, tenemos al usar la ecuación (37) en el 


Ya que el volumen de R* 


teorema 11 


dV = J /C j ' J r ? sen p dr d6 dç 


volumen R 3 


EJERCICIOS 


1. Encuentre cl volumen de una esfera de radio o usando una integrai 
triple (a) mediante coordenadas cilíndricas; (6) mediante coordenadas esféricas. 

2 . Use coordenadas cilíndricas para encontrar ei volumen de la región 

limitada por las gráficas (en el espacio-3) de x* + y 5 — y * 8 + J 1 ~~ ü 
el plano xy. ... .' 

3. El centro de una esfera de radio o está sobre la superfície de un cilindro 

circular de radio \a. Use coordenados cilíndricas para encontrar el volumen de lfl 
región interior a ambas superfícies. „ , t , ... / 

4. Encuentre el volumen de la region limitada por las graficas 

{(*,?,*) \x‘ + y‘ =4), {<*,**) |*> + y* = 2i)y {(*,y,i) l* = 0}. 

5. Use coordenadas esféricos para encontrar el volumen de la region limi* 
t«da snnrriormente oor la esfera con ecuación r = a e inferiorraente por el cono 


mente por las gráficas de x* + y 8 
dricas. 


C 
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J: ' 11.11 Area de una superfície. En la Sec. 8.7 definimos el área de 
una superficie dc revolución y encontramos que esta área se puede calcular, en 
general, por medio de una integrai definida. Ahora consideraremos el problema 
de definir y calcular el área de una superficie más general. Definhemos el área de 
,'ina superficie solamentc cuando la superficie cs la gráfica de una función F cuyo 
dominio cs una región R cerrada y limitada por una curva C simple, cerrada, 
rectificable y cuyns primeras derivadas parciales son continuas. Estas condiciones 
aseguran que hay un plono tangente a la superficie cn cada punto de la superficie. 
j; Supongamos que F = { (x, y, z) \ z = F(x,y), (x, y) £R) es una función con 
la propiedad dc que F a y F v son continuas cn R, donde R es una región cerrada 
limitada por una curva cerrada, simple y rectificable. Sea Aí la superficie que es 
gráfica de F. 

Ki.: Haga una red A\, con norma Jí 9, en la región R y represente por A A u 
A Ai, * • *, &Ak las áreas respectivas de los k rcctángulos de la red. Sea 7* = 
:{(*i,yi). (*s,y«). * ’ * .(**» y*)} un aumento de Nu- En el punto Pi (x it y«, z«), 
donde z\ = F(x lt y\) está sobre la superficie Aí, existe un plano tangente 74 y una 
línea normal L\. Consideremos el cilindro cuya curva generatriz es la frontera dcl 
rectángulo í-ésimo de N k y cuyos elementos son paralelos al eje 2 ; representemos por 
:At { el área de la parte dei plano tangente t* que sc encuentra dentro dei cilindro 

|(Vea Fig. 1139). 

: Ji Usaremos el área At 4 como una aproximación dei área AAÍ< de la parte de Ia 
superficie Aí que está dentro dei cilindro. Entonces la suma 


será una aproximación * dei área de la superficie M. Si existe un número A u con 
la propiedad de que dado un número e > 0 existe un número 8 > 0 tal que 


para todas las redes Nu y aumentos 7* con norma Jí s < 8, entonces, se define f 
Au como el área de la superficie M que es gráfica de F = {(*, y, z) | 2 = 

v ' La suma (38) se puede escribir en forma diferente, lo cual nos da un método 
para calcular Au, cuando el área existe. Sabemos (Sec. 10.4) que cl conjunto 
r de números 

F B (%i,yi),F v {xi,yi ),—1 


• Al definir el área de una superficie usando sumas aproximadas, es importante que rl 
área An sea una aproximación dcl área AATi cn el sentido de que la laxón Ar*/AA/i se pueda 
aproximar bastante a 1 para todas las redes Nk con normas suficientemente pequenas. Este es 
el caso para An tal y como lo hemos definido. 

t Se puede demostrar que esta deíinición dei área de una superficie es consistente con 
la 'deíinición dei área de un superficie de revolución dada en la Sec. 8.7. 
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' V[f.(xi r7 i)y + [F v (*i,n)Y + 1 

Adernas, vemos (Fig. 11.39) que A/í, = Ar* cos y* ó 

Ar 4 = A Ai sec y«. (||| 

Al usar (39) y (40) en la suma (38), tenemos 

Í V{F.(xi,yi)r+ Wxí.jíW + Í ±A< («| 

(ti 

como una 6uma aproximada al área A u • Al recordar la definición de j J G{x,y) dí| 

vemos que si C(x,y) = V[F.(x, y) ]• + [F,(s. y)V + 1 7 « d ^ ^ 
te, entonces 

j{ V[tey)]‘ + l^r)J J +^^ <*| 


Ejemplo 1. Calcule el área de U parte dc la esfera con ecuación x* + y* 
( z — 4 )« = 16, que está dentro dei cono con ecuación z 2 = 3(** + y a ). 

Solución. Al eliminar x y y de las dos ecuaciones encontramos que 
puntos de intersección dei cono y la esfera están en el plano con ecuación z = C 



e-R es la región cerrada ei 
x* + y a = 12. Encontramos 


el plano xy limitada por el círculo 


tanto 


. V 16— x* —y* Vl6 — x* — y* 

||f^|la ecuación (42) encontramos que el área A u de Ia superfície M es 
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El cálculo de esta integral se hace más fácil usando coordenadas polares. La re- 
gión R es la gráfica, cn coordenadas polares, de 

{(r.í) |0<r<2V3, 0 < 9 < 2*}, 

y por tanto, si usamos cl teorema 9 de la Sec. 11.9, tenemos 

4 4 r 


*-IIVB=3=7“ = l. i. Vifc'* 


de. 


Encontramos 


de. 


cntonces 


g 


r _ irdB=i r r — (i6 - ^ vT ,v, d« = 4 ç\ 

Jo J 0 Vl6— r a Jo L -O 

Au = 8 \**d9 = 16rr. 


• EJERCICIOS 

1. Encuentre el área de la parte de una esfera con radio o. que está dentro ; 
de un cono cuyo vértice está en el centro de !a estcra y cuyo angulo central es .• 

t/ 4; vea la figura adjunta. 

* 2. Encuentre el área de Ia parte de la esfera con 

ecuación x 2 + y* + (z— 2)* = 4 y que está fuera dei pa- 
raboloide con ecuación x l + y* = 3z. 

3. Sea 5 el plano que pasa por los puntos (a, 0,0 ),S 
(0,6,0) y (0,0, c). Encuentre el área de la parte de 5 : 
que está limitada por los trazas de S sobre los planos > 
coordenados. 

4. Encuentre el área de la parte de la gráfica de 
z = x 1 — y* que está dentro dei cilindro con ecuación;.:; 

#* + y* = 4. • # J 

5. Sea R la región en el plano xy limitada por las V 
gráficas de2x + 4y — 9 = 0yxy = 1. EsUblezca una integral iterada que aeg 
pueda usar para calcular cl área de la parte dei cilindro con ecuación y 9 2z = 0 
que se encuentra sobre la región R. 

6. Encuentre el área de la parte de la çráfica de 4 z = xy que está cn 
primer octante y dentro dei cilindro con ecuación *' + y 1 - 16. 

7. Encuentre el área de una zona de esfera si el radio de la esfera es fl|j 
y la altura de la zona es k. 

8. Sea R la región en el primer cuadrante dei plano xy que está limitada y 
por las gráficas de (*716) + (yV4) = 1, * = 0, y = 0, y * = 2. Encuentre el , 
área de la parte de la esfera con ecuación x 2 + y 1 + z 2 — 16 y que esta sobre K. 

9. Sea R la región en el plano xy limitada por las gráficas de y = *, 

x = i, y y = 0. Sea S la gráfica de ((x,y, z) | z = J* 2 }. Encuentre el área de| 
la parte dc S que está sobre R. 

10. Encuentre el área de la parte de la gráfica dc z = x 2 + y 2 que está;| 
bajo el plano con ecuación z = 6. 


EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 11 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 4 encuentre el valor de la integral 
iterada. 


1. [ f (y + l)dydx. 

r 3 fí-sifí 

8 * Jo Jo \«J* dydX ‘ 


, . 4. Pi \' r rdzdrdd. 

'•♦V 3 ) t, Jx J r»«» 

5. Encuentre el volumen de la región R * limitada inferiormente por el 
plano xy, y en cualquier otra parte por los gráficas dc {(x,y, z) I z = 3x 2 + 3y*} 
jT ((***) I* 2 + y 2 = 4). 

%■:-; • • 6. Encuentre el área de la región R limitada por las gráficas de y~ — x 

y = *— 2 . 

: En los ejercicios 7 y 8 encuentre el valor de la integral iterado. Describa 
una región R 3 cuyo volumen se represente por la integral iterada dada. Dibuje 
una figura que muestre esto región /?*, y dibuje una segunda figura que muestre 
Ia región R que es proyccción de R 3 sobre el plano xy. 


.1 -SV1-*' 

8 . f (1-x 2 — tf)dydx. 

J -1 J -2 Vl-* 3 


.: 9. (a) Calcule la integral j j xdA donde R es la región que cs la gráfica dc 

tl (Ur) 11* <?<*’, 1 < a < 2}. 

(6) Grafique R. (c) Verifique el resultado obtenido en (o) integrando 
£ cn orden inverso. 

10. Encuentre cl volumen de la región R l limitada por el par^boloide con 
ecuación z = 4 — x 3 — y- y el plano xy. 

; : 11* (°) Calcule la integral j j j x dV donde R* es la región limitada por 

H los planos con ecuaciones x = 0, y = 0, s = 0 y x + y + z = 4. 

(6) Grafique R*. 

v!(c) Verifique el resultado obtenido cn (a) integrando en un orden distinto 
p'nl usado cn (a). 

: / 12. Encuentre cl volumen de la región R 8 en el primer octante limitada 

superiormente por el plano con ecuación z = xtan/?, inferiormente por el plano 
con ecuación r = tanc (« < y lateralmentc por el plano xz y el cilindro que 
cs la gráfica dc {(x, y, z) | X a + y 2 — 2ox = 0). 

Jy ^ <*da uno de los ejercicios dei 13 al 16 calcule cl jacobiano de Ia trans- 
formación dada. 

Í % í 3 ; J. ~ í ( *)• r) ) I X = Iir — 2v, y = II + V, (u, V ) c D, 

rr : JC = (*»r>) | x = ff — v^,y = «+ ^(u.ii) CZ), 

(*y)£R}- 

I = ( (<**»(*• r)) I * = « 3 * /r r y = ln v—ln ff, (m v) Ç D , 

i*» y) t a}* 
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16. P = { í (u, v, w) (*, y, z) ) | x = c sn , y = e n *, £ = «*", (u, to) €/>*, 

(*, y,z) ÇR’}, donde a, b, y c sou números positivos. 

17. (a) Para la transformación T dei ejercicio 13, £qué restricción se dcbe 
dar a la región D para que la transformación T * (de R sobre D ) inversa de T 
exista? 

( 6 ) 4 Es el jacobiano dc la transformación T dcl ejercicio 14 idénticamente 
nulo? ;.Es necesario introdncir aleuna restricción a la región D para que exista - 
la transformación T* (dc R sobre D) que sca cl universo dc 77 

(c) Para la transformación T dei ejercicio 15, hay una región D para la 
cual exista la transformación T* (de R sobre D), inversa dc R? 

(d) <;Es el jacobiano de la transformación T dei ejercicio 16 identicamente 
nulo? ^Hay alguna región D donde no exista la transformación (de R so¬ 
bre D) inversa de T ? 

18. Use coordenadas cilíndricas para calcular el volumen de la región R* 
cn el primer octante limitada por el clipsoide con ccuación 9(x* + y ! ) + 4 z 3 = 36, 
<*I plano xz, el plano xy y el plano con ccuación x = V§y. 


12 


Aplicaciones 
de la integraciôn 
a problemas de la física 


12.1 Centro de masa de un sistema de partículas. Recordemos que la 
nuua m dc un cuerpo cs el cociente que se obtiene al dividir el peso w dei cucrpo 
entre ln acclcración g debida a la gravedad; esto es, 

m = — ó iv = mg. (1) 

Bgj fegfc -' o 

Si un cuerpo tiene masa m, es conveniente considerar la masa concentrada en 
cierto punto, y referirse a esc punto como una partícula de masa m. Ya que una 
. masa físien ocupa un espoe io dc volumen diferente de cero, una partícula dc ma¬ 
sa m es una abstracción. Tal abstracción 
es útil porque en muchas situaciones se 
pueden determinar propiedades y el mo¬ 
do de comportarsc de un cucrpo físico 
dc masa m, considerando cl comporta- 
—■— p miento de una partícula de masa m lo- 
~ *"-• caiizada en cicrto punto asociado con cl 

cuerpo. Eatc punto se Ilama el centro 
dc masa dcl cucrpo. 

FJg. 12.1 Considércsc una partícula de masa 

m en el punto P que está a una distan- 
fc ; S . cia r dcl plano H (Fig. 12.1). El pro- 

Mujctó rni sç ilomn cl muinonto dc masa, o primer momento dc la partícula 
jjdc masa m con respecto ni plano 11. Representando este momento dc masa por 
•:Mn, podemos escribir 

3/n = rw. 

U distancia r $c puede considerar positiva si el punto P está a un lado dei plano 
#y negativa si P está al otro lado dei plano. Entonces cl momento Mn cs positivo, nc- 
|gativo o ccro (cs cero si el punto P está en el plano IT). 
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Si P ticne coordenadas rectangularcs x lt y u z u y si M vs , M^y represen- 
tan los primeros momentos de la partícula dc masa m con rcspccto al plano yx al 
plano zx t y al plano xy % rcspectivamcntc, entonces 

My Z — Xi m, Msg — yim, M ty — Z\m. 

Consideremos un sistema de n partículas con masas m lt rr i*, •••,»»» localizadas 
respectivamente a distancias r u r t% • • •, r„ dei plano. Entonces el momento de 
masa o primer momento, Mn dc este sistema de partículas de masa con res- 
pecto al plano II es la suma de los primeros momentos de cada una de las partícu¬ 
las esto es < * 

* 

Mn = rjini + r 3 m~ + • • * + r H tn» = 2 r * m i- 

Iml 

Si consideramos las partículas de masa m„ mo, • • • situadas respectivamente 
en los puntos P,(*„ y u s t ), P„(x 3 y t , ==),-•• Pn {*», J«, z«) de un sistema de coor¬ 
denadas rectangulares de 3 dimensiones, entonces los momentos de masa, o prime¬ 
ros momentos, dc este sistema dc n partículas con rcspecto a los planos coordenados 
están dados por las siguientes fórmulas: 

= XrTih + Xitn- + • • • 4- Xj ,m» = 2 *‘ m *» 

iml 

n 

M;t = yiiJH + y*ms + * * * + y„m M = 27< w '* 


Mru = ZiTTli + +- + = 2 

iml 

Representaremos por M la masa total dei sistema de n partículas de masa, 
esto es, — 

n 

M = nii + m 2 + • • • 4* m n = 2 m »- 

i-i 

El centro de masa de este sistema de n partículas de masa es el punto 
(5,r,5) cuyas coordenadas son 


_ Af, 


_ _ M t 


X ~TT' r ~lT’ Z -Hr 

Observe que el centro de masa de un sistema de n partículas de masa se de¬ 
fine como el punto que tiene la propiedad de que si la masa total M se concentra 
cn cse punto, entonces el primer momento de esta partícula de masa M con res- 
pecto a cualquiera dc los planos dc coordenadas es igual a la suma dc los primeros 
momentos dc las n partículas con rcspccto n dicho plano, esto es: 

xM — XiITlx + X 7 TTh + • ' * + X n m n , 
y\l = y{ni\ + y 2 m 2 + • • • + y*m m 



r%,. . = Mn _ 3(A) + 1 (2A) +M%k) +6(%*) _ 52 _ 26 

«• ' M k+ 2k + %k + %k ~ 14 ~ 7 ' 

fr%( - ; 

por tanto el centro de masa es el punto ( s % 4 , 2 fy). 

EJERCICIOS 

En cada uno dc los ejercicios dcl I al 4 encuentre el centro de masa dei siste¬ 
ma dado. 

£ ;.l* L 35 masas de 3, 5 y 4 unidades están situadas en los puntos P,(l t 1, 3), 
0,—1) y P,(2,3,4) respectivamente. 

.2. Las masas de 2, 3, 5 y 6 unidades están situadas cn los puntos P, (1, —2, 3), 
ft(3,4,l), P,(—3,7,5) y P 4 (—4,7, 2) respectivamente. 

^ 3. Las masas de 1, 2 y 3 unidades están situadas en los puntos P.Í2, 3,1), 

P*(4, 2, 3) y P a (3, 5,8) respectivamente. 

•V;. 4. Tres partículas dc masas iguales situadas en los puntos dei ejercicio 3. 

5. El momento de peso de una partícula w, que está n una distancia r dei 
plano II, se define como nu, y el momento W n dei sistema de n partículas con pe¬ 
sos u>„ w 2 , • • •, w n a distancias respectivas r u r*, * * *, r» dcl plano II se define como 
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Un cuerpo continuo cs heterogênea si ia densidad cn el punto P{x> y , z) dei cuerpo 
depende de los valores de x, y y z. En tul caso representaremos Ia densidad por 
p(*»y. *) y consideremos a p(x,y,z) como la correspondiente de Ia triada (*,y, x» 
bajo una íunción continua p: 

p = {(*,y.«;«) |“ = p(* # y,*). p(*,y,z) >o), 

donde R* es Ia región ocupada por el cuerpo. 

La masa M de un cuexpo continuo que ocupa la región R* se define por 

M=\\[,(.x,y,x)dV. (4) 


Los primeros momentos de un cuerpo B de masa M con respecto al plano yz, 
al plano zx y al plano xy, se representa por M u „ M Xft Hí n respectivamente, y se 
definen por 


El centro dc masa do un cuerpo continuo B cs el punto {x, y, z) cuyas 
coordenadas se dan por las ccuaciones 


ó en forma equivalente por 
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rcspectivamente, y sea >§, ii). un punto en Ri *. Asi como la suma 


es una aproximación dcl volumen V àt B (ver Sec. 115), así también la suma 
: pixuyuzt) p{x t ,y Sl z t ) + ••• + p{xi % y i% zi) &V 4 


es una aproximación de la masa M de B. En forma semejanle, la suma 
x *p( x *t Yit m) ÜV\ + *ip(x a , *3) + •** + Xip(x„ y i% Si) 


cs una aproximación dei momento de masa M y , de B con respecto al plano yz. 
Igualmente podemos escribir una suma que dé una aproximación de M :t y una 
suma que dé una aproximación de Entonces, por analogia con la situación 
de la Sec. 11.8 para volúmenes, definiremos la masa M por (4) y los momentos dc 
M con respecto a los planos coordenados por (5). Finalmente por analogia con 


Flg. 12.2 

cl centro de masa de un sistema de n partículas de masa definido en la Sec. 12.1, 
definiremos el centro de masa dei cuerpo continuo B por medio de (6) ó por 
medio de (7). 

Ejenjplo 1. Encuentrc el centro de masa dei cuerpo continuo que ocupa un 
cono circular recto, si la densidad p(x,y,z) en el punto P(x,y,z) cs proporcional 
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. I. disUncia d* P «1 de! «no. Se* A U all»n *1 cono a «1 radio dei cono y k\ 

la constante de proporcionalidad. , t , ... 

SoLución. Dc la simetria dcl cuerpo y dc la simetria dc la densidad con respec- 
to al cie dei cono, vemos que cl centro de masn debe de catar en cl c,c. Solecco. 
^ ,.aremos un sistema rectangular de coordenadas con cl ejo dc las cn cl eje do! 
cono y cl plano xy que contcnga a la base dcl cono, co mo sc mu eslra cn la Fig. 12.2. 

La distancia dc un punto P(x,al e je * *s V *’ + 5 J Y P°' 'anto 

p(x,y,x) =kV*~+~?. 

El centro de masa dei cuerpo & tiene coordenadas dadas por 

- =0i 7=o, 7=^. (8) 


donde 


M=\\\k'!* r +7‘dV 


j m „= J[JdkVS?+7ir. (1 °) 

Es conveniente usar coordenadas cilíndricas para calcular las intcgralcs (9) 

1 (1 Ed cono circular recto dc la Fig. 12.2 cs la gráfica (cn coordenadas cilíndricas) 
de la ecuación 

6 r =£(* — i). 
h — th « 

se puede ver de la Fig. 12.2 que los triângulos SOR y SQP son scincjonlcs. Enlon- 
ces el cucrpo ocupa una región R* que es la gráfica de 

0 < = </*). I 


y tenemos 


*. jjjàVT+F-K^r.iri. ***** 


entonces 


También encontramos que 
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Pòr tanto 


u _ *ka*h~ 

Mgf - 1Õ"“ 


Lomo ya liemos visto el centro dc masa «Icl cucrpo cs el punto 10,0, A/5) cirando 
el cuerpo se coloca como se mueslra cn la Fig. 12.2. Esto es, el centro dc masa 
está en el eje dei sólido a una distancia dc un quinto de la altura de la base dei cono. 

Si un cuerpo de volumen V y masa M cs homogéneo con densidad R , la ecua¬ 
ción (4) sc transforma en 


= \\\kdV = k\\\dV = kv. 


y las ecuaciones (5) en 


y Ias ecuaciones (7) en 

Hl-" 




M„= jjjfcrrfK = 

M„= \^\kydV = k\^\jdV, 

M n = jjjferfK = 4 JjJedK. 
xdV \\\ ydV \\\ cdy 


- _ /í» 


«=-=! 


Ejemplo 2. Encuentre el centro de masa dei cuerpo continuo descrito en 
el ejemplo 1 si el cuerpo es homogéneo y su densidad se representa por k. 

Solución. Al usar el sistema de coordenadas, dado en el ejemplo 1, tenemos 
que el volumen V dcl cuerpo es 

■? = íjí-=í:í , :ir rt ^— 

: = ■& r. í r {h - z)i de *=í - í ! {h - z) ’* di = í tb ’ a - 

Entonces por (13) encontramos que: 

&;>- frr r » r tf p <«/*•) (*-*> 

I \\zdV zrdrdddz 

L _ J#Jt Jl _ **W/12 _ h 

V ~ \,a?h \na'h V 

Í-. Si examinamos las ecuaciones (13) vemos que para un cuerpo homogêneo 
on densidad k las coordenadas x, y y z dei centro de masa no dependen de la den- 
idad k, sino solamente de la forma de Ia región R* ocupada por el cuerpo. En este 
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caso Uamaremos ai punto ( r, v, z) dado por las ccuaciones (13), centroide de la ^ 
región R\ 

Ejemplo 3. Encuentre cl centroide de la región R 1 que cs la gráfica dei» 
«*. y, j) | = V.= -í'-r, —Vo 3 — *' < y < Va’—* 3 , —o< * < o}. , 

Solución. Vemos que la región estai limitada inferior mente por el plano xy 
y superiormente por el hemisferio con centro en el origen y radio a. De la sime¬ 
tria de R 3 vemos que cl centroide está en el eje z, así que x = 0, y = 0. Sabe- j 
mos que z está dada por 

. iir 1 

V 

. 'J 

y que V = = %n a 4 . Para calcular j j j z dV usamos coordenadas cilín¬ 

dricas, y observamos que en coordenadas cilíndricas la región R l es la gráfica de 
{(r, $, z) ! 0 < r < Va 5 -: 1 , 0 < 6 < 2r, 0 < = < a). 

Tendremos 


Por tanto 


J J j zdV j ^ j ~ zrdrdtdz =*rro\ 


! - ío 

y el centroide de la región /? a es cl punto (0,0, Ja). 


EJERCICIOS 

1. .Encuentre la masa dc un cuerpo que ocupa una esfera de radio a si la 
densidad en cada punto P es proporcional a la distancia de P al centro de Ia esfera. 

2. Encuentre la masa dc un cuerpo que ocupa la región limitada por las 
gráficas de y = 0 , s = 0 , z = h (b > 0) y x 1 + y- = a 2 si p(x, j , z) = Ayz. 

3. Encuentre cl centro de masa dei cuerpo homogéneo que ocupa la región 

cn el primer octante limitada por los tres planos de coordenadas y la esfera con 
ecuación i ! + - a 3 . Siigerencia: Use coordenadas cilíndricas. 

4. Un cuerpo D ocupa una región R* limitada superiormente por la gráfica 
de x a 4- y 3 + z a = o’ e iníeriormente por el plano xy. Encuentre el centro de 
masa de D si la densidad p(x,y, z) en el punto P(x , y,z) es proporcional a Ia dis¬ 
tancia de P al origen. 

En cada uno de los ejercicios dei 5 al 10 se da un conjunto de pares orde¬ 
nados y se designa un eje. Cuando la región R, que es la gráfica dei conjunto dc 
pares ordenados, gira alrededor dei eje se genera un sólido de revolución. Encuen¬ 
tre el centro de masa dei sólido homogéneo. 

5. {(*,y) 1 0 < y< V^0<*<4}; eje*. 
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Sfe# {(*’>•) i°<y< Vrf = tf;«<*<2a) eje *. 

i 7 - {(*>y) |0<*<y a /4«,0<y<6 > o>0); eje y. 

|*l-8. «*» y) | 0 < * < < y < 4); eje y. 

% 9- ((*. y) I 0 < y < 2VS, ; eje *. 

10 * {(*i y) [ 0 < y < (b/a) Va 2 —a: 3 , 0 < * < a) ; rjc x. 

En cada uno de los ejercicios dcl 11 nl 14 encuentre el centroide de. In región 
R z que es la gráfica de la relación dada. 

XI. {(*,y,z) I* 5 + y= < tf.O < x </»). 

g 12. {(*,y,:)U(r 5 + yKr<;2) _ 

13. {(*, y, z) | 0 < z < y, 0 < y < Va 3 — * 5 , 0 < x < a). 

14. {(*, y, z) | 2* < z < 4*, 0 < * < 1, 0 < y < 1). 

15. Encuentre el centroide cie la región R 3 limitada por los planos de coor¬ 
denadas y la gráfica de {x/a) + {y/b) + (z/c) = 1 donde a, b y c son positivos. 

16. Encuentre el centroide de la región R a limitada por la superfície cónica 
con ecuación h 3 {x 5 •+• y 2 ) = a 2 z z y el plano con ecuación z = h, h > 0, a > 0. 

17. Un cuerpo ocupa el cubo limitado por los planos de coordenadas y los 
planos con ecuaciones respectivas x = 1, y = 1, y x = 1. Si la densidad en cada 
punto es proporcional a la distancia dei punto al plano xy, encuentre el centro dc 
masa dcl cuerpo. 

18. Un cuerpo homogéneo B ocupa la región R z que cs la gráfica de 

||j: | 0 <z<*= + r, o <* < 1 , o < y < i). 

Encuentre el centro de masa de B. 

15.8 Centro de masa de una lâmina. Supongamos que 5 es una super- 
ficio cilíndrica cuya directriz es una curva simple cerrada C. Construyamos dos 
planos paralelos, cada uno perpendicular a los elementos de Ia superfície cilíndrica 
y separados uno distancia h. El sólido limitado por Ia superfície cilíndrica y los 
dos planos paralelos se llnma lâmina y se representa por L. Una lâmina tiene 
espesor constante (o altura) h. Para machos propósitos cl espesor k de la lâmina 
só toma como pequeno, de tal manera que la lâmina se considera una lâmina del¬ 
gada, pero esto no es necesario. Supongamos que Ia densidad de una lâmina es 
constante a Io largo de cualquier línea perpendicular a las paras planas de la lâmina. 
Entonces, si una de las caras planas de una lâmina es una región R cn el plano xy 
(Fig. 12.3), podemos representar la densidad en el punto P{x,y,z) de Ia lamina 
por p(x,y) donde p{x, y) es Ia correspondiente dei par (x.y) bajo una función 
continua p; esto es 

P = {(*,y; u) I u = p{x,y), (x,y) Ç R , p(*.y) > 0). 

El área A de la región R está dada por: 

I A = \\* A ’ 

§§llí/ ' u 
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Fig. 12.8 


por tanto el volumen V de Ia lâmina está dado por 
. V = KA=h\\dA. 

La masa M do la lâmina está dada por 

M = h J j p(x,y) dA. 
u 




t 
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Los primeros momentos de la lâmina de masa M (Fig. 12.3) con respecto 
al plano yz y al plano sx se representan por y M„ respectivamente y se defi> 
nen por 

||.V. = A JJ *#»(*• r) dÁ ' 

II?.-- (15) 

jpff- = A j jyp(*,y) dA - 

El primcr momento de la lâmina con respecto al plano xy es \hM. 

El centro de masa de Ia lâmina que se muestra en la Fig. 12.3 es el punto 
( x, y, z ) cuyas coordenadas están dadas por 


- M„ 

* = ir 


- Ma 

7 = ir 


- M n h 
5 ” ~M 2 ■ 


Las coordenadas x y y se pueden escribir como 


*=-#» 


jj M*,y) 


* p(^r) dÁ 


j j yp<*, r) 


p(*.y> àA 


Las definiciones de M, M, St Ma y /l/r, para la lâmina se pueden justificar 
usando sumas aproximadas dei mismo modo que se justifican en la Sec. 12.2 las 
definiciones de M , MMa y M n para un sólido en general. 

Ejemplo 1. Una lâmina de grueso h tiene como ima de sus carao la región 
cerrada R cn cl plano xy limitada por el triângulo con vértices (0, 0), (o, 0), (0, a ). 
Si la lâmina está arriba dei plano xy % y si la densidad en un punto P(*,y, *) es 
proporcional al cuadrado de la distancia entre P y el eje z, encuentre el centro '. 
de masa de la lâmina. 

; Solución. Aqui p(x,y) = k (x* + y*) para algún número real k. La región 
R (vea Fig. 12.4) es la gráfica dc 


{(*, y)|0<y<a — *, 


Al usar (14) tenemos 


= hk J J (*’ + y*> dA = hk j’ j*‘V + y') iydx = l hka' 


Si usamos (15) encontramos 


M vs = hk j + y 5 ) dA = hk x(x? + y*) dy dx = -^rAfe» 5 . 
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Kn forma seraejante 


Eutonces si usamos (16) vemos que el centro de masa de la lâmina cs cl 
lo (x,y,z) para el cual 


• Finalmente por (16) vemos que el centro <le masa de la lamina es el punto 
( x, y, z ) para el cual 


’ ' Note que cn cl ejemplo 2, en cl cilal In lâmina era homogénea, las coordenadas 
* y y son indcpcndicntcs de los valores dei grueso k y de la densidad k. Esto es 

cierto para cualquicr lâmina homoge- 
y nea, ya que, si en (17) ponemos 

p(x. y) — k, encontramos 

.ff . rr 


Fig\ 12.6 V 

Estofes, para una lâmina homogénea, las coordenadas x y y dei centro de masa 
(*»>**) dependen solamcntc de la forma de ln región R que forma una de las 
caras planas-de la lâmina. En este caso podemos Ilamar ccntrolde de Ia región 
(plana) R al punto (x, y) en el plano xy cuyas coordenadas están dadas por (18). 

Ejemplo 3. Encuentrc cl centroide de la región en el plano xy que cs la 
gráfica de 


Ejemplo 2. La cara dc una lâmina homogénea dc espesor h y de densidad 
constante A: es la región R en el plano xy limitada por las gráficas de y = 4x* y 
y — x 4 . Encucnlrc cl centro de masa dc la lâmina. 

Solueión. La región R cs la gráfica dc 

{(*,r) |*‘<y<4*’, o<*< 2 ) 

y se mucslra en la Fig. 12.5. Si usamos (14) tenemos que 

M = hk\\dA = h k ^áyd, = ^hk. 

JÍ 

Al usar |15) obtenemos 


Solueión. Aqui R es la región cn el primer cuadrantc limitada por cl eje x, 
d eje y y un arco de círculo con centro en el origen y radio a (vea Fig. 12.6) 
Tenemos 


Sabemos que A = ;roV4, y en consecucncia si usamos (18) obtenemos 
x = 4o/3t, r = 4a/3-. 


i 
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EJEKCICIOS 


1. Una lâmina de grueso /» ticnc como base la región R en cl plano xy que 
cs Ia gráfica dc 

{(*,y) |—V 2 ax —*= < y < \/ 2 qx — x\ 0 < * < 2a). 

Si lo deniidad p[x, y) en P(x. y. z) cs proporcional a lü distancia de P a! eje s, 
encuentre la masa de la lâmina. £ 

Sugcrcncia: Use coordenadas polares y note que cn coordenadas polares la 
región R es In gráfica dc 

{(r, 6) | 0 < r < 2a cos 9,—. r/2 < 9 < ir/2}. 

2. Una lâmina de grueso h ticnc. por base la región R cn eJ plano xy que ;» 
rs lo gráfica dc 

{(*,y) | 0 < > < VÕ T ^ r , —«<*<«}. 

Si la densidad p(x,y) en P{x,y y z) es proporcional a Ia distancia de P al eje z, 
encuentre el centro de masa dc la lamina. 

3. Una láraina de grueso h tienc por base la región R dei cjercicio 2. Si U| 
densidad p(x,y) cn P(x,y,z) es proporcional al cuadrado de la distancia de P 
nl eje x, encuentrc el centro dc masa dc la lâmina. 

4. Una lâmina de grueso h tienc por base la región en el plano xy limitada 
por las gráficas de 3y = 4*, y = 0, y x = 3. Si la densidad p[x, y) en P{x,y } z) ■ 
i*s proporcional a la distancia dc P a la gráfica de x zz 3, encuentre cl centro dc f 
la mnsn de la lamina. 

5. Una lâmina homogénea de grueso li y de densidad constante k tiene por 

base la región R cn el plano xy limitada por las gráficas dc y 3 = x y y = *. En- j 
ruentre el centro de masa de la lâmina. f 

6. Una lâmina de grueso h y dc densidad constante k tiene por base la re¬ 
gión R en el plano xy limitada por Ias gráficas dc y = 2 — x 3 , y = x'*, y x - 0.;j 
Encuentre el centro de raaso dc ln lamina. 

En cada uno dc los ejercicios dei 7 al 12 encuentre el centvoidc de Ia región ; 
cn cl plano xy que es gráfica de la relación dada. iM 

7. {(*.r)|—2V r í<y<2VÍ,0<*<4}. ; | 

8. {(*,j0 I—■Va’ — *’ <r < Vtt> — *’,0 

9. {(*, y) I 0 < y < (è/o) Vo’ — *’, 0 < * < a). | 

10- {(*,y) |0 <r <»cn*,0 < * < *}. 

U. {(*,y)|*’<y< V^0<*<1). 

12 . {(*.y) | 0 < y < è sen (*/o), 0 < *< air). 

13. Encucnire «1 centroide de la reirióii limitada por un arco de la oidoide| 
con ecuaciones paramétricas x — a lí — sent), y — a(. 1 cosí) y el eje x. ■ 

14. Encuentre cl centroide dc la región limitada por las gráficas de y = 2a » 
— x 1 y cl eje x. 

15. Encuentre el centroide dc la región limitada por las gráficas de x 3 = 16) - 

y x = y* — 2y. ... . : ||§ 

16. Encuentre el centroide de la región limitada por la gráfica de r = 5(1 —y 

cos 9). . * j|j|I 

17. Encuentre el centroide dc la región cn el nrimer cuadvante limitada por 
la parábola con ccuación y s = dex, el eje x y cl lado recto de esta parábola. • _ y 
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18. Encuentre cl centroide dc la región limitada |»or las gráficas dc y = 
c ‘ x )» * = 0, y = 0 y x = 1. 

12.4 EI centro de masa de un alainbrc plano. Consideremos un alam¬ 
bre W cuya sccción transversal es dc área constante. Representemos por a al área 
de esta sección transversal, y sean A y B los extremos dcl alambre. Además, supon* 
gamos que los centros dc las secciones transvcrsalcs circulares dei alambre están 
en la curva plana C que cs la gráfica de 

: U*,y) !r = ^l*)> *€[o;6]}. \19) 

Supongamos que la curva C c*s rcctificablc. Enlonces» si s representa la longi- 
íjud dc la parte dc C cnlrc los punlo* (a, F[u) ) y ( x, F (.r)), existirá tmu íunción 
dc longilud dc arco S, que puede expresante por 

5 = {(x,s) | j = 5u), x€[a;b]) (2U) 

íyêa Sec. 8.6), y 


Si J a = S(a) y íí = 5(6), la longilud l. de! alambre eslaiá dada por 


è=í'V, = f- 

J *• 


; Enlonccs cl volumen V dcl alambre deberá expmwrse por 



= R j'V, 


Supongomos que cada ptinto P cn el alambre // está cn mui «voiôn Iruimvcival 
dc W que cs perpendicular a la cuna C en nlgtin punlo Q l.r.y) dc Ut curvu C. 
También supondremos que Ia densidad dcl alambre cn P depende solamcntc dcl 
Valor dc 3 cn el punto (/, y represou ta remos la densidad dc P por ,>(.«). U densi¬ 
dad p{s) sc puede considerar como la correspondiente de s bajo una función con¬ 
tinua p: 

p = ((s.u)\u = p(s), p(*) > 0). 

La masa M dcl alambre W se define por 


M zz a j p(s) ds. 


Los prlmeros momentos dei alambre de masa M con res(K*eto al plano yz 
y d plano zx se representan por y M :r resj)cetivamenle, y definen j>or 


! *• 

xp( i) ds, 

*• 

M :t = « ( yp[s) dj. 
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donde % } y, y s en las integrales están relacionadas por las ecuaciones (19) y (20). 
El priraer momento dei alambre con respecto al plano xy es cero. 

El centro de masa dei alambre W es cl punto (x, y, ã) cuyas coordenadas 
están dadas por 


Las coordenadas x y y se pueden escribir como 


Los si gui entes comentários dan una justificación de las dcfiniciones de M, 
M ya y M a9 para un alambre W. Dividamos cl arco AD descrito ol principio de esta 
sección, en n subarcoa Aj„ às Jt As 3 . ***. Ajj ••• por la partición P* dcl 
intervalo (s a ; j*) especificada por cl conjunto {s'o, a n s 'z* *s'í-iSu |S*)- 
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: al plano yz, y dei primer momento con respecto al plano zx. Para el alambre W 
x las sumas 

" - * 

“IpW a^XipM «Ty.-plíjái, 

| •£/.< 1-1 *■! i = i 

son respectivamente aproximaciones de la masa, el priraer momento con respecto 
al plano yz, y el primer momento con respecto al plano zx. 

' 

Ejemplo 1. Un alambre W con sección transversal <r de área constante tiene 
la propiedad de que el centro de cualquiera de sus secciones transversales están 

B cn la curva C que cs gráfica de {(x,y) | y = Vo 3 — x=, x £ [0; a.]}. 

. Si la denaidad p{s) en P(x,y,z) es proporcional a la distancia de (x,y, 0) 
j >i|i. a la parte positiva dei eje x, encuentrc el centro de masa de W. 

Solución. Aqui p(s) — ky. Es conveniente usar coordenadas polares en el 
Bfô: plano xy, nsí que p{s) = ka sen 9. Al usar (21) tenemos: 

M = a j p(s) da. 

fc] • Por la Sec. 8.5 sabemos que en coordenadas polares 

ds = V7 3 + [D«r] 3 de. 

Sabemos también que en coordenadas polares C es Ia gráfica de 

■fe: |(r.»)|r = o. 9 € [0, §]}. 

J;. Entonces D«r = 0, ds = adQ y por tanto, 

| * M — ka 2 a J sen Ô c16 — ka 3 «. 

I'..; En forma semejante. si usamos (22) tenemos: 

M vs = ka 3 a J sen 0 cos 9 dd — 

K. M a = 4o «| * /! jcn 3 9 d0 = —• 

|r v' Entonces de (23) obtenemos ' 

’ - Myg a _ M iS av 


- M vs a 

X = -W = 2 


7 - nr ~ t ; 


Ejemplo 2. Un alambre W con sección transversal dc área constante a y den- 
B. sidad constante k tiene la propiedad de que cl centro dc cualquiera de sus secciones 
Bfe, transversales está en la curva C dcl ejemplo 1. Encuentrc cl centro dc masa dc W. 
P; ' Solución. Si usamos (21) y (22) obtenemos: 

Kl: . M -ck\ dg = aka [ "'‘dS = , 

J® J 0 2 

k; r*/* r*/s 

Mys = aka 2 j cos 6 dd = ako 2 , = akor J 


sen 6 dd = aka~. 
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En consccucnciâ, si usamos (23) obtenemos 


- _ hi ya aka » _ 2a 
M \akax 7T 


M sx _ aAa* _ 2a 

7 - ir - - T’ ‘ 


Notamos que en cl ejemplo 2, en cl cual el alambre fue homogéneo, las coor¬ 
denadas x y y fucron independientes dcl valor de la densidad de k. Esto es cierto 
para cualquier alambre homogéneo W, ya que. si en (24) ponemos p(s) = k, en¬ 
contramos que ~ 

- *!..** 7 _*-L yA _L y * (25) 

*“*£* " 4 ’ r “j> " L I 

Esto cs, para un alambre homogéneo las coordenadas x y y dei centro de masa 
dependen solamente de ia curva C. En tal caso llamaremos centroide de la curva 
C al punto ( x % y) dei plano xy cuyas coordenadas están dadas por (25). 

Ejemplo 3. Encuentrc el centroide de la curva que es gráfica de 

((*»y) I 7 = Va* — x*, *€ [—<*; «)}• 

Solución . Al usar coordenadas polares, como en los cjemplos 1 y 2, obtenemos: 

( xds a 1 \ cos & dQ ar sen dl 

' S = - = _2®-=- — = 0 , 

L -na w 

J y ds a 3 J sen 0 d9 a £—cos 6 J ^ 2 a 

y = t = II = I * 


EJERCICIOS 

1. Un alambre tienc sección transversal de área constante «, su longitud ét. 
L, uno de sus extremos es el origen, y el centro de cualquiera de sus secciones 
transversales está sobre el eje x. Si la densidad es constante, encuentre el centro 
de masa dei alambre. 

2. Si la densidad p(s) en P{x,y,z) dei alambre dei ejercicio 1 es proporcio¬ 
nal a la distancia de (*, 0, 0) al origen, encuentre cl centro de masa dei alambre. 

3. Encuentre el centroide dei arco de Ia cicloide con representadón 

x = a(i—sen l), y = a(l — cosí)» »]• 

4. Encuentre el centroide de la curva con ecuación y = io(e' /a + e‘* /C ) en¬ 
tre los puntos donde x = 0 y x = a. 

5. Encuentre el centroide dc la curva que es la gráfica en coordenadas pola¬ 
res dei conjunto de pares ordenados {{r, 6) \ r = a, —w/3 < 9 < w/3). 

12.5 Teoremas de Fappus. Sea C una curva rectificablc, gráfica de • 

{(*»y) Ir = f(*). *€[?;&]}. : >| 

y que no cruce al eje x (Fig. 12.8). Como sc vio en la Sec. 12.4, si s representa 
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la longitud de la porte dc C entre !os puntos (a, /») y (%, /*(*)). existirá una 
función 5 que dará la longitud dei arco; 

$={(*.*) |* = $(*), a:6 [o; Z/J) 

y ds = vi + 

Si establecemos s a = 5(o) y = 5{b) como en la Sec. 12.4, b longitud L dcl 
alambre estará dada por 


L=\ *= VI + 

Representaremos cl centroide C por ( x, y ) y sea S el úrca <ic la superfície gencra 
da al girar C alrededor dei eje x. Por la Sec. 8.0 obtenemos 


y de (25) obtenemos 


Por tanto: 

S = L • 2 icy. 

Expresemos este resultado en el siguiente teorema 


>. Teorema 1. Sea C una curva plana rectificable y l una línca situada en d 
plano de la curva, que no corte a C. Entonces el área de la superjicic dc rcvolución 
que se obtiene al girar C alrededor dc l es igual al produclo dc la longitud de la 
curta C por la circunferência dei círculo cuyo radio cs la distancia de l al cen¬ 
troide de C. 
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Supongamos que R cs una rcgión cerrada acolada que es la gráfica de 

{(*,y) |0<C,(s) < r <6,(*), a<*<6) 

como se mueslra cn la Fig. 12.9. Representaremos al área de la región R por A , al 
centro ide de R por ( x t y ) y por V al volumen dei sólido de revolución generado 
por R al girar alredcdor dei eje x. Por la Sec. 5-9 obtenemos . : 

V = * J ‘ {[C : (*)]=— l C,{x) ]=} dx. | 

Además, por (18) 

= j y dy dx —\^{[Cz{x) ] : — [C x {x)]'-) dx. 

s 1 

Por tanto, tenemos 

V = A-2ny. 

Este resultado se puede expresar en el siguiente teorema. 


TEOKEMAS DE PAPPUS/679 


Flg. 12.9 

Teorema 2 . Sea R una región en un plano y sea l una línca cn el plano 
que no tenga punios en comãn con el interior de R. Entoruxs el volumen dei sólido 
de revolución generado al girar R alrededor de l es igual al produeto dei área de 
la región por la circunferência dei círculo cuyo radio es la distancia de l al cen- 
troide de R. 

Los teoremas 1 y 2 se conocen comúnmente como teoremas de Pappus, un 
matemático de ia Escuela Alejandrina, que vivió en el ano 300 (A.C.) (Pappus, por 
aupuesto demostró estos teoremas ain usar cálculo). Los teoremas de Pappus sc pue- 
den usar para encontrar volúmenea de sólidos y áreas de superfícies que serían di-< 
fíciles de calcular usando otros métodos. También se pueden usar parar determinar; 
los centroides de regiones. 


Ejemplo 1. Un toro se genera al girar un círculo dc radio a, alredcdor dc 
una Iínea coplanaria que este a una distancia 6 de su centro, 6 > u (vea Fig. 12.10). 
Encuentre el volumen y el área dc la superfície dei toro. 


Fig. 12.10 


Solución. El centroide de la región limitada por el círculo cs cl centro dcl 
círculo. 

Escojamos cl eje de rotación de tal mancra que coincida con cl eje x, entonces 
el centroide estará a una distancia b dei eje de giro. 

Representemos por C a la circunferência dei círculo, por 5 a la superfície dei 
£>loro y por V al volumen dcl toro. Por cl teorema 1 tenemos: 

S = C • 2*6 = 2na • 2*6 = 4* 2 «6, 

; y por el teorema 2 tenemos 

* 7 ;:?' v - V — A • 2*6 — *a 2 • 2*6 = 2- z a : b. 

Ejemplo 2. Use el teorema 2 para encontrar cl centroide de la región R dc 
la Fig. 12.6 (vea el ejemplo 3 de la Sec. 12.3). 

Solución. Si esta región R sc gira alredcdor dei eje x, se genera un Ite- 
fmisfexio. 

Si A representa el área de R y V el volumen dei sólido generado, entoncct 


_ 1 ( W \ _ 


A = $xa'-. 
* 


Si representamos cl centroide de la región R por ( x, y ), la distancia dcl cen¬ 
troide a la línea alrededor de lo cual gira R cs f t . y por el teorema 2 tenemos: 

V = A • 2*y. 
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Para un cuerpo continuo B los momentos de inércia con respecto ml plano 
xy, el plano zx y el plano yz se representan por I n , I„, e /*, respectivamente y se 
definen por: 
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Por tonto 


Note que hemos obte- 


Por simetria, x liene el mismo valor dc y, y así x = \a/ 3r. 
niclo el resultado clel ejemplo 3 dc la Sec. 12.3 pero por un método distinto. 


JJJyV(*.y,*) dV, 

a* 

lyi = Jj 7»*) 


EJERCICIOS 


L Un triângulo equilátero cuyos lados miden 6 unidades gira alrededor de ; 
una línea que se encuentra en su mismo plano, esta línea es paralela a la base 
y está n 8 unidades de ella. Use el teorema de Pappus para encontrar el área de la 
superficie y el volumen dei sólido generado. 

2. Use los teoremas de Pappus, para encontrar (a) el centroide dc un arco 
semicircular dc radio o, (6) el centroiae dei semicírculo. 

3 . D círculo con ecuación (*—1)= + y 2 = 1 gira alrededor dei eje y, 
Encuentre cl volumen y el área de la superficie dei sólido generado. 

12.6 Momentos de inércia. Dado un sistema de n partículas de mas as, 
m u mt t --,mn a distancias respectivas r ít r St •••,/„ de una línea L, el momento 
de inércia de dicho sistema con respecto a la línea mencionada (algunas veces 
llamado “segündo momento”) 9e define como 


Por las igualdades (26) y (27) se deduce que: 

= + hti If — Itv If:i li = Isx + íps « (28) 

Estas tres igualdades ilustran la proposición: EI momento de inércia de un cuerpo 
con respecto a una línea es igual a la suma de los momentos de inércia de esc 
cuerpo con respecto a dos planos perpendiculares que se intersectan cn la línea. 


Ejemplo 1. Un cuerpo B ocupa un cono circular recto de altura k y rndio 
en la base r. Encuentre el momento de inércia de este cuerpo con respecto a su 
eje si la densidad p(x,y,z) en el punto P(x, y, z) es proporcional a la distancia 
de P ai eje dcl cono. 

Sduciàn . Orientamos el cono como en el ejemplo l de !a Sec. 12.2 (Vea Fig 
12.2) y usamos coordenadas cilíndricas. La región ocupada por el cuerpo B 

es la gráfica de 

■•:v • 


De (26) tenemos 


<**)(».«) 


+ r )/>(*, r.*) dv 


r*krr dO dr dz 


entonces 


Si un cuerpo tiene la forma de una lamina de grueso K y tiene por base una 
región7? en el plano xy, los momentos de inércia de L con respecto a los planos yz 
y zx respectiva mente, están dados por 


A j j x 2 p(x, y) d A, l„ = h J J y*p(x,y) d A 
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El momento de inércia I, de esta lamina con rcspecto al eje z está dado por 

/, = K J j (** + y 3 )p(x, y) d A. % 

x 

Ejemplo 2. Una lâmina L de grueso h tiene por base la región en el primer 
cuadrante limitada por la gráfica de y = 4 — x* y los ejes de coordenadas. Si la 
densidad es una constante k, encuentre* cl momento de inércia de L con respccto 
al plano yz y con respecto al plano zx. 

Solución. Al usar (29) tcnemos 

= h j j x'p (*, y) d A = kh j ’ j ‘ "x- dy dx = hk , 

it • 

/„ = AjJ y *p(*.y)<M = i* j* j] "y'dydx-^hk. 

X \ 

EJERCICIOS 

1. Un cuerpo B ocupa un cilindro circular recto con altura h y radio a. 
(a) Encuentre cl momento de inércia dc B con respecto al eje dei cilindro ai U 
densidad p{x, y, z) en un punto P(x. y, z) es proporcional al cuadrado de la distan- 
cia de P a este eje. (6) Encuentre la masa de B. 

2. Si la densidad dcl cuerpo B dei ejercicio 1 es una constante k, (a) en¬ 
cuentre el momento de inércia de B con respecto al eje dei cilindro; (ò) la masa; 

de B. 

3. Si la densidad dcl cuerpo B dei ejemplo 1 de esta sección es una cons¬ 
tante k, encuentre el momento de inércia de B con respecto al eje dcl cono. 

4. Un cuerpo B ocupa la región cerrada R 3 limitada por la gráfica d6" 

r = xy, el plano xy y los planos con ecuaciones x = 2 y y = 2. Si la densidad 
p{x,y,z) en cl punto P{x t y, z) cs proporcional a la distancia de P al plano xy, 
encuentre el momento de inércia de B con respecto al eje r. x 

5. Una lâmina L dc grueso h, tiene por base la región en el plano xy limi¬ 
tada por el círculo con radio o y centro en el origen. Si Ia densidad es una constan¬ 
te k, encuentre el momento de inércia de L con respecto al eje r. 

6 . Una lâmina L de arueso h tiene por base la región en el primer cuadrante 
dei plano xy limitada por la gráfica de y = 4* — x 3 y el eje x. Encuentre lo» 
momentos de inércia dc L con respecto a los planos yz y rx si la densidad es una 
constante k. 

7. Un cuerpo homogéneo B con densidad constante k ocupa el elipsoide con 

ecuación (*Vo>) + <*•/**) + (*/*\ = 1- Encuentre /., I y y /. J»ra B Suge- 
rencia. Encuentre primero y l„\ entonces use las igualdades (28) para 

encontrar f», /* y /*. 7^ 

8. Si la densidad p(x,y) en el punto P{x,y t z) de la lâmina dei ejercicio 5 
es proporcional a la distancia de (x. y, 0) al ongen, encuentre (o) el momento de 
inércia dc la iámina con respecto ol eje z; ( b ) la masa de la lâmina. 

EJERCICIOS ADICIONAL.ES AL CAPITULO 12 

En cada uno de los cjerpicios dei 1 al 4 se dan un conjunto de pares orde¬ 
nados y un eje. Cuando la región R, que es gráfica dei conjunto de pares orde- 
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nados, gira alrcdcdor dei eje se genera una superfície de revolución. Encuentre 
d centro dc masa dcl cuerpo homogéneo limitado por esta superficie de revolución. 

|| L r) I 0 < r < sen x, 0 < x < || , eje x. 

P 2 * {(*»?) |0<y<e-',0<*<l ; eje*. 

s- {<*. y) I o < y <, \ i 1 < r < *1 . e ] e 

** í (*. y) I 0 < x < y 7 , 0 < y < a); eje x. 

En cada uno de los ejercicios dcl 5 al 8 encuentre cl centroide de Ia región que 
es gráfica dei conjunto de pares ordenados 


6 * j(^r) 

i 7 - ((*>r) | 0 <y<*— 1 }. 

/£,,»• {(*>r) |**<y 1 ). 

9. Encuentre el centroide de la región limitada por los gráficas dc 
7 = 2 Vãx, x = 2a y el eje x. 

10. Encuentre el centroide dc la región limitada por la gráfica de r = a(l 
— cos 0). 

11. Un cuerpo B ocupa Ia región R 3 cerrada y acotada por la gráfica de 
^ — 4 — x 2 — y~ y cl plano xy. Si la densidad es una constante k, encuentre el mo¬ 
mento de inércia de B con respecto al plano xy. 

i 12. Una lâmina de espesor h tiene por base la región en el plano xy limitada 
por las gráficas de x = 0, x = 1, y = 0. y 7 = c*. Si la densidad p(x,y) en el 
punto P(x, 7 , z) es proporcional a Ia distancia de (*, 7 , 0 ) al eje x, encuentre 
cl centro de masa dc la lâmina. 

13. Un cuerpo B ocupa una esfera de radio a. Encuentre el momento de inér¬ 
cia de B con respecto al diâmetro de la esfera si la densidad cn cada punto cs 
proporcional a la distancia de esc punto al centro de Ia esfera. 

14. Un cuerpo B ocupa una esfera de radio a. Encuentre la masa de B si la 
densidad en cada punto es proporcional a la distancia de dicho punto a un punto 
fijo de la esfera. 

Sugerencia: Use coordenadas esféricas, con r = 2a cos 0 para expreaar la 
ecuación de Ia esfera y use el origen como punto fijo. 

•f15. Encuentre el centroide de la curva con ecuación 9y 2 = 4x* entre los 
puntos ( 1 , —i) y ( 1 , 1 ). 



Regias de L’Hopital. 
Asíntotas. 

Integrales generalizadas 


13.1 Regias de L’Hopital. Consideremos las funciones 
F = {(x.y) Ir = F(x),xÇDi) t G = ((x,y) \ y = D 3 ) 


Supongamos que aÇ D, H D, y que F{a) = 0 y G(a) = O; entonces Q(a) está 
indefinida. Aunque Ç(a) está indefinida cuando F(a) = 0 y C(a) = 0, sin 
embargo limÇ(x) puede existir. 

t—a 

t-fe? Por cjcmplo, en cl ejemplo 1 dc la Sec. 2.1 observamos que si 

: A- x a _9 

m* qm = ■ 


entonces Ç(3) está indefinida. Sin embargo, como vimos en el ejemplo 5 de la 
Sec. 2.1 por el teorema 7 

lim Q(x) = lim (* + 3) =6, 


por tanto, aunque 0(3) está indefinido limÇ(x) existe y 

*-•3 

Consideremos Q(x) donde F(x) = lnx y G(x) = x- 


|uí F( 1) =0 y 0(1) =0. entonces Ç(l) está indefinida. Deseamos averiguar 
existe o no 
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y determinar su valor en caso de que exista. Para proceder como se hizo paro 

X x _ g ' 

Q( x ) =-— tendríaraos que eliminar el íactor común (*— 1) dei numerador 


7 denominador de - r ; pero e$to no se puede efectuar con este cociente. \ 

r — i -H 

Neccsitamos otro método para el cálculo de éste y otros límites semejantes. El si- J 
guiente teorema nos da un método. 


Teorema 1. Sean 

r = {(*./> Ir = r(*).*€0.) r c = (M |y = C(*).*€d,} J 

dos funciones y sea a£D x C\ D a . Suponhamos que 

F(a) = F(a) = F"(«) =••• = F*-'>(o) = 0, J\ 

G(a) - G'(a) - C"(a) = • • • = C<*-'>(a) = 0, ^ 

y que F {k) y G {k) son continuas en un intervalo S £ D x fl D t que contiene a a. 
Si G {h) (a) 0, entonces 

i: m F(x) F {i) (a) 1 

Dcmostración. Ya que G ik) (a) # 0 y G {h) es continua en un intervalo que 
contiene a a, existe un intervalo (c; d) con la propiedad de que a£(c;d) C S 
y C {h) {x) zj£=0 para *£(c;<i)(Vea Sec. 2.3). Si usamos la fórmula de Taylor 
con residuo para F(x ) y G{x) (vea Sec. 8.9), por (1) tenemos 

F(x) _ (* — „ rf 

donde a<ii<ióí<ii<fl,yo<Zi<aóí<: a <a. Entonces para x£ (c; 
d) y x=£a, tenemos 

*•<*)_ m 

ZJxj C ik> (z a ) 

En consecuencia . 

^ . lim F lk) {z x ) 


siempre que limF w (*i) y limC (,,) (z a ) existan y lim G (fc) (z t ) 9^0. Ya que F (i! 

x—a x-«a t~»a 

y G (k) son continuas en a y lim z x = a, lim z a = a, sabemos por d teorema 14 de 

*-»a *-*a 

la Sec. 2.3 que 

lim P‘*> (z t ) = f<*> (a) y lim G<*> (z a ) = C<« (o). 
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Kegrescmos al problema original, encontrar lim Q{x) cuando Ç(*' 


|: ^F,-F\ G y G' son continuas en un intervalo (c; d) tal que 1 (c; d). Vemos 

además que /*'(1) =1 y G'(l) = l^O. Por tanto, por el teoiema 1 tenemos 

.. In* _ f'(l) _ 1 , 

Ste; ÜJ! t=t - wr ” i ~ L 


Ejemplo 1. Encuentrc lim 


Sdudén. Sea A*(x) = x— sen* y G(*) = x a . Observemos que /*(0) 
&ié(0) =0. Por tanto Ç(0) es indefinido, si 


Plt " 

Además F'(*) = 1 — coa* y C'(*) = 3* 2 , entonces /'(O) y G'(0) = 0; F"{x) = 
.ícrx y C"(x) = 6*, por tanto / v/ (0) = 0 y G"(0) = 0. Sin embargo F”'{x) = 
co»* y G'"(x) = 6, entonces F"'{Q) = 1 y C"'(0) =6^0. Al usar el teorema 
^ con k = 3 obteneraos 

MM- *—sen* _ /'"(0) _ 1 

| _ lZ - -■5”W-6- 


Ejemplo 2. Encuentre lim 


Solución . Sca f (x) = * cos x — sen * y G(x 
l = 0, por tanto Ç(0) está indefinida, donde 


t t*j = cos* — xaenx — cosx = —* sen x, y O (i) = 1 , 
0 y (7(0) = 1 9^0. Al usar cl teorema 1 cpn k = 1 obtenemos 


El teorema 1 no proporciona un método para investigar un limite como 


'Si F{x) =senx y G(x ) = Vx, tenemos F'(x ) = coa* y G'(x) = l/(2v / *). 
iObservamos que F y G son continuas en el intervalo [0; A] para A > 0, pero 
B? no es continua en [0; AJ, ya que G'(0) no está definida; el teorema 1 no es 
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útil cn cslc coso. El teorema 2 proporciona un método para investigar límites 
como cl (3). 


Teorema 2. Sean las funciones 

F = ((*.y) | y = F(x) t xÇDi) y C = {(*,y) | y = £(*).*€ O a > 

continuas eu d intervalo [a; a + Al C D, O D a parn un número positivo A y 
derivables en [a] a + A) coa G'(%) 7 *= 0 para x (<*;<* + A). Si F(a) - 0,; 
G(a) = 0 , y si | 

llm£4 = /, 1 

—• C\ x) I 

ctUonccs 

liin - L. 

C(*) 

Dcmoslración. Las funciones F y C satisfaccn la hipótesis de la generaliza- 
ción dcl teorema dei valor medio (cjcrcicio 12, Scc. 3.10). Por tanto, existe un 
número z, a < z < x, con la propiedad dc que para a: 6 (n;« + A) 

f (*)—/■(«) _ fiz) • 

C{x)—C(a) CMTT II 

Va que por hipótesis F{a) = 0 y C{a) =0, esta igualdad se roduce a 


y por tanto 


Por hipótesis lim 


L; además como u < z < x, vemos que 


Lntonccs se puede aplicar cl teorema 13 dc lu Sec. 2.3 t con 


obtenemos 


Eli conaccueiicia 


y cl teorema queda demostrado. 

Ahora podemos encontrar el limite (3). Sea F(z) = sens y C(x) 
cnlouccs 
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F y G son continuas en el intervalo [0; A] para A > 0, y son derivables en (0; A) 
con G'(x) 76 0 para x (0; A). Encontramos que 

lim F = hm c ^ tx -- zz lim 2 >/x cos x 

|;v | . w C(x) *-^l/(2Vi) *-‘>* 

= 2 lim Vx‘ lim cos x = 2 • 0 • 1 = 0 . 


•Abora se puede aplicar el teorema 2 y obtenemos 


El teorema 3 es semejante al teorema 2, 


i*. _ Teorema 3. Sean las funciones 

ax,y)\y = F(x),x£D l ) y G = ((*,y) | y = C(x), x £ D a > 

fcontinuas en el intervalo [a — A; a] Q D x H D, para un número positivo A t y 
[derivables en (a — A; a), con G'(x ) 0 para x (a — A; a). Si F(a) = 0, 
&(a) = 0 ,y 

r 

Bir- 

jfe-fe; —- CW 

La demostración dcl teorema 3 ea semejante a la dei teorema 2, y ac pide al 
^estudiante que la dcsarroUe en el ejercicio 22 de esta sección. 


Ejemplo 3. Encuentre hm_ ^ ■ 

Solución . Sea 

F(x) = sen * y C(x) 


entohces 


Las funciones F y C son continuas en el intervalo, [n 
I? derivables en U — A;tt) con G'(x) 7 ^ 0 .para *( 


emos usar el teorema 3, y encontramos que 
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Si los teoremas 2 y 3 aon combinados entonces resulta el siguiente teorema: 
Teorema 4. Sean las funciones 

F = {{x,y) [y = F{x) l x^D l ) y G = {(*, y) \ y = C(x), x £ D*) 

continuas en cl intervalo [a — h \ a + A] C Di H D 2 para un número h > 0, y 
derivablcs con G'(x) 0 en el intervalo (o — A; a) U (o; o + h). Si F (a) = 

0, G(a) = 0, y k 

= I 

— C'(*) 

entonces 

Um %± = L. 

C(x) g 

ue lim ——- 

— V(x) 

ij rt»). 

W 

Eutonces, de los teoremas 2 y 3 obtenemos 

n m LM =L 

~ C(s) y 

y el teorema queda demostrado. 


Demostración. Ya 


L vemos que (vea Sec. 2.1) 


Ejemplo 4. Encuentre lim - 

^ r '-* 0 * — sen * 

Solución. Sea 

F{x) = tan* — x y G{x) = 

entonces 

F'(x) = sec** —1 y C'**) = 
Notamos que E(0) =0 y G(0) = 0. Consideremos 


Notamos que para x £ (—*/2; 0) U (0; v/2) 
sec s x—1 1 — cos J z 


Por tanto (vea teorema 7 de la Sec. 2.1) 

.. sec a *—1 1 + cos* 2 


En consecuencia, por el teorema 4 tenemos 


tan * 
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• Ejemplo 5. Encuentre lim- 

Solución. Sea F(x) = x — senx y G(x) = x*'\ Vemos que f(0) = 0, 
G( 0) = 0 y que F y G son continuas en Re. Vemos además que G'{x ) = %x 2, ' a l 
no es cero para x =/=. 0; y por tanto consideraremos 

f;‘- V lin,ilÍ£L = l im I — co ?*, 

jr; ~ C'(s) 

Si definimos U(x) =1 — cos x y F(x) = vemos que í/(0) = 0, V (0) = 0, 
y V (*)_ = 1 %x' l/> es diferente de cero para x =£ 0. Consideraremos 


Por tanto. 


1 — cos * sen a; 

_ *58 % x*/* ” i% ” 

y aplicando cl teorema 4 por segunda vez encontramos 


e—»o jfJ* t-»0 t^jV 1 

' Las aplicaciones repetidas dei teorema 4, como en el ejemplo 5, conducen 
al teorema 5. 


v. Teorema 5. Sean 

F= {(*.y) |r = /(*).* € D t ) y G = ((*,y) | y = G(x) % %€ D») 

dos funciones con a £ £>* H D t para las cuales F**~ l) y G lk ~ l> son continuas en 
[fl — h ; a + h] si h > 0 y además F (b) (x) y G (bt (x) existen, en el misino inter- 
yolo sitndo G w (x) s/x 0 en (o — fi; a) (J (a;a+A). Si 

F(a) =F'(a) = F"(a) = . - - = f (*-»> ( a ) = 0, 

|f % G{a) = G f (a) = G"(a) = • • • = £<*-»(«) = 0, 


P«>(x) 


entonces 


toíífUii m E^SsL 

G{x) •-•£<*>(*) 

.. Los teoremas 2, 3, 4 y 5 se denominan re&las de UHôpiud. Es muy impor¬ 
tante tener presente que estos teoremas solamente se pueden aplicar para calcular 

el Hm — — cuando F(a) = 0 y C(a) = 0. 

‘- fl C(x) 
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EJERCICIOS 

En cada uno dc los ejercicios dei 1 al 21 encuentre cl limite indicado. 


8CC 4 *—ZU 

x — arctanx 


x — arctan x 


22. Demuestre el teorema 3. 


13.2 Limites cuaudo *-+ + oc y cuando x —> — oo. Como prep&ración 
para extcnder las regias dc L'Hôpital, consideraremos “limites cuando * -> + co 
y cuando x ->— co”. 

Observe que si 


- ' ' * + 2 | 

podemos Kacer a F{x) tan próxima a 1 como se quicra haciendo x suficientemente 
grande. Por ejemplo /*(999,998) = 0.999,998. 

Consideremos la función F = {(*, y) | y = F(x) x£X) cuyo dominio X tiene 
la propiedad de que para cualquier número a existen elementos de X en el inter¬ 
valo [a; + «). El limite de F(x) cuando x tiende a Infinito es b, lo cual 
se representa 

lim F(x) = b, (4) 

si para toda e > 0 existe un número A' tal que 

\F(x)-b\ <e 
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Vemos 


2, tenemos 


2 tenemos 


l* + 2 

para toda x> N. 

Consideremos la función F = {(*, y) | y = F{x), x £ A'}, cuyo dominio tiene 
k propiedad de que para cualquier número o existen elementos de X en el inter¬ 
valo (— <k> ; a], EI limite de F(x) coando x tiende a menos infinito es b, 
el cual se representa 

mjjf f lim/(») = b t # (5) 

si para toda t > 0 existe un número N tal que 

W*)—*|<« 

para toda x £ X y x<N. 

Lo 3 teoremas 6 y 7 son de vital importância cuando se manejan limites de 
Ja forma (4) ó (5). 


Teorema 6. Si p > 0, enionces lim ~ = 0. 

Demostración. Para demostrar el teorema debemos hacer ver 
quiér e > 0 dado existe un número N con la propiedad dc que 


Además, 
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,' > i ai y solo si * > (j) 1/ '. Por Ureto, dado «> 0, si escogeraos 


N = cntonccs |-i —oj < s paia toda x> N. Esto dcmuestra cl teo¬ 
rema. ® 

Teorema 7. Si p es un número positivo tal que x p es un numero real para 

x < 0 , entonces ^lim — = 0 . 

La demostración dei teorema 7 es semejante a la demostración dcl teorema 6 , - 
y se pide al estudiante que la dcsarroUc en el ejerclcio 21 de esta sccción. 

El teorema básico sobre limites, teorema 6 de la Sec. 2.1 también se verifica J 
para limites de la forma (4) y (5), esto es, este teorema sigue stendo cierto cuando J 
^ose sustituye por x-> + » ó por Una demostración de esto • j 

requiere ligeras modificaciones de la demostración dei teorema 6 de la 2 . 1 , 
y no se dan aqui los detalles. Los teoremas 8, 13 y 14 dei capítulo 2 también se 1 
pueden extender en forma semejante. 

3-_* + 4r s 

Ejemplo 1. Encuentre ^lim^ —- 

Solución . »Primero dividimos el numerador y denominador de la fracción 
por la máxima potência de * que aparece, en este caso x* ( después usamos el j 
teorema 6 de la Sec. 2.1 y obtenemos: 

3 — x + 4x* __ ( S/x 1 ) — (l/x) + 4 /f§ 

lim —i-:- = 


lim -- 

2 + x* 


( 2 /x*) + 1 
3 lira (l/x*) — lim (l/x) + 4 
2 lim (l/x 1 ) + 1 


Por el teorema 6 , 


y por tanto, 


lim — = 0 y lim — = 0 , 

>-*» r* X 


li» 3-» + 4 £ = 4 =4 

*-*♦“ 2 + x* 1 

En la Sec. 13.3 sc dará otro procedimiento para calcular este limite, así como 
cl limite dei ejemplo 2 . 

x* *4- 5x 

Ejemplo 2. Encuentre r Um — — "]M 

Solución. Primero dividimos el numerador y el denominador por x* y ob- 

tenemos 'Jm 

x* + 5x _ 1 + (5/x*) 

2 x* + x “ 2 + (l/x 3 ) 
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x* + 5x _ “5. [1 + {S/x2) 1 _ 1 + 5 (V**) 

2 x» + x “ # lim [2 + (l/x 3 )] “ 2 + toxT(l/x*) 


Por el teorema 7, lira — = 0 ; por tanto 

*-♦-« x i r 

IS- ‘ .. *» + 5*_l 

■ :V- lim - — — , 

" 2 x s + x 2 

El siguiente teorema nos da un método para investigar limites de la forma 


cuando lim F(x) = 0 y lim G(x) = 0 

*-**« ' X-44-CO 


y Teorema 8 . Scan lai Junciones 

glf J F={(x,y)\y = F(x)) y G = {(*y) | y = C(x)} 

|: derivables (y por tanto continuas) en [h; + ao) posa algún número positivo h, 
g; y además G'(x) =£0 para x £ [A; + co ).Si 

i: : JÍS '<*>= 0 y HmC<*)= 0 , 

§ r« 

mm, a»2 m = l , 

~~ C'(x) 

J-. & entonces 

■Ü 

G(x) 

Demostración. Primero demostraremos que si lim existe, entonces 

■flrr C(l/í) 

«T • Hm^ = lim 

■fe g *-«• C(l/t) 

if Sea ~ £uA) = y 4 = v ^ = 1/r ** = 0 y > 0 p ara * £ 

+ »). Si lim i/(í) existe, entonces por el teorema 13 de Ia Sec. 2.3 (genera¬ 
lizando), tendremos 

jim Í/[P(*)] - lim 0(1); 

K Iim £W = , im £(V f L (6) 

siempre y cuando el último limite exista. Demostraremos que este limite existe. 
Consideraremos la expresión - 77 - 7 - donde 
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Por la generalición dei teorema 13 de la Sec. 2.3 tenemos 

' lim F ( 7 ) = lim F(x) = 0 

r 

fe G ( T ) = ün, C( * ) -°- 

Entonces K y H son continuas en 0 y también en (0; l/h] ; por tanto son continuas 
en [0; 1/A]. Se deduce dei teorema 2 que si 



u m 


•-» // (é) 

entonces 

lim* (í) 

wo. tf (,) 

Ahora 



*-(«) =/*(») D,(i). *e(o;i). i 

•VaT 

y , 

H'{t) = C'<.)D,(±). *€(o;j). 

Entonces 3 §j 

k'( 0 ff'(o =c'(*)(—i-), Jg 

ÍÜ-Í&- •«(-{)• 1 

Por el teorema 13 de 1. Sec. 2.3, »i existe, entonces existe $ 

.y tiene el mismo valor. Pero por la hipótesis 


y por tanto 




u. H ' {1) 

—• H(t) 


Ya ‘>“ e §S = Sw ; ‘ €(0i+co) ’“ 5 

F(l/t) - lim K(t) ^ 
•-» Gll/t) H(t) 
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Combinando este resultado con ( 6 ) tendremda 

Wi. • lün^I = I. 

..Ejemplo 3. Encuentre lim tan - ^ / ^ -- . 

V : J ^ ( l/x) 


Solución. Sea 


Entonces 


f(*)=ianí y C(x) = i. 


lim F(x) = lim tan - = 0, 

»-**co ' x-**oo x 


lim C(x) — lim - = 0. 

s-*»w r—*ao x 


Si usamos cl teorema 8, obtenemos 

to -JM = U„ = lim sec» - = 1. 

#- (1/*) *** —l/x 3 * 

- : E1 teorema 9 es semejante ol teorema 8. 
j, ; Teorema 9. Scan las funciones 

p/; F=[(x,y)\y = F(x)) y C = {(*, y) | y = G{x)) 

derivables (y por tanto continuas ) en (—oo; A] para algún número negativo h 
y además G'(x) ^0 para x £ (—co ; A]. Si 

• lim F(x) = 0 y lim G(x) =0 




entonces 


C(x) 


taífeUr. 

—" C(*) 


La demostración dei teorema 9 es semejante a la dcl 8 . La dcmostración se 
deja al estudiante en el cjercicio 22 de esta sección. 


Ejemplo 4. Encuentre lim --— 

- e 1/z — 1 


Solución. Sea 


F(*)=i y C(*)=<P" — 1 . 


f 


) 
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Entonccs % 

lim F(x) = Iim i = 0, 

*-*-• ' ' *—-to * 


Ahora 


lim G(x) = lim (e 5 "— 1) = 0. 


ru)=— i y (?(*)=-!«■*. 


Al usar el teorema 9, obtenemos 
l/x 


Iim —= lini — Qf?). s -L 5L 
— «v»—x —- —(1/**) e i/r lim e>'* 

# • ■ W 


EJERCICIOS 


En cada uno dc los ejercicios dei 

L lim 2x + l = 2. 

*"***“ * 

*■ Jfe (? + y ) = 7- 


1 al 4 demuestre las igualdades dadas. 
2 - &(**-§) =*■ 


4 . lim —í— s 1. 
x + l 


En cada uno do los ejercicios dei 5 al 20 calcule los limites indicados. 


/ 

5. lim 2 *~ 5 . 

6. lim *’ + 4 . 

\ 

/ 

*-*“6 —5x* 

x - -*° X a — 9 

/ 

7. lim —-— . 

8. Um 12 *‘ + 7 . 


x 2 — 9 

*-»-■» x i _g 

) 

9. Iim aX + b . 

10. Hm 3x5 — 5x + 2 

) 

r —“ cx + d 

5x* + 7* -f 6 

f 

11. Um + fl ‘ . 

12. Um * t(3 *“ 2 > 

f 

^x» + 6 a 

f — (*—1)>(4 — 

) 

is. ta <*—!>•. 

14. Um ÍCP. 


15. Um 10 1 ". 

*-♦»« 

17. Hm arctan x. 

19. lim arctan - . 

21. Demuestre el teorema 7. 

13.3 Correspondlentes que 

Ahora consideraremos situaciones en 
infinito, cuando x tiende a a. 


16. lim arctan x . 


18. Iim arctan — . 
*** • * 


20. Um ■ . 

1_e ,/# 

22. Demuestre el teorema 9. 

tienden a infínito o menos infinito. 

Ias cu ales F(x) tiende a infinito o menos 
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En las definiciones (7), (8), (9) y (10) nos referiremos a la función 

§|: r = {(*.*) |y = /<*).* € X], 

y a un número real a, no necesariamente en el dominio X de F, pero con Ia pro- 
piedad de que cada intervalo abierto que contiene a a contiene números de X 
distintos de a. 

Décimos que F(x) tiende a + oo cuando x tiende a«,y cscribimos 

F (*)-» + co cuando x-+a, . (7) 

si para todo número real K (sin importar la magnitud) existe 8 > 0 con la pro¬ 
piedad dc que 

F(x) > K 

Bju toda x £ X que satisfaga 

0 < I*-< 3. 

' Ejemplo 1. Demuestre que -i- -» -f co cuando x -> 0. 

Sohición. Para demostrar esto debemos establecer el hecho de que dado K 
existe 8 > 0 con la propiedad de que (1/x*) > K si 0 < \x\ < 8. (1/**) > K 
»i y solo si |x| < (1/VS). Por tanto, dada K > 0, si cscogemos 8 = (1/Vx!) t se 
satisface que (l/x 3 ) > K cuando 0 < [*| < 8. 

Décimos que F{x) tiende a menos infinito cuando x tiende a a, y escri- 
bimos 

/•(*)-> — co cuando x —> a, (8) 

si para todo número K (sin importar lo pequeno *) existe 8 > 0 con la propiedad 
de que 

F{x) < K 

para toda x £ X que satisfaga 

0 < I* — o| < 8. 

Del mismo modo que en la Sec. 2.1, ahora consideraremos limites por Ia 
izquierda y derecha dc F(x), es decir consideraremos el comportamicnto de F(x) 
cuando x -* a* y cuando * o". 

• Décimos que F(x) tiende a infinito cuando x tiende a a por la derecha, 
para lo cual usaremos la notación 

F(x)-* + co cuando (9) 

si para todo número K existe 8 > 0 con la propiedad de que 

F(x) > K 

para toda x£ X que satisfaga 

a < x < a + 8. 

• En este capítulo usaremos la palabra "pequeno” cn el sentido algebraico, 
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Definiciones semejantea se pueden hacer para 

F{x)-+ + co cuando x cr, 

F(x)-> — « cuando x -* a*, 

F(x)-> — co cuando x ar. 

Si F(x) = - 7 —* entonces F(x)-* + co cuando x -> 3. 


entonces lim F{x) no existe y ni 


cuando x —►—2. Sin em' 
cuando * —* — 2 *. 


cuando x—>a 


cuando x—*&* 


- - 1 ■ T--- -»—oo cuando x—>a~. 

(x — a)»-' 

Si p y q son enteros positivos y si p cs par y q impar, entonces 
-—— 1 —oo cuando x-»a. 


si p es impar y q impar, entonces 


-» + co cuando x —» a* 


v -——- -> — co cuando * —> a". (16) 

7 (x— a) p/ * 

Las siguientes 5 proposiciones son de uso frecuente y las establecemos sin 
demostración. 

tan x -> + co cuando * — , 


oo cuando x -> 


In x —> + oo cuando x —> + co 
e* -* + co cuando x —* + <o, 
e" -> 0 cuando x —► — co. 
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KSi' '.v.‘ 

f 1 :' --; Teorema 10. Sean F y G funciones con domínios D x y D t respectivamente, 
py sca a un número con la propiedad de quê todo intervalo abierto que contenga a I 

S a, conlenga números distintos de a en D x H D t . Si lim F(x) = byG(x) -> + oo 
jçuando x -> a, entonces 

[#■(«) + C(*)J -+ + « 

pí-;í{ii) [/'(x)C(x)] -* + co cuando x -* a si ò > 0 ; 

Jj||-víjf.(üi) [/'(xJCÍx)] —►—c» cuando x-> a si b < 0; 

Demostración. (i) Para demostrar cl teorema necesitamos hacer ver, que 
l para todo número K (sin importar que tan grande) existe 8 > 0 con la propiedad 
5; de que 

[F{x) + G(x)] > K cuando 0 < |x — a\ < 8 . 

|;Ya que lim F{x) = 6 , para toda « > 0 existe 8 X > 0 tal que 

\F(x) —b| < « cuando 0 < |x — a| < 8 la 
5$ Además, si G (x) -» + oc cuando x a, dado K x existe 8 2 > 0 tal que 


cuando x -> o 


G(x) > /k X cuando 0 < |x — a| < 8 3 . 

Sea 8 el menor de 8 X y í,. Entonces Jas desigualdades 

te/-. P(x) >6 —e y C(x) > Kx 

se satisfacen si 0 < |x — a\ < 5. En consecuencia 

l, i. E(x) + £(*) > b — t + K x cuando 0 < |x — a\ < 8 . 

El teorema 10(i) queda demostrado ya que K x es arbitrariamente grande ■ 

g ■ Las deraostraciones de las parles (ii), (iii) y (iv) son scmejantea a la de la 
parte (i). Eataa demostraciones se dejan al estudiante en los ejercicios 35, 36 y 
37 de esta sección. 

-/. : | El teorema 11 es semejante al teorema 10. 


?■ Teorema 11. Sean F y G funciones y sea a un número con la propiedad 
descrita en el teorema 10. Si lim F(x) =6 y G{x) ->— co cuando x a, en- 

■Pf/fi.--- 

t&lonces 

— co cuando x -* a; 
oo cuando x-*a si b > 0 ; 
co cuando x-*a si 6 < 0 ; 


(i) [F(x) +G(x)] 

(ii) [F(x)Cix)]-> 

(iii) [F(x)G(x)] 


) 
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La deraostración dei teorema 11 no se da aqui por ser muy similar a la dei 10. | 

Teorema 12 . Si F y G son funciones ides que F(x) -> + co cuando x-*a J 
7 G(x) + co cuando x —► a, enlonces 

(i) [/(*) + G(*)] -» + co cuando x -* a. -M 

(ü) [/(x)G(x)] -» + co cuando x -» a. 

. 

y 

Teorema 13 . Si F y G son funciones tdes que F(x) co cuando x-*aj 
y G{x) -*— co cuando x—> a, enlonces 

(i) [/(*) + C(x)] ->—oo cuando x -» a. 

(ii) [/(a:) G (*)]-*+ «> cuando x -» a. 

Las demostraciones de los teoremas 12 y 13 se dejan al estudiante en los | 
ejercicios 38 y 39 de esta sección. 

Teorema 14 . Si F y G son funciones tales que F (x) -» -f « cuando x-*a J 
y G{x) — oo cuando x-+o, enlonces 

[F(x)G(x)] ->—co cuando x-+a. 

Demostración. Para demostrar este teorema necesitamos hacer ver que, dado K | 
(sin importar lo pequefio) existe 8 > 0 tal que ^ 

[F(x)C(x)]<K si 0 < |x—a| < 8. 

Ya que F(x) -*+00 cuando x-*a, dada K, (sin importar su magnitud) existe 
8 t > 0 tal que 

P(x) > K x si 0 < \x — a\ < 81. 

Además, ya qoe G(x) -*— 00 cuando z-»a, dada K t (sin importar lo pequeno) J 
existe 82 > 0 tal que 

G(x)<K, si 0<|x — «|<a*. 

Sin perder generalidad podemos suponer que F(x) > 0, G{x) < 0, > 0 ,y j 

K t < 0. Se deduce que 

F{x)K t <KJL t si 0<|x — «|<«i, 

y en conaccuencia * jfeáS 

F(x)C(x) < K t K % si 0 < \x—a\ < 8 X y 0 < \x — a\ < 8 a . ;V/| 

Sea 8 cl mínimo de 8 X y 8,. Entonces 

F(x)G(x) <K l K a si 0 < I* — a| < 8. 

Ya que K t puede ser arbitrariamente pequena (y por Unto negativa) y K t puede | 
ser arbitrariamente grande (y por tanto positiva), entonces puede ser arbi- | 

trariamente pequefía. Con esto el teorema queda demostrado. ■ 1 


} 
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notar que si 


F(x)-* + co cuando x—* a 


G(x) -* — co cuando x —» o, 

nada se ha afirmado respecto al comportamiento de [/"(*) + G{x )] cuando 
x-*a. Lo raisrao si 

F{x) —* + co cuando x—>a 


C(x) -» + 00 cuando x->a, 

nada se afirma acerca dei comportamiento de F(x)/G[x) cuando x-*a. 

Finalmentc consideraremos las situaciones en las que F{x) tiende a infinito 
0 tiende a menos infinito, cuando x —* ■+■ 00 6 cuando x -+ — 00. Décimos que 
F(x) tiende a infinito cuando x tiende a infinito, para lo cual se usa la notación 

F{x) -* + co cuando x-> + 00, (17) 

si para todo número K cxislc un número k con la propiedad de que F(x) > K 
ú x> k. 

Esta definición sugiere la forma en que se definen las proposiciones 
F{x) -* + co cuando x -► — co, 

F(x )-+—co cuando x —> -f co, (18) 

F(x) —* — 00 cuando x —* — 00. 

Algunos autores simbolizan (7) (Ia proposición de que F{x) -* + co cunndo 
x -* a) con la notación 

lim F(x) = + co 

y expresan (8), (9), (10), (17) y (18) en forma semejante, hablando de “limi¬ 
tes infinitos” cuando sc refieren a estos Hmitcs. Sin embargo, nosotros no usa¬ 
remos esta terminologia. 

Ejemplo 2. Demuestre que x*-+ 4- 00 cuando x—> + co. 

Solución. Para demostrar esto, necesitamos estublccer «1 hecho de que para 
cualquíer número K (sin importar su magnitud) existe k > 0 tal que x 3 > K~t\ 
x > k. x 3 > K si y sólo si x > ^TK. Por tanto, para cualquier K > 0, si escoge- 
mós k = vemos que x* > K cuando x > k. 

Algunas veces encontraremos que es conveniente usar la notación 

l«*)|-> + 03 cuando x —> a 

para representar 

F(x) -* + co cuando x-*a . 

0 también /*(*)—►— 00 cuando x—»a. 

. En forma similar, usaremos la notación 

|T(*)|-» + oo, cuando x-> + 00 (o cuando x -> —00), 
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para representar- 

/T(x) cuando a -> + co (o cuando a -+ — «>), 

/(*) cuando a-*■+«> (o cuando *-*—«). 

Cuando .-.a» rcempla*. por * -* + ~ 6 * -* - « « los «coremas 10, 
11, 12, 13 y 14, los teoremas que se obtienen son valido». 

Los teoremas 15, 16 y 17 dcscriben el comportamienlo de ^ para el c«o 
de que |F(«)|-* + os Y |C(*)l -* + oo cuando *-*«. ó cuando *-» + «, 6 j 
cuando x—> — oo. *|j 

Teorema 15. Sean F y C funciones que satisfagan U hipótesis dei teorema i 
4 si + « cuando x -> c y |C(*)|-» + » cuando *-*«, J » 

fcSg- 1 - | 


entonccs 


b m m =L . 

•— C(x) 


Teorema 16. Sean F y G funciones que satisfagan Io hipótesi, dei teorema 
8 . Si |F(x)| -» + « cuando * - + « y |C(*)|-* + • cuando x -♦ + « 7 | 


cnlonces 


v FM-r 


B mg\ = L- 
'-•* G(x) 


Teorema 17. Se an FyG funciones que satisfagan la hipótesis dei teorema, 
9 Si |F(*)| -> + « cuando *-* — cu y |G(*)| -» + « cuando x-*—co,y » 

*S 8 -‘ i 

entonccs . 

ii»M=i. 1 

•—* G(a) , . 

No demostraremos los teoremas 15, 16 y 17. Las demostraciones se pueden 
encontrar en libros. de cálculo avanzado." Jj 

Ejemplo 8. Calcule Jirn . -jM 

Solución. Sca FU) = ln* y C(*> = V5; entonccs /*(*) = 1/* y <?(*)* 
1 /( 2 V*). Ya que F(*) -» + « cuando *-* + eo y C(*) -* + « CTÍn | 

•Por ejemplo, ve* J. M* H. Olmsted. Intermediou Anolysis, Appl^on-Cenmry.CrofU 
New York. 1956, p. .118. -1? 
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*-+ + eo , usamos el teorema 16, y obtenemos 

Um $£ = lim -bV = lim - 

*-' 0, Vx *-+"'l/[2Vx) *-♦» > 

3 ot ei teorema 6, lim —i 


0. Por tanto 


~ Ejemplo 4. Calcule lim ( —x ln a). 

Solución. Observe que —lna-> + oo cuando *-» 0* y *-»0 cuando 
* -4 0\ Ninguno dc los teoremas de esta sccción sc puede aplicar dircctamente 
aqui. Sin embargo, escribimos 

K&Syfr ‘ , —ln * 

•* i -* 1,1 X = -T7- 

kgl- v* 

J$? ■'?(*) =—ln x y C(x) = l/a. Entonces F(x) -*+00 cuando x -» 0* y 
/C(*) -»■+ 00 cuando *->0\ Aqui .F(a) = —(l/s) y (?(*) = — (!/*•). Al 
usar el teorema 15, tenemos 


Ejemplo 5. Calcule lira (scca— lana) 


Solución. Observe que scca -* + » cuando * y tan a -» + co cuando 

Z 

y • C° mo cn el ejemplo 4, ninguno de los teoremas de esta sección sc aplica 
lírectamente. Sin embargo, si escribimos 


$. m: - sec a ■— tan a = —-*, t 

cosa cosa cosa 

haccmos >’(*) =1— sen a y 0 { a) =cosa, entonces T(a) 
*) = — 5<*n a. Podemos usar el teorema 2 para obtener 

t .i*!=£ = B,, =se* =ft 

*• cosa .• —sen a 

*-7 

or lanlo 

lim (sec x — !au x) = 0. 


v EJEECICIOS 

Ciiáles dc los limites indicados cn los ejcrcicios dcl 1 nl 4 existen y cuálcs 
lustifique su respuesta. Si el limite existe, calcúlelo. 
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1. lim . 

*-*-x 4 

3. li» *±2£ . 


2. lim —i— 

(x + l) 3 

4. lim --- 

*—•» (x + l) 3 


4 (x + IJ* 

En cada uno de los ejercicios dei 5 al 10 justifique la proposición dada. 

5. Si F(x) = * entonces F(x) -> + co cuando x -* 3. 

6. Si F(x) = 4 + -i- , cntonces F(x) -> + c© cuando x -> 0. 

7. Si F{x ) = entonces F(x) -* + co cuando * -> 0. 

8. Si /(x) = x 4 , entonces F(x) -> + co cuando * -» + oo. 

a 

9. Si F(x) = ^-- , entonces F(x) -> — oc cuando x —* 2'. 

10. Si F(x) = ■s—— , cntoncca F(x) -» + oo cuando x -► 2”. 

2 — x 

En cada uno de los ejercicios dei 11 al 30 calcule cl limite indicado 

U-ÃS. V- 12 - JS*. 7 ■ | 

» - . .. c* + 1 


II ln* 

11. lun -. 

« x 

* X 2 

13. lira — . 

gU 

15. lira (1 —c*")3x. 

X a + X- 1 

17. lim -—— • 

e* + e-» 


14. lira 


c- —1 

16. Br, («ta»!). 

18. lin, 

'-*** ln x 


19. 

lim 

*-.0 

(x s CSC x cot X) . 

20. 

lim 

21. 

.'i?. 

ln sen x 

ln tan x 

22. 

ii. 1 ?. 

23. 

lim 

lnx 

24. 

lim 


• -•Ot 

cotx 


ir 

25. 

lim 

ln (1 — x) 

26. 

lim 



cot ttX 


w* 

«-»— 

27. 

lim 

r^Q« 

(cot,—!). 

28. 

lim 

r->o 



í X 1 \ 

30. 

lim 

29. 

lim 



»* 

r-.l 

\x —1 ln x) 


*"*7 

Si 

en cl 

teorema 15 sustituimos 

la hipóteais 

lim - 

«.'-4 a 


uí ■ 

»* tan x 

T 

tan x 


C'(*) 


= L por 


r(x) 

CM, 
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+ co cuando x —* o, y reemplazaraos la conclusión lim - = L por 

"** G(x) . C(x) 

+ co cuando x -»o, entonces el teorema que se obtiene (teorema 15') es 
válido. Adaptaciones semejantes de los teoremas 16 y 17 nos dan los teoremas 
17* 


31. Use cl teorema 15' para demostrar que 


-» + co cuando x 



32. Demucstre que — - > + co cuando x+ co. 

x + ln x 

■| 33. Deraueatre que -» — oo cuando x -* 0\ 

zF 34. Demuestre que ^ -» + co cuando x -> + co. 

p 35. Demuestre cl teorema 10 (il). 

| 36. Demuestre cl teorema 10(iii). 
j 87. Demuestre cl teorema 10(iv). 

‘ 88. Demuestre cl teorema 12. 
p 89. Demuestre el teorema 13. 

13.4 Asíntotas. Supongamos que la función F = {(x, j) | y = F(x), 
'.x £ D) tiene la gráfica G. Si 

lira F(x ) = 6 ó lim F(x) = b 

■í%.:.vV *-.*« V ' Z-.-M ' 7 

entonces la línea con ecuación y = b es una asíntota horizontal de G. 

Por ejemplo, Ia línea con ecuación y = 0 (el eje x) es una asíntota horizontal 

de la grafica de y = e~* (Vea Fig. 6.18), ya que lim e"* : = lim -i- = 0. La 
línea con ecuación y = 2 es ima asíntota horizontal dç la hipérbola con ecuación 


= 2 + i , ya que Um ^ 2 +Í)= Um (2 + !) = 2. 


• Ejemplo 1. Investigue la gráfica G de 


7 = FM = 


X 3 —1 

x» + 1 ' V 


construyo esta gráfica. Identifique las asíntotas horizontales. 

;i Solución. Observe que —1 < * <1, y entonces —1 ^ y < 1 para 

£ Rc. Por tanto, G está entre las líneas con ccunciones y = 1 y y = — 1. 

• Observe que 

i> Hm^=liml=Í^L=l 

ÍÊêí ~~ X a +.1 ~~ 1 + (l/x*) 


• Vca la* demoslracionca de catos teoremaa en fnternediaie Analjus de Olmsted, p. 118. 
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y además 

(ll) 1 
Del caso (i) 6 (ii) concluímos que la gráfica de y = 1 cs una asíntota honiool 




Fie. is-i 

Encontram» que ^ _ 4(1-W) 

r( *> = dx» + TF y r( * )_ (** + i)* ’ | 

al urar estos «soltados vem» que F(0) = —1 es un valor mínimo relativo . 

FM, y que My , - 1 -) y(—VI > ~f) *>" P m, “ do in£le5d6n de C ‘ E 

gráfica aparece en la Fig. 13.1, la asíntota horizontal se indica con la lir 
punteada. 

La línea con ecuación * = o eauna asíntota vertical de la gráfica de 
de la función F cuando se verifica uno dc los siguientes casos: 

(i) F(*)-> + to cuando x-* cf\ 

(ii) F(*)-*—oo cuando x-*<f \ 

(iii) /*(*)—> + oo cuando x-*a\ 

(iv) /■(*)-* — co cuando x-*ar. 


m 


m 




Lslá claro que si la línca con ccuación * = a es una asíntota vertical dc la gr 
de una función F t entonces F es discontinua en a. 


Sí f = j(*,y) | y = » donde r liene ,a íorma P q • p allcl ° ***' 

tivo, q entero positivo impar y H(a) #0, entonces Ia línea con ccuación * 


Çjg 


ASINTOTAS/709 . 


( 



una asíntota vertical de la gráfica de F si H es continua en a. Eato se deduce 
(14) f (15), (16) y de los teoremas 10(ii) y ll(ii). 

Ejemplo 2. Investigue la gráfica 


y trace esta gráfica. Identifique todas las asíntotas horizoutales y verticales. 
Sducióru Observe que 


gpf*. Flç. 13.2 

I)e (i) ó (ii) concluímos que el eje x es una asíntota horizontal 


-,;5eoí/(x) — x y V(x) — ^ ^ entonces F(x) = U(x)V(x). OJwerve que 

‘ “ ííj?* * y + co i cuando x-*l*.: . . 

f Unto, por el teorema 10(ii) 


—* + co cuando x -» 1 


'En forma similar demostramos 


co cuando x -»1 


“> + co cuando x —> —1* 


co cuando x -* —1 


( 
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De (iii) ó (iv) concluímos que la gráfica de * = 1 es una asíntota vertical 
de C, y do (y) ó (vi) concluímos que la gráfica de * - —1 cs una osinloU 
vertical de C. í'4 



Para F{x) = 


x* — l * 


encontramos que 


x’ + l .. ^ + 

n*) = — tf—i p y F (x) ' (**—W* • 

Vemos que F («) no tiene valor máximo relativo ni valor mínimo relativo. H 
único punto de inflexiún de G es (0.0). U gráfica se mues.ra en la F.g. LU. 
las asintotas verticales se indican con Kneas punteadas. 

EJERCICIOS 



1. Sca y = F (x) = • ll 

(o) Demuestre para la gráfica dc F W mteraecU al eÍC J.?J * 

cie y cn — la gráfica de y = —1 «* asíntota horizontal, las grafica» » 
x = —2 y x = 2 son asintotas verticales. . 

6X »/i » _ o to* T 

(t) Demuestrc que (x) = ^J * W — "(** — 4) 3 

(c) Demuestre que F(0) = —1 <s «d único valor mínimo relaüvo de F(*) 
y que F(x) no tiene un valor máximo relativo. Demuestre que la gráf CA v^| 

tiene puntos de mflexión. , . . « v 

(d) Construya la gráfica de F, e indique las as.ntotas bonzontales y vem-? 

cales con líneas ponteadas._ ;> « 

2. Sea y = FM = ln V*’ — 4. 

(а) Demuestre que la gráfica de F intereecta al eje * en V5 y V ,.jJ Bj 

„o interi,a .“ejc y; que 1« grifica. de * = -2 y * = 2 son as.nto.as ver..cal«, ; 
y que no hay asíntota horizontal. 4 + *« 

(б) Demuestre que F{x) = ? F "^ ~ (x* — 4) 2 ' 

(e) Demuestre que F(x) no tiene valor máximo relativo ni valor mínimo, 

relativo. Demuestre que la gráfica de F no tiene puntos de mflexton. J 

(d) Construya la gráfica de F e indique por medio de lmeas punteadas 
las asintotas verticales. , Jsl 

En cada uno de los ejercicios dei 3 al 12 investigue la gráfica de Ui tacifc 
descrita, y conatrúyala. Identifique todas las asintotas horuontales y verticales. 


3 - F( ‘ s '> ~ (* + 1)’ ' 

5- F (*) = (*_l)(* + 3j 

x 1 — 4 • 

9- FM = fcf • 


4. FM = 
e. FM = 
8 . FM = 
10 . FM = 


X —»1 jl 

(* + l)»(* —2) 

X + 1 


(* — !)(* — 3) 
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n. F(*)=^ rT . 12. ?M=-^ 

' t Sx Jüü — ("IX + b) J = 0 ó sijim [F(x) —- (mx + 6)] = 0, enton- 

ccs Ia línea con ecuaciôn y = mx + 6 cs una asíntota dc la gráfica de la función F. 
Use este resultado cn los ejercicios 13 y 14. 

' % 13. Si F(x) = * + e*, demuestre que la línea con ecuaciôn y = x es una 
asíntota de la gráfica de F. Construya esta gráfica e indique la asíntota. 

14. Si F{x) =-—- , demuestre que las líneas con ecuacioncs 

y = 2x 4- 5 y x = 1 son asintotas de la gráfica de F. Construya la gráfica de F 
y las gráficas de las asintotas. 

Suçerencia. Escriba F(x) = 2x + 5 H-r . 


13.5 lntegrales generalizadas. Para una función /' cuyo dominio con- 
tiene al intervalo cerrado [u; 6], hemos definido (Scc. 5.4) la integral definida 
de F en [a; 6]. *• 


Si la función F cs continua en [i; 6] para cada / < 6. y si { liin ) t F(x). ix 
existe, designaremos a este limite como la integral generalizada de F en 
(—co; 6] y la representaremos por [ F{x) dx: 
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Si F es continua en todo intervalo finito y si ambas intc 

f F(x) dx c f * F(x) dx existen, *u suma se llama integra 

F en Re, y te presenta por 1 F(x) dx: 


FM ** =jsa. i>> dx + «ü*?-1. F{x)dx - 

Ejempío 1. Calcule j‘“ ~ , ô demucslre que está indefinida. 
Soluciin. Observe que si F(x) = i , entonces F es continua en 


Ahora 


Por tanto T 


indefinida 


Ejemplo 2. Calcule j 


entonces F es continua en e 


Solnción. Observe que 


cuando + =o, entonces 


está definida 
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or la gráfica de F, por la izquierda por la gráfica do * = 2, a la derecha por la 
[íáfica de x = /, c inferiormente por cl eje x, y ya que hemos encontrado que 


tenemos que 


Pi En el ejemplo 2, F{x) = —. Observe que F(x) -* + oo cuando x-* 0\ 
entonces el eje y es una asíntota vertical. También, lim F(x) =0, y en con- 
Kcuencia cl eje x es una asíntota horizontal. La gTáfica do F se muestra en la 
pjíg. 13.4. Aquí i —jjz es el área A de la región limitada superiormente por 

|â gráfica de F, a la izquierda por la gráfica de x = 1, a la derecha por la grá¬ 
fica de x — t, c inferiormente por el eje x. Sin embargo, en contraste con el 
'ejemplo 1, f lim A no existe, más bien A -* -f co cuando t -* + oo. Esto ea, en 

‘ este caso el área A tiende a infinito cuando t tiende a infinito. 


Ejemplo 3. Calcule j 


6 demuestre 


indefinida 


■ ' SoUición. Observe que si F{x) 
quier intervalo finito cerrado es 


entonces F es continua en cual 


arctan * 


orctan £j, 


rctan í,) = -—lim arctan 


lim arctan t- 


Por tanto, por (21) 


^, Sea F una función que cs continua en todo intervalo [o; í] donde a < t < 6. 
Si |^(x) i -> + oo cuando * -> 6' y si Jiry dx existe, designaremos a este 
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ráfica de F 


v, 
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Sea F una función continua cn todo intervalo [í; b] donde a < l < 6. Si 

f 6 

|F(x)l -» -f- 00 cuando x-**' y si^lira j ( F(x) existe, designaremos a este limite 


como la integral generalizada de F en [o; b] y la representaremos por 
*F(x) dx: 


$t||; J FM dx = Um j F(*) rfx. 123) 

Supongamos que c es un número tal que a < c < 6 y |F(x) | —► 4- oo cuando 
x-+c. Si las integrales generalizadas j F[x) dx e ( F(x) dx existen, entonces 
sa suma sc llama integral generalizada de F en [a; 6] y se representa por 
J/M dx: 

|/(*) dx = J7(#) dx + j 7(») dx, 

6 ; 

f F[x) dx = lim f F(x) dx + lim f F(x) dx. (24) 

J a *1-»C- J o ****** J ^ 

Note que en (22), (23) y (24) el símbolo 1 F{x) dx se usa para la integral 

generalizada de cada uno de los tres casos; aunque esté el mismo símbolo que 
usamos para la integral definida introdncida en la Sec. 5.4, las integrales definidas 
en (22), (23) y (24) son diferentes de U integral definida de la Sec. S.4. Sin 

embargo cuando encontremos el símbolo 1 F{x) dx> para a» b y F dados, detere¬ 
mos examinar el comporramiento de F{x) en [a; 6]. Si + oo cuando 

x-> a* ó cuando x -> 6", ó cuando x -* c para cÇ (a; f»), entonces debemos usar 

una de las definiciones (22), - (23) ó (24) para determinar si j F(x) dx tienc 
un valor. 


• Ejemplo 4. Calcule 


r 1 -* 


o demuestre que es indefinido. 


Solución. Sea F(x) = : Note que F es continua en (0; 1) y que 

F(*)-> + co cuando x —> 1“. Adem ás note que 

Í t r* dx 1* 

F(x) dx = l j- -- = aresen* = aresen t, t £ [0; 1). 

o VI — x- Jo 


Ahora bien 


iim aresen C = - : 

«-i- 2 







ados dc los ejemplo» 
puede dar interpre- 
rica. En cl ejemplo 
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Por tanto 

f 1 dx _ rr 

K VI— ”2 ' 

Ejemplo 5. Calcule * ó dcmucstre que es indefinida. 

Solución. Sca F(x) = —i—y . Observe que F es continua eiv [0; 1), 
que F{x) -► + co cuando x 1", y que además 

Pero [y 37“' 1 ] “* + 00 cuand ° HSÍ que fe?- i 0 (i-^ ~ = 

1-y — ljno existe, c ^ ^ ^ X { T n0 definida. v 

A los resultados 
•l y 5 se les 
tación 

*. FM = vl JT x 7 ■ 0baerve 

que F(x) —» + oo cuando 
cntonces la línea con ecuación 
x = 1 es una asíntota vertical. La 
gráfica de 

r =Hl’=7T=d . 

para * Ç [0; 1). 

se muestra en la Fig. 13.5. Como 
j F(x) dx = aresen t es el área A 

de la región limitada superiormen- 
te por la gráfica de F, por la it- | 
quierda por cl eje y t por Ia dc- - 
recha por la gráfica de x = /, e ; 

inferiorraente por el eje x . y ya que encontramos que lim_ (aresen t) = -/2, 
tenemos fim_ A = v/2. 

En el ejemplo 5, F{x) = -y* : Observe que F{x) + oo cuando || 

x _► l". así que la gráfica de x = 1 es una asíntota vertical. La gráfica de 
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1 * dx 


x muestra en la Fig. 13.6. En este caso j ^ j" ® rea ** e ^ re 8^ n 

tada superiormente por la gráfica de F, por Ia izquierda por el eje y, por la derecho 


Fir. 18.6 




por la gráfica de x = í, e inferiormente por el eje x. Sin embargo, en contraste 
al ejemplo 4, lim A no existe aqui; mis bien A —* + co cuando í -* 1“: Esto 
es, en este caso el área A tiende a infinito cuando t tienda a 1 por la izquierda. 

Ejemplo 6. Calcule j — ^^ 77 » » 0 demuestre que no está defibida. 

Solución. Observamos que si F(x) = ; cntonces F es discontinua 

en 3 y F[x)-> + co cuando x-> 3; además 

l = 3(»~3)^]'‘ = 30,-3)-/» 4- 3, í. € <2; 3); 

V j‘__^ p _ = 3(*-3) 1 /*]‘ =3-3«..-3)V>, feÇ (3;4). 

; Vemos que 

feC(dÍFr=& íí( ‘- !>u, + 31 = ! 

. ' 
r 4 ’ dx 
Jf. (* —S)V 


lim 

S r-*S» 


para 


* 6 [0; 1) 


= Hm [3-3) V] =3. 






que es indefinida. 


r*~ 

1. 1 c - * dx. 

2. 

a. ri. 

J. X 

4. 
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Por tanto, por (24) tenemos 

í; T t^= 3+3 = 6 ' - 

EJERG1GIOS 

i 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 24 calcule la integral dada, o demuestre 
que es indefinida. 

r“* _ . « f*” xdx 


4. í c u dx. 

o. 

«• tó- 

i°. 

í:> 

i4. 

16. \\nxdx. 

J o 

! */* . . 

tan d 
o 

20 - i, 7 ■ 

22. f-* . 

V2 + x 

24. 


5. J c 1 tf*. 

’• ÍFT^Tã- 

!.$• 

“• rj- 

13 ‘ Cg-i p»* 

is. 

r * . 

J-*,* 3 — a* 

19 . (■*£_. 
Va a —x 2 

r 1 xdx 

21 ' L (3 + **)*^ ’ 

2S - í, (2 —*)■/» •' 


25. Dé una interpretación geométrica dei resultado dei ejeniplo 3. 

26. Dé una interpretación geométrica dei resultado dei ejeraplo 6. 

27. Demuestre que cada una de las siguientes expresiones es indefinida 

! »« r ♦*> 

cos xdx, J cos x dx, e J ^cos xdx. 

28. Dc una interpretación geométrica dei resultado dei ejercicio 11. 

29. Encuentre ir [ ~ y relaciónelo con el voluracn dc una superficie de 

lt x 

revolución. 

30. Calcule ( -f — si está definida. Si esta expresión tiene un valor, 
J xr + ar * 

. asócielo con el área limitada auperiormente por la gráfica de y = a*/(* 2 + a 3 ). 


) 
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. 31. Demuestre que la expresión f ——rr- . donde a < b, tiene un valor 

' - a l*-O'*-* 

para. A: < 1 y es indefinida para k > 1. ... . 

? r *® 

■ 82. Demuestre que 1 x : c~* dx — 2. 

Jo 

,..33. (fl) Encuentre una expresión para el área A (cn función dc l) de la 
región R limitada superiormente por la gráfica de y = 1/x, por ln izquierda por 
la 'gráfica dc x = 1, por la derecha por ía gráfica dc x = t í t > 1) e inferior- 
mente por el eje x. 

(6) i Existe lirn^ A ? Si existe, ^cuál cs su valor? 

: ; (c) Encuentre una expresión para el volumen V (en términos dc /) dei sólido 
generado al girar la región R dc (a) alrededor dei eje x. 

‘ $' (d) ^Existe lim V? Si existe, ;cuál es su valor? 

uf. t*í V 1 •• 

34. (a) Encuentre una expresión para el área A de la región R limitada 
superiormente por la gráfica dc y = e - *, por la izquierda por el eje y, por ln 
' derecha por la gráfica dc x = t, c inferiormente por cl eje x. 
v X (b) i Existe ( lim A? Si existe, ^cuál cs au valor? 

(c) Encuentre una expresión para cl volumen V dcl sólido generado ol girar 
la región R dc (a) alrededor dei eje x. 

5 (d) £ Existe lira V? Si existe, £cuál es su valor? 


r *« 1 

| 35. Demuestre que ] dx = - donde a > 0. 

' 86. Demuestre que f - ^ X - ■■■. ■. . 

èm- j. x*Vx> — a? a- 


86. Demuestre que f - ,^ X - ... . . =-i . 

m-.% J. x*Vx> — a? a? 

; 37. Use coordenadas rcctangulares para encontrar lo longitud total dc ln 
curva con ccuación x z/t + >“ /s = a a/J . 

Í %-P:^Sugerencia: La parte de esta curva C que está en el primero y segundo 
cuandrantes tiene una gráfica semejante a la gráfica de la Fig. 8.39. La longitud 
total de C cs cuatro veces la longitud L dei arco en el primer cuadrante, donde 

% = a y,% j x"* f *dx. Note que esta integral es una integral generalizada en [O;**]. 
■Por tanto L = a } J3 lim j ^ aT 17 * dx. 

! 38. Encuentre el centroide de la curva que es la gráfica de {(x,y), | x 7,i + 

f» = a 3/ \ 0 < * < o). . 

39. Demuestre el aiguiente teorema: Sea F una función que e» continua en 
todo intervalo [a; t] donde a < t < b, y supongamos que |F(x)| —» + oo cuando 
6". Si existe una función G con las propiedades de que (i) G’(x) = F(x) 
para *€[«; b) y (ii) G es continua en \a; 6], entonces la integral generalizada 

J ‘F(x) dx de F cn [a; 6] existe c 


jV(») dx = G{b) —G{a). 


AO. Use el te orema dei cjercicio 39 para encontrar lo longitud dc la gráfica 
de y = Vl6 —x a , * Ç [—4; 4]. 
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r. n Ia lección anterior ri concepto <jc „„ P ,eecl6n discutirem* | 


cn cl cspocio-2. 


Paro discutir esta gencralizoción cs úliii 
definir cierto tipo de curvas. 

La gráfica dei sistema 

x= U(i). y =K(f) . * € [*»***!• 

donde l ;/ y V son continuas cn [V, y | 
[(/'(*)]* + \V'{t)V*0 para <€ [*i. fci| 
« llama arco regular con la representa- 
ción paramétrica anterior, cntonces cn cu* 
quicr punto dc C x existen una (o ambas) , 
de las derivadas 


tf) 


Fiç. 13.7 


°'? = Tnrj- <J ' 

D “* = pS = QÁn : 

Por tanto, hay una línea tangente a C\ 
cada uno de sus puntos (Sec. 8.2). 

muevc sobre \in arco regular Cu la tangente i P B - rf e 

3=^EFB:iz=.í 

on cad» punto oxcepto cu P, (donde se unen C, > Cri * d 

y Cj) T en l>< (donde se unen C, y (*>)■ 


\ Sea P = {(*, y; z) | z = P(x f y)} una funeión * de dos variables indepen- 
dientes cuyo domínio contiene una región cerrada R, y sea C una curva continua 
rectificable en R para la cual 

x = U(t), i = V(t), «£[*,!<,], ( 25 ) 

• es una representacíón paramétrica. Los puntos de C eatán ordenados, A[U{t\), 
V[t x )] el primero y B[£/(ía), P(t*)] «1 último. Sea 

f| {4x(*i. y»), A t (xt,yt)t • • •,^i-i(«K*.y«-»). -4*(*<.r»). (*■-»• y»-»)} 

un conjunto de n — 1 puntos de C ordenados entre A y B como se muestra en la 
Fig. 13.8, con esto la curva C queda ^dividida en n subeurvas a las que designa 


Flg. 13.3 

• El «tudiante «lebe tener presente que en esta sección y en la siguiente usamos P(x,y) 
para representar la correspondicnte de tx.y) bajo la lunciòn P, y Qix,j) para representar 
I la correspondíente de (x,y) bajo la función Q. Estr> contrasta con la repreaentación usual de 
..puntos con la notaciòn P(x,y) y <j{x,y). 
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remos por C X ,C 2 , — , C t , ••• , C». Seieccioneraos un punto de cada subcurva y síí. 
Ai(xi\yi) cl punto seleccionado en la subcurva C*. Hagamos x 0 = U(t x ), y* =. 
VM,Xy> = U{tt) t y n = VM,£iXt = x i — x i - x y Ay* = y* — y 4 . lf y formemos 
las sumas 


IPWr.') a». 


4-X 




(26) 


(27)' 


i-i 


Supongamos que existen números /, e I v con la propiedad de que dado 
e > 0 existe un número 3 > 0 tal que 


ZP(xi\Yi') 

4-1 


Ays — h 

4-1 


<« 


< e 


para todas las subdivisiones de C y para todas las selecciones de puntos (xi,y\) 
que satisíagan la condición de que la longitud máxima de la subcurva de C s« 
menor que 8. Enfonces : 33- 

/» es la integral curvilínea de P{x, y) con respecto a * sobro la curva Cf 
de A a D. 

I , es la integral curvilínea de P{x> y) con respecto a y sobre la curva C 
de A a B. 

Si la integral / r existe, la representaremos por 

a.m 

ts Ur)* 

y análogamente si la integral I 9 existe, la representaremos por 

/» = J o ^(*.y) « 

El teorema 18, que se establece sin demostración, es un teorema básico sobre* 
la existência de integrales curvilíneas. 

:Vj 

Teorema 18. Si C es una curva regular ys£/ , = {(x,y;*)|x = P(x t y)),j 
cs una Junción que es continua en alguna región cerrada R que contenda a C, 
entonces las integrales curvilíneos 


1 

I 
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- Teorema 19. Si C es un segmento de línea paralelo al eje y, entonces 
P{x,y)dx = 0. 

Teorema 20. Si C es un segmento de línea paralelo al eje x, entonces 
P{x,y)dy = 0. 


m 


Teorema 21. Si ( P(.x t y) dx e \ P(x t y) dy existen, 
Jff * 

|| ; -V | o P (*, y) dx = — P {Xy y) dx 


entonces 


r. 


A.D 


P(x,y)dy= — [ P{x t y)dy. 

O J 0 

El teorema 22, que se establece sin demostración, es útil para el cálculo de 
£ integrales curvilíneas. 

J: Teorema 22. Sea P = {(%,y; z) | z = P(x,y)) una junción , C x una curva 
tíM;-; d.b 

que una los puntos D y E, y C 2 una curva que una E y F. Si j ^P(*, l) ^ x e 

j P(x r y) dx existen, entonces 

f P(x,y) dx = j P(*,y) dx + f P{x,y) dx. 

JC| V C| Jc, J Ct 


D.r 


Un teorema seraejante se verifica para ( P(x,y) dy. 

Jc, u u, 

Si C es un arco regular con representación paramétrica (25) y si la función P 
cs continua en una región R que contenga a C, se puede demostrar usando las 


sumas 


AM A.B 

(26) y (27), que \°P(x,y) dx e j ^P(x,y) dy existen, y que 
P(.x,y) dx = {/[(/(«). V(t)WW&, 


0 
A.B 


(28) 

(29) 


[p(x,y)dx « j P(x,y)dy 


existen. 


Los teoremas 19, 20 y 21 se deducen directamente de las definiciones 3c, 

/» e 


\'P(x,y) Jy = \yiU[t),V(t)W'M dl. 

Se le pide al estudiante que demuestre la expresión (28) en el ejercicio 13 de 
esta sección. 

Por lo anterior se ve que, el cálculo de una integral curvilínea de una función 
continua de dos variables independientes sobre un arco regular se reduce al cálculo 
y dc una integral definida de una función de una vaxiable independiente en un 
intervalo. 
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7 JÍ 4 /RBGLAS DE L'HOPlTAL. ASlNTOTAfe. arcos rcR ulare* 1 

Como un. cuxv. <»> ' 

unidos por lo, «.tomo, su “* 1V "’ inteBr>1 curviHne. .obre un. curva «gul» 


entonces (28) y (29) se transforma en 

a. a 


\ ç P{x,y) dx = \ t nH(y),yW{y) dj 


(32) 


A.n 
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existan, es usual expresar la suma de estas dos integrales curvillneas como una 
simple integral curvilínea: 

V Y m 

\ g P(x, y) dx+\ c Q{x t y) dy = \ g [P(*,y) dx + <?(*,y) dy]. (34 )^ 

En las aplicaciones dc las integrales curvilíneas, las integrales se expresan muy 
a menudo en la forma dei segundo miembro de la ecuación (34). 

Si C es un arco regular con la representación paramétrica (25), entoncea 
por las ecuacionea (28), (29) y (34) se deduce que 

A,* 

[P(*,y) <í* + Ç(»,y) Jrl = 

[ l, [í[»(l),l'(l) ]{/'(«) +Ç[ü(0.f , (')]f"(0]<íi- (35) 

Si C ticne la representación paramétrica 

* = *, y = G(x), * [a; 6], 

entonces (35) se transforma en 

\ g [P(*,y) dx + Ç(*,y) dy] = JV[*,C(*)] + Q[*,G(x)](?W]dx. (36) 
En forma serriejante, si C tiene la representación paramétrica 

* = ff(y), y = y, y€[c;d], | 

entoncea (35) se transforma en 

j [P(*,y) dx + Q{x,y) dy ] = JV[ff (y), y]/T (y) + <?[»(r).r3] dy. (37) 

A.B 

Ejentplo 5. Calcule J [(* + y) dx + ** dy] donde: 

(o) C ca la parte de Ia parábola con ecuación y = x a entre los puntos A (0,0) 

y 0(1,1). 

(6) C es la parte de la gráfica de y = x 8 entre los puntos A (0, 0) y 5(1,1).! 
Solución. (a) Al usar (36) teneraos para y = G{x) = x\ 

J [(x + y) dx + x 2 dy] = J q [* + x" + x*(2 x)]dx = ^ (x+x a +2x s )dx .] 

(6) En forma semejante, para y = x 8 , tenemos 

Á.õ 3 

( [ (x + y) dx + x a dy] = j [x + x 1 + x a (3x a ) ] dx = 

° ° r l 27 áí 

[ o (x + x 8 + 3^)dx = ^.| 
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a 


l’. Ejcmplo 6. Calcule ^[3** + 6xy) dx + (3 x*—y») dy] donde: 

^ es la parte de la parábola con ecuación y = 2* 1 entre los puntos 

f/f(0,0) y 0 ( 1 , 2 ). * 

í' ^ ^ “ la P arle de ia gráfica dc y = 2* entre los puntos A(0, 0) y 5(1,2). 
ij Solución. (a) para y = 2x* tenemos 

I' *».« 

. J e í (3x* + 6xy) dx + (3x* — y») dy] = J* (3x* + 24** — 32x T ) dx 

I %: = [ X 8 + 6x» — 4x®]' = 3. 

■*" (^) Para y = 2* teneraos 

A.B 

| ; í e C(3x a + 6xy)dx + (3x* — y 8 ) dy] = J* (21** —16* 8 ) dx = 

^7x* — 4x‘] * = 3. 

\. ' : ;Notc en el ejcmplo 5, que la integral curvilínea de la forma 




■'.A 


n,a 

\ o [P(*,y) dx + <?(x,y) dyj 


I 


1 


tiene dos valores diferentes para dos curvas que unen los mismos puntos .4 (0,0) 
7 0(1,1)- Adcmás, en el ejemplo 6 Ia integral curvilínea de la forma (38) tiene 
el misrao valor para cada una de Ias dos curvas que unen los puntos -4(0,0) y 
•5(1, 2). El teorema 26 de la siguiente sección establece l*s condiciones para que 
una integral curvilínea de la forma (38) sea independiente de la curva C que une 
los. puntos A y B. Una de las condiciones es que P v {x,y) = Ç,(x,y) en la 
región R. Observe en cl ejcmplo 5 que P r (x,y) = 1 y Q t \x,y) = 2x sin embargo 
en el ejemplo 6 P r (x,y) = 6x y Ç,(x,y) = 6x. 

Supongaraos que R sea una región cerrada y acotada. Si un punto p se 
mueve sobre la frontera de R, en tal forma que la región R esté a la izquierda, 
;&e dice que p recorre Ia frontera de R en sentido positivo. Si un punto P se mueve 
.sobre la frontera de R de tal roancra que la región R esté a la derecha, el punto 
recorre la frontera de R en sentido negativo. 

• . Si una curva cerrada simple C es la frontera de una región cerrada y acotada 
>R, y si se calcula una integral curvilínea sobre la curva cerrada C en el sentido 
positivo de R, esta integral la representaremos como 

£[/»(*, yW* + Ç(*,y)tfy]. 

Si la integral se calcula sobre la curva cerrada C en el sentido negativo de R 
Itotonces Ia representaremos por 


> [P(x,y) dx + Q(x,y ) dy]. 





»™““ s 

Es evidente que 

f , j i -_® fi*(*,r) d* + Ç(*.r) w- 

<j> [puo) <«* + dy] ~ j c l 1 r 

. , ... + r . = a'. Calcule coda una de las si- 

Ejemplo 1. Se» C lo gr.f.ca de * + 7 

guientes integrale» curv.llneasi 

w £<r* + »47>. 

Solución. Ua.«nio» 1. «ptcsenución paramétrica 

* = acost, y = osent, têt 0 ! 2 ^ 

^ la curva C. No, que si deamos integrar sobre C en sentido negatrvo, 
debemosusar y = _ senI , . € IP;M. 

(a) Tenemos 

faydx + xdy) = £[<#« mH—»*) + la cot l) (. co. l) ] * 

= o* J**(cos* l —«n*0 rft = o*J o cos2f dl = 0. 

• • 

(6) Aqui 

£(y,fa_ *rfy) = j”[(osen«)(-«»en<) — (« eo. I) (•«•*) 1 * 

= o> j”(—1) * = —2v«*. 

EJERCICIOS 


1. Calcule f <*’ dx - *, dy) para A(0,0) y B(l, D- 
(a) donde C es un segmento de la gráíica d» y - *• 

$ tX c 7 ■ 

segmento dei eje x. 

*. Calc.dc (^(r d* + *dy) P«r» A {2,1) y 0(6,3). 

(.) donde C es el segmento de la recta ADi „ 

(6) donde C está formada por los segmentos de recU Al y 


( 6 , 1 ). 


Calcule Í [(* + 2y) d» + -7*1 ' 4( °’° ) Y ^ ^ 

Jc 


-.1 


r 
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(а) donde C es un arco de la gráfica de y = —«*. 

(б) donde C es un arco de Ia gráfica de * = í\ y = í*. 

k 4. Calcule f (x + y) dx para >4(1,0) y 3(0,1). 

Jc 

(o) donde C es un arco de la gráfica de x = cos í, y = sen t ; 

(6) donde C está formada por los segmentos de recta AO j OB r y O es el 

origen. 

1% A.B 

5. Calcule j^[(x + y) dx + (x— y) </y). 

(a) donde C es la cu ira dei éjercicio 4 (a); 

• (6) donde C es la curva dei ejercicio 4(6). 

A.B 

6. Calcule + 2xy) dx + (* J — y) dy] donde 

(а) C es la gráfica de x = t*, y = 2Í 2 , í £ [0; 1]; 

(б) C es la gráfica de x = sen t, y = 1— cos 2 1, t € [0; w/2]. 

A.B 

':'V 7. Calcule (^[(x— y“) ás + 2xydy] para A (0,0) y 3(1,1). 

(а) donde C es un arco de la gráfica de y = x; 

(б) donde C es un arco de la gráfica de y = x*. 

A.B 

8. Calcule ( [ (2y‘ dx — 3xy dy) ] para A (0,0) y 3(2,4). 

(а) donde C es un arco de In gráfica de y = 2x; 

(б) donde C es un arco de la gráfica de y = V8x! 

9. Calcule (j>j(4y dx + 2x dy) donde C es la gráfica de x = cos t, y = sen I, 

|€[0;2w]. 

10. Calcule (2 y dx — 5x dy) donde C es la gráfica de x = 4 cos t.y — 

2 sen í, í E [0; 2wl. 

11. Calcule (3y dx + x dy) donde C es la frontera dei cuadrado con vérti¬ 
ces en (0-.0), (1.0°), (1,1) y (0.1). 

12. Sea R la región limitada por las gráficas de x=0, y=0, y=J(x— 4)*, 
y y = í x + 1; Se* C la frontera de R, calcule 

<j^[(* a + 2y) dx + (y — x) dy]. .i 

Í3. Derauestre la igualdad (28). Sugerencia : Haga x* = í^(it), y* = V(h), 
X{ = U(ti), y\ = r(í<') y use estos valores en la suma (26). Entonces use el 
teorema dei valor medio para derivadas en la expresión Ax* = U{1\) — U (?«-»). 
con lo que la suma (26) se transforma en 


IW), rwwwáti 

iBl . 

donde ti * G [ü- a ; *i], Aít = — E*-,. Después use el teorema 10 de la Sec. 5.7 
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para demostrar que la integral dei segundo miembro de (28) existe y que (28) es 
verdadera. 


18.7 Teorema de Grecn. El siguicntc teorema, que sc conoco común- 
mente como teorema dc Green, establece las condiciones, bajo las cualcs existe una 
relación entre una integral doble y una integral curvilínea. 

Teorema 23. Sea R una región cerrada y acotada cuya frontera sea una 
curva simple cerrada regular C. Si P = { (x, y ; z) \z~Pfay)} y Q = {(x, y ; z) 

| z = Q{x, y)} son funciones tales que P, Q, P y y Q s son continuas en R, entonces 

£[P(*, 7 )d* + Ç(*,y)á r ]= JJ [<?.(*, y)-P,(x.y)]dA. (39) 


Fig. 18.10 



TEOREMA DE GREEX/7S1 


Además por el teorema 22, tenemos 


P(x, y) dx = ( P(x, y) dx+ [ P{x> y) dx. 

x J Oi Je, 

A.B ^ 

\'P(*y)dx=\p[*C l W]iz, 


L, /> (*' y) **=— L 1 P( * ,y) ix= — 

Si combinamos (41). (42) y (43) obtenemos 

f o P(x. y ) dx = J V[*. C,(*) ] dx - \\x, C,(x) J dx, 
y entonces por (40) y (44) se deduce que 

-\\p,(x,y)dA=b P(x.y)ix. 


En forma semejante, si consideramos las dos parte9 de C como las gráficas de 
^A(y), y£[c;d) y x = //,(y), yÇ[c;dJ respectiva mente, podemos deraos- 


Si Ia región R no es dei tipo 7\, f pero es la unión de un número finito de 
regiones dei tipo 7",.,, el teorema 23 se cumple todavia. H 

Del teorema de Green se deducen vários teoremas importantes. 

: Teorema 24. EI área A de una región cerrada y acotada R cuya frontera 
es una curva simple regular C está dada por 


A = 2j( xdy — ydx ^ (* 

Demostración. Sea P(*, y) = —(y/2) y Ç(*, y) = x/2. Entonces P v (x, y) 
—1 y QÁ x *y) = i; y por la igualdad (39) dei teorema de Green obtenemos 


2 Jc * 

con lo cual el teorema queda demostrado 
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Teorema 25. Si P = (i 

Ç (*>?)} son d° s funciones tal 
cerrada acoiada y sünplemenle 
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Supongamos que la curva simple cerrada C dei teorema 24 tíenc la repre » 
lentación paramétrica. 

x = U(t), y = V(t), J €[*;*]. 

Como C es cerrada, los puntos (UM, VM) y (UM, VM) coinciden, y 

UM = UM y VM = VM- 

Bajo estas condiciones la fórmula (47) se transforma en 

1 f ,a 


A = \\ '\u[t)V'(t)—V(,W{t)-]dl. 


Ejemplo 1. Ubc (48) para encontrar el área A de la elipse con represen- 
tación paramétrica x = U(t) = a cos t, y=V(t) = b sen t, t£ [0; 2ir]. 

Solución. U'(i) = —a sen t, V'(t) = ócosf, y al usar (48) obtenemos 
A = i j abicos 2 1 + sen 7 1 ) dl — <26 dl — nab. _ 

Ejemplo 2. Encuentre el área .4 de la región limitada por la gráfica de 
a- = a cos t, y = a sen t, t Ç [0; */2] y la gráfica d e x + y = a. 


Flg. 13.11 


Solución. La región cuya área se desea calcular es la parte sombreada de 
la Fig. 13.11. Por conveniência dividiremos la frontera C en dos partes, el arco.C^ 
y el segmento de línea C 2 • Entonces 


= j£(*<íy — 


1.0 


Afl 


ydx) 


= i f (*dy —yd*)+£[ (xdy—ydx) 

* • Ci * 

1 f T/í . j , . 1 j x _ *« B 

= 2 J. + <**>-- - T - 

El teorema de Green nos capacita para calcular una integral doble usando 
una integral curvilínea, o recíproca mente, una integral curvilínea usando una 
y integral doble. 

Ejemplo 3. Use el teorema de Green para encontrar [(2x — y) dx + 
i (* + 3y) dy] donde C es la elipse con ecuación ó 3 * 3 + a*y 3 = a 2 ó 3 . 
p ; Solución. Por el teorema de Green esto es, por la fórmula (39), tenemos 

<j>[(2* — y)dx+ (x + 3y) dy) = j|(l + 1) dA = 2 jj dA, 

\Tct* * * * 

■.donde R es la región cerrada limitada por la elipse C. Por el ejemplo 1, sabemos 

! que 2 |j dA = 2to 6. Por tanto 

^>[(2x — y) dx + (* + 3y dy) = 2s-oò. 

Para establecer los teoremas 25, 26 y 27, necesitamos definir el concepto de 
} región simplemente conexa. Una región se llama simplemente conexa si toda curva 
!simple cerrada en la región contiene solamente pun tos d e dicha región. Si una 
región no es simplemente conexa, se dice que es múltiple conexa, conexa. 

Ejemplos, el interior de un cuadrado es una región simplemente conexa, el 
| interior de ima elipse también es una región simplemente conexa. Generalizando, 
el interior de cualquier curva cerrada simple forma una región simplemente 
| conexa. La Tegión entre dos círculos concêntricos de rádios r x y r t , r x < r, es un 
■ ejemplo de una región múltiple conexa. Una región con uno o mas “agujeros” 
jes una región múltiple conexa. 

z = P(x, y)) y Q = {(*, y; z) | z = 
P v y Qt son continuas en una región 
necesaria y sufi- 

S ciente para que 

f o [P(x. r )dx + Qix,r)dy)= o (49) 

: sobre toda curva cerrada simple regular C conte nida en R es que 

:§?; Pr(*.y) = (M*»y) para (x,y) £ R. (50) 

Dcmostración. Por el teorema 23 sabemos que, para cualquier curva cerrada 
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simple regular C contcnida en R, 

\\[Q.(x.y)—PAx,y)]dA. jj 
«1 

donde Ri Q R es la región cuya frontera es C. Si la condición (50) se satisface,;' 
enlonces la integral doble dei segundo raiembro de esta igualdad es cero, en conse j 

cuencia la integral curvilínea (j> [P{x, y) dy + Q{x,y) dy) es cero. Por tanto- 

queda establecida la condición suficiente de (50). . | 

Para demostrar la condición necesaria de (50), supongamos que Q*{x,y) — 
P v (x,y) es distinta de cero en algún punto interior p{a,b) de R. Como Ç, y ft 
son continuas en R, <?. — P v ea también continua en R. Por Unto, existe uni 
región R* Q R, limitada por una curva cerrada aimple D, para la cual p £ RtJ< 

signo de Q g (a, b) — P y (,a, b) para ( x, y) Ç.R* 


o Teorema 26. Sean P y Q dos funciones que saiisfagan la hipóíesis dei teo¬ 
rema 25, y sean A (x„ y*) y B (xz, y t ) dos punlos cualcsquiera de una región 
simplemcnle conexa R. Enlonces una condición necesaria y suficiente para que 


[P{x,y) dx + Q{x*y) dy] 


[ [P{x,y) dx + Q(x,y) dy] = f [P{x,y) dx + Q{x>y) dy] (51) 

Bafe-W-:. J °i J c i 

para todo par de curvas regulares C x y C 2 conlenUas en R que unen A y B es que 

Py{x,y) = Qs(*>y) para (x,y) £ R. (52) 

Demostración. Para demostrar que (52) implica (51), consideraremos tres 
i< casos. ‘ 

& v (O Ci «tâ debajo de Cj excepto en los puntoa A(x ir y l ) y /?(**, y*) t como 
se indica cn Ia Fig. 13.12. Sea C la unión de C x y C$. Por cl teorema 25 sabemos 
que si P,{x,y) = Q B {x,y ) para (*,y)£K, entonces 


7) — P»(*» y) tiene el mismo 
En consccuencia, 


[P{x,y) dx -f Q(x,y) dy] = 0 


JJ [<?.(*. y) 

Esto conlradice la hipótesis de que la integral curvilínea [P{x,y)dx + 
Q(x,y) dy] x es cero sobre cada curva cerrada simple contenida en R. Por tanto, 

0Ax,y)— P v (x 9 y) =0, ó P,{x,y) = ?.(*, y). P ara (*»r) £ R - ■ 


P,(x,y))dA^ 0. 


[P(x,y) dx + Q(x,y ) dy] 


( [P{*>y) dx 4- Q(x,y) dy] + [ [P(x,y) dx + Q(x, y) dy] = 0, 

. J c, Jc , 

£ 4J A.D 

í [P(x,y) dx + Q(x,y) dy] — f [P(x,y] dx + Q{x,y) dy] = 0, 

J Ct 

esto queda demostrada (51). 


B(x 2 , yg), 
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(ü) Para la situación cn que C x está arriba dc C,, la demostración es 

jante a la dei caso (i). r . íH 

(iii) Si Ci y C t se intersectan en un número.finito de puntos, O ia unto» 
de C, y C* no es una curva cerrada simple (vea Fig. 13.13), en este^ fcgj 
podemos considerar separadamente los pares de arcos C. y C, cuya umon forn>« 
una curva cerrada simple, y después aplicar lo deduc.do para el caso d) o 

Hemos demostrado que la condición (52) implica que (51) se verifica pêrtj 
cada par de curvas regulares C x y C a - 

Necesitamos demostrar que (51) implica (52). Suponhamos que (51) se 
tW.ce par. toda par de curvas regulares C, V C,. Se. C cualquier «m 
simple regular contenida en R, y seleccionemos dos puntos A y & sobre C de «j 
manera que estos puntos dividan a C en dos arcos C t y C s . Entonces 

(P(x,y) àx + Ç(x.y) dy] 

ff 

= [P(*,y) d* + Q(x,y) dy] + l 

j c » ** * -m 

= J [Pfcy) dx + <?(*y) dy]—]jP(x,y) d* + Q(x,y) dy].,| 

Por (51) se deduce que esta diferencia es cero, entonces 


[P(x,y)dx + Q(x,y)dy] =0 


para cualquier curva cerrada simple regular C contenida en R. Por Unto, por jh 

teorema 25, P f {x,y) = <?.(*, y). para (x,y) £ .. . rM 

Enfatizamos que la región R de los teoremas 25 y 26 cs una region simpl*% 
mente conexa. Si R es una región múltipleraentc conexa, los teoremas correspon-| 
dientes no son en general ciertos. En una región múltiple conexa podemrçl 
tener una curva cerrada que contenga puntos que no pertenezean a la region, y | 
en uno de estos puntos P y (*,y) puede ser distinto de Q,{x,y) ô P^ViM 
Q.(.x,y) pueden no existir. 

S C an A(x it yi) y D{x,y) dos puntos de una región simplcmente conexa 
Si P = U*,viz)\z = P[u 9 v)} y Q = {(u,v;z)\z = Q(u,v)) son funciones.^ 
tales que P, Q, Pv y 0« son continuas y además P.(u, v) = <?.(u,i/) en n, en* 
tonces por el teorema 26 «|| 

-«.a 

- f [P(u,o) du+ <?(«,*) dv] 

J o 

tiene el mismo valor para cualquier curva regular C que este cn R. Por tanto,j 
el valor de la integral depende solamente de la selección de los puntos A y B,.m 
para un punto dado A{x } ,y*) existe una función 

F = {(x,y; z) \ z = F(x,y ), (x,y) £ R} 
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F (x, y) = J e (P(m v) du + 0(u, v) dv) 
donde C cs cualquier curva regular de R. En esta situación podemos escribir 

F(x,y) = [ [P(u,v) du + Q(u,v) dv]. (54) 

f ' Ejemplo 4. (a) Demuestte que para dos puntos A y B cualesquiera, cl valor 
de la integral curvilínea 


t»*) du — 2uvdv] 


(es independiente de la curva regular C. 

1 ( b ) Encuentre una espedficación para la función F= {(x,y;z) | z = F{x,y)] 

<quc tenga la propiedad de que 


F(x,y) = 1 [3u*— v a ) du — 2uvdv]. 

J ( 0 . 0 ) 

:;$■ Solución. (a) P(u, v) = 3u* — t>* y Ç(u, v) = —-2ut», P,(u, v) = Ç«(u, v) = 
—2v. Por tanto, como P, Q, P, y Ç* ton continuas en Re X Re y P v = Ç* para 
*(#»v) £Re X Re, se deduce por el teorema 26 que para dos puntos A y B cuales¬ 
quiera, el valor de la integral es independiente de la curva regular C que une los 
puntos A y B. 

,-i :: (6) Como podemos escoger cualquier curva C que una A{0, 0) y B(x t y) t 
escojamos la curva C formada por el segmento C x dei eje U determinado por 
d(0,0) y D(x, 0) y el segmento C« de la recta con ecuación u = x entre D(x, 0) 
> fi(*,y) como sc muestra en la Fig. 13.14. Entonces 


f [ (3u* — v a ) du — 2 uv dv] = f [ (3u* — v a ) du — 2uv dv] 

J O J Cl 


+ ( [(3u a — v a ) du — 2uvdv] 

J c, 

= [ 3u* du + f — 2xt> dv = x 4 — xy 


Vemos que la función 

F = {{x,y; z) | z = x a — xy*, ( x,y) Ç Re X Re) 

es la que satisface las condiciones dei problema. 

Note en cl ejemplo 4 que la función F , donde F(x, y) = *• 
propiedad dc que 

F,(x,y) =3**— y« = P(*,y) 
ghfV P» (*, y) = —2xy = Ç (ar, y). 
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B(x,y) 


Esto es, para Ias funciones P y Q dei ejemplo 4, hemos encontrado una función F 
con la propicdad de que F.(x,y) = P(*,y) y F v (x,y) = <?(*,y). Estas con- 
líirinnf»» har.en Dosible anliçar el teorema 27, que estableceremos sin demostración.* 


P y Q funciones 


donde ( » u y t ) «f cualquicr punto de R. 

Si recordamos la definición de diferencial de z Sec. 10.9, donde z - t (*,y); 
observaremos que dadas las funciones P y Q no siempre existe una función 
F=((*,y;z) |z = F(*,y)} con la propiedad de que 

dz = dF(x, y ) = P{x ,y) d* + Ç(x, y) dy, (56) 

Si existe una función F que satisfaga (56) diremos que 

P(*,y) dx + Ç(*,y) dy 

es una forma diferencial exacta o diferencial exacta y denominaremos a F[x, 
y) antidiferencial de P(x, y) dx + Q(x t y) dy. Por ejemplo cada una de las 

formas • • ' • ’ J 

■ «, + ÍM IÉL=!É!1 : . - ; 

• ITn. ílrmo^irnción 6c ouccie «ncontrsr «n J. M. H. Olm.ted, Advanced Calculas, 
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una diferencial exacta, ya que 

i; ' •" i ) = xdx + ydy, d{xy) = xdy + y dx, 

iíi; (x\ _ydx — xdy 

lí: w- 7 - 

íf Sih embargo, y dx — xdy no es una diferencial exacta. 

> Como una consecuennia inmediata dcl teorema 27 y de la definición de 
pi diferencial exacta, tenemos el çiguiente teorema. 

... Teorema 28. Sea R una región simplcmcnic conexa y scan P y Q funciones 
|'í [ales que P, Q, P v J Qm scan continuas en R. Entonces una condición nccesaria 
gíy suficiente para que P{x,y) dx + Q(x,y) dy sea una diferencial exacta es que 

P v {x,y) =Q,(x,y) para (x t y) £ R. 

I Además si 

F(*,y) = [ U,> [P{u,v) du + Q(u,v) dv) t 

íf entonces 

dF(x, y) = P(x,y)dx + Q(x i y) dy. 

íf’ Supongamos que P(x,y ) dx + <?(*,y) dy es una forma diferencial exacta 
p en la región R, y que G es cualquier función con la propiedad de que 

dG(x, y) = P(x, y) dx + Q(x t y) dy. 

I Entonces, si F(x,y ) ac expresa por (55), tenemo» 

|||f, dC(x,y) =dF(x,y) 

MÊ: d[nx,y)—C{x,y)] = 0. 

Kr por tanto 

F(x,y) —C(x,y) = k ó F(x,y) = G{x,y) + k 
te donde k cs un número real, esto es 

Ifk f ,V [P(u, v) du — Ç(u, v) dv] = C(x,y) + k. 

g; Pero 

f UV ‘ [P(u,v) du — Ç(tt,i>) dt>] = 0, 

V ' entonces 

C(*i,yi) + £ = 0 6 k = —C(*,,y,). 

í Por tanto, podemos establecer que * 

[P(u, v) du + Q(u t v) dv] = C(x, y) — G{x „ yi), 

■ Bt &r 

P** [P(x,y) dx + Q{x,y) dy) = Cix^yt) —Clxuyt), (57) 
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donde C es cualquier función con la propiedad de que 

dG{x, y) = P(x, y) dx + <?(*, y) dy. ^í| 

'à' ‘“á| 

Una exprcsión para una función C con la propiedad dc que ia ecuación | 
(58) se verifique se puede encontrar usando la igualdad (55) y escogiendo 
curva regular C como descri bireinos. Sea C la curva formada por el segmento^ 
de recta C,, paralelo al eje u con ecuación v = y t , entre los puntos A(xu y t j : J-j 
D(x t y 1 ) y cl segmento de recta C 2 paralelo al eje v, con ecuación u = *, entre 
los puntos D(*,yO y B^y ); vea la Fig. 13.15. Para esta selección de C x y 
tenemos 

a.d 9 

. [ [P(nv) da + Q(a, t>) dv] = f P(u,y.) da 

j 0, * *• 

e 

D.* 

J o [*>(«,») du + Ç(u, v) dv] = Q{x,v) dv. 

Por tanto 

C(nr) = p W [P(u, t>) da + Q(u,v) dv) = f P{u.y,) du + \ Q{x,v) dv. 

U*uVi) Jr ' n 

El punto A{xx % y t ) se puede escoger de tal znanera que simplifique las integrales lo 
más posible; la única restricción es que el punto A(x lf y x ) y los segmentes C x y C x 
deben estar en la región . simplemente conexa R en la cual P, Q, P, y Q% son 
continuas y P v = Q *• 







Flg. 13.15 


f 
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Ejemplo 5. Demuestre que 2 xy 3 dx 4- 3 sPj*dy es una diferencial exacta, 
encuentre G(x,y) donde 


C(x, y) = f (2uv* du + 3 ifv* dv) t 


y use este resultado paro calcular la integral curvilínea 


(2*r<& + 3*V<fy)- 

J ti.« 


Solución. En este caso P(x,y) = 2xy*, Ç(x,y) =3l**y* f P t (x,y) =6xy* 
?:(?•(#» 7) = 6xy J . Como P, Ç, P, y Ç, son continuas en Re X Re y P v (x t y) = 
9*(*»y) P^a (x,y)ÇfleXKe, sabemos por el teorema 28 que la diferencial 
dada es exacta en Re X Re. De acuerdo con lo que acabamos de explicar, para 
calcular la integral (59) desde A[O t 0) a B(x,y) t procederemos a lo largo dei 
segmento de recta con ecuación v = 0 desde A(0, 0) a D(x, 0) y después a lo 
largo dei segmento de recta con ecuación u = x desde D(x, 0) a B(x,y). Al seguir 
este procedimicnto tenemos 

! (*. v> 

(2uv* du + 3 u*ip dv) 

(O.0) 

= J*2u(0)‘ du + J*3xV<fo = 0 + 3x* jV<fo = *y. 
Para calcular la integral curvilínea (60) usamos Ia igualdad (57) y obtenemos 

(2*7 dx + 3*7 dy) = C<3,4) — C(l, 2) = (9) (64) — (1) (8) = 568. 

Ejemplo 6. Demuestre que (2x — y) dx + (2y — x) dy es una forma di¬ 
ferencial exacta y encuentre una antidiferencial. exacta 

ê|| Solución. P(x, y) = 2x — y, Ç(x,y) = 2y — *, P 9 (x,y) = —1, Q,{x, y) = 
—1. Como las condiciones dei teorema 28 se verifican cn Re X Re, (2x — y) dx 
+ (2y — x) dy es una forma diferencial exacta en Re X Re. 

Sabemos por el teorema 28 que 

^(*, 7 ) = I [(2 u — v) du + (2v— u) dv] 

J(«.o) 

es Un antidiferencial de la diferencial exacta dada. AI usar el método dei ejercicio 
5 tenemos 

f {r,,> [(2ii'— v) du + (2 v — u) dv) = f*2 ii du + 

%: J{ 0 , 0 ) Jo 

j“(2t» — *)* = *• + y' — xy. 

Por tanto, x* + y* — xy es un antidiferencial dc (2x — y) dx + (2y — x) dy, 
como el lcctor puede verificar. 

. ' . Ya que, si F(x, y) y C(x t y ) son dos antidiferenciales de la misma diferen- 




?! 
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ciai exacta, entonces C(x, y) = F{x,y) + k, donde k es un número real, llamare- ^ 
mos a F(x, y) + k antidlferencial general de ia forma dada. 

Cabe mencionar, que teneraos ahora un método mejorado para tratar laSjjffl 
situaciones consideradas en la Sec. 10.3. Como ejemplo, considere el ejcmplo 2(a) 1 
de la Sec. 10.3, que 6e puede expresar de la siguiente forma: encuentre unaj^ 
función F = {(x, y; z) | z = F(x, y) } (si existe) que satisfaga al sistema de deri- Jg 
v-das parcial es 

F.(x,y) = x + y, l 

Esta proposición es equivalente, por supuesto, 
existe) con la propiedad . 

dF(x t y) = (* + y) dx + x dy. 

Vemos que la diferencial dei segundo miembro de (61) es exacta en Re X Fe 
entonces .existirá una función F con la propiedad deseada. Podemos usar cl mè 


Encuentre una función F .( 


Ejemplo 7. Encuentre una expreaión de una función C, (si existe) con| 
la propiedad de que XgBÊ 

G t (x, y ) = x + cos y, G v (x, y) = y — x sen y. (62j| 

Solución. Considere la forma diferencial 

(* + cos y) dx + (y — * sen y ) dy t 

y hagamos P(*,y) = x + cosy, Q{x y y) =y —xseny. Vemos que P„(*,y) =1 
Q t (*, y) = —sen y, entonces por el teorema 28, (x + cos y) dx + (y — x sen y)dy% 
es una diferencial exacta en Re. X Re y 

F{x,y) = [ <>y, [(K + cosv) du+ (u —u sen u) dv\ J| 

es un antidiferencial de la misma. Al calcular la integral como se indicó antaj 
encontramos que 

F(x, y) = Jju + 1) du + Jjv— x sen v) dv 
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es una antidiferencial de (x + cos y) dx + (y — x sen y) dy. Por Unto 


expresa una función que salisface ( 62 ) 


Ejemplo 8. Demuestrc 


rencial exacta y encuentre su antidiferencial general 


Solución. Sva P(x,y) 


y <?(*> y) 


Entonces 


xY ' xY ’ 

KQ,P* y Qu son continuas excepto en {(x,y) | x = 0 y/ó y = 0). Por Unto la 
diferencial dada es exacta en cualquier región R que no contenga puntos dei eje x 
o .del eje y. Sabemos que 

es un antidiferencial de la expresión dada. En este caso no podemos tomar el 
punto (xx, yi) como (0,0); sin embargo podemos escoger Xx = 1, y = 1. Entonces 


Entonces la antidiferencial general de la forma diferenciai dada es 


C(x,y) 


EJER CICIOS 


En cada uno de los ejercicios dei 1 al 4 encuentre el área de la región descrita 
usando Ia fórmula (47). 

1. La región limitada por las gráficas de y — x* — 2, y = 6 — x*. 

2. La región limitada por las gráficas de x = y* — 10, x = 8 — y*. 

/ 8. La región limitada por Ias gráficas de x — y + 2 = 0, y = x*. 

4. La región limitada por las parábolas con ecuaciones y* = 8x y x* = 8y. 
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6. Verifique el teorema de Green para ^[(x + y) «& + x 7 y dy] donde Cv 

es la frontera de la región R en el primer cuadrante limitada por las gráficas de 
x = 0 , y = 0 , y = l — x I . 

7. Use el teorema de Green para demostrar que 

<|>(ay dx 4- bx dy) — (ò — a) A, 
donde C es la frontera de la .región cuya área es A. 

8. Use el resultado dei ejercicio 7 para encontrar (|>(3yd% + xdy) donde| 
C es la frontera dei cuadrado con vértices (0,0), (k, 0), (0 ,k) y {k, k). 

9. Encuentre <j> [(** + y z ) dx + (2x + y‘) dy] donde C es la-frontera deíjj 

cuadrado con vértices (1,1), (2,1,), (2,2) y (1,2). Verifique su resultado 
usando el teorema de Green. ‘ 'jM 

10. Demuestre que 2 xy dx + (x 3 + 2y) dy es una forma diferencial exactè, 
encuentre G{x,y). donde 

G{x,y ) = J [2 uvdu + (u* -f 2o) dv], 

y calcule la' integral curvilínea 

f ( ’ (2*y dx + (x* 4 2 y) dy]. 

Jcs.s) fgm 

A.B 

11. Demuestre que j [ (3^ — y 3 ) dx + (x* — 2xy) dy) es independiàg 

de la selección de la curva regular C que une los puntos A (0,0) y 8(2,3). Ven-: 
fique este resultado seleccionando dos curvas regulares que unan A y B y calcu^ 


(o.o) Li 1 

<*/«, w/t) 
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, , 26. Use la fórmula (47) para dedudrla fórmula A = ^ j r* d6 que nos da 

'd. área de la región que cs gráfica de {(r, 9) | r = H{0), a < 0 < p) siendo 
ry 9 coordenadas polares.. 

'% 27. El argumento que nos condujo a U fórmula (47) para el área A dc la 
región cerrada R cuya frontera es la curva regular simple cerrada C se basaha 
en la elección de un sistema de coordenadas. 

èk (a) Demuestre que la fórmula (47) es independiente de la translnción de ejea. 

(&) Demuestre que la fórmula (47) es independiente dc la rolación de ejes. 
'0 28-31. Resuelva los ejercicios dei 5 al 8 de la Sec. 10.3 usando el método 
expuesto en cl ejcmplo 7. 

En cada uno de los ejercicios dei 32 al 35 use el teorema de Green para 
calcular la integral curvilínea especificada. 


f&S [X + ' dy > dondc C ** ,a gráfica de (x —2)» 4 y J = 1 . 

S3. <£[(* — y)’dx+ (* — j)>dy] donde C es U gráfic. de *■ + y 

b; 34 - ^ (*T** + 2 x'ydy) donde C es la griiice de 4*' + 9y‘ = 36. 

l? 7 <*» + «*«» j4j) donde C es una curva regular c 

cualquiera que pase por los puntos (0,0) y {a,bj. 


EJERCICIOS ADICION ALES AL CAPITULO 13 


En cada uno de los ejercicios dei 1 al 6 calcule el limite indicado, 
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(c) cuando C está formado por un segmento dei eje * y un segmento dei 


oo cuando x -* 


Identi- 


8. Investigue y cOnstruya la gráfica de y — F{x) 

fique Ias asíntous horizontales y verticales. 

9. (a) Demuestre que la recta con ecuación y = 

de la gráfica de y — construya esta gráfica. Iden 

rizontales y verticales. 

(6) Encuentre los valores máximo y mínimo relati 

de los ejercicios dei 10 al 13 calcule la integral dada o dcraues- 


24. Demuestre que j ^- p—? fyj 68 independiente de la se- 

lccción dc la curva regular C que una los puntoa 4(1,0) y #(2,1). Verifique 
calculando esta integral curvilínea a lo largo de dos curvas diferentes que unan 


En los ejercicios 25 y 26 verifique que la forma diferencial que aparece es 
exacía, y calcule la integral curvilínea dada. 

;J 25. [''"[(x + y^dx + Zxydy). 

§5 26. ( <M> [3*(* + 2y) dx + (3*‘ — y*) dy\. 

gjv J (0.9) 

27. Encuentre fí(x, y) donde 

dH(x, y) = [2(* + y)c" + 7c" + €»] dx + [3(* — y)e" + e» + 11***] dy. 


En cada uno 
tre que no está definida 


n si C cs el círculo con 

igual a ccro si C cs el cín 
: a sen t. 




!' 


14 


Sucesiones infinitas 


sen es 


■Rs: 14.1 Sucesiones infinitas. En el capítulo 5 hicimos algunos comentários 

breves acerca dei concepto dc sucesión. En esta sccción estudiaremos las sucesiones 
con más detalle; en las siguientes secciones de este capítulo aplicaremos cl concepto 
fde sucesión al estúdio de las series. 

? Una sucesíón infinita es una función cuyo dominio es el conjunto de los ente- 
ros mayores o iguales que un entero dado. Si I representa el conjunto de los enteros 
EMí» un entero dado, entonces la función 


m 

Br.-.- 


f = {(»,r) |y = f(»).«€ /,»>*} 


’.e$ una sucesión infinita. Por conveniência, nos referiremos a las sucesiones infini¬ 
tas simplemente con el nombre de sucesiones. En la mayoría dc los casos que se con- 
siderarán, cl entero k será 0 ó 1. 

Es evidente que una sucesión infinita no puede ser tabulada, por tanto, para 
especificar una sucesión debemos poder establccer una regia o dar una fórmula por 
medio de la cual pueda determinarse F{n) que es la correspondiente dei entero n 
bajo la sucesión F. 

.;',Ya que el dominio de una sucesión es un conjunto de enteros, resulta natural 
jrtóiár los pares que pertenecen a F. Si F es la sucesión definida por (1), en¬ 
tonces cl primer par ordenado de la sucesión es el par cuya primert componente 
es k, el segundo par ordenado es el parejo cuya primera componente es k + 1, y 
pf sucesivamente. 

■)' T í'Por ejemplo: la función 


I 

es una sucesión en la cual 


^ = {(^y) Iy = 6 —ij 


F{n) = 6 — -~i 


primer par es (1, 3), el segundo par es (2, *V4) y el tercer par ea (3, 7 Va), 
jtçátãnj.': _ 
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Si F es la sucesión definida por F = {(n, 7 ) | y = F(n), rt €i, * > *)> 
tonces los elementos dei rango, es decir 

F(k) % F(k + l)*F{k + 2),--- 

reciben cl nombre de términos de la sucesión; F(k) es el primer término, F{k + 1Y 
es el segando término y F(n) es el enésimo término o término general de.J* 

sucesión.* . 'Mi 

Siguiendo la escritura acostumbrada, frecucnteinente usaremos letras mmuscoj: 
las con subíndiccs enteros para representar loa elementos dd rango de una sucev 
sión. Es decir, escribircmos 

F(k) = a*. F(k + 1) = *•*> f(n) = o,, • • •. 

En lugar de (1) podemos escribir 

F = {(n,y) | y = o», n £ !, n > k}. 

Cu ando resulte evidente que estamos hablando de una sucesión y cuando su don| 
nio ya haya sido especificado, podremos usar la notación 

{F(«» '•'*9 

en lugar de ( 1 ), y Ia notación j 

(•*} . 

en lugar de ( 2 ), para representar la sucesión. 

A menudo ocurre que el listado de algunos de los primeros términos de 
sucesión indica cual es la regia más probabie con la que puede determinara® 
ó c., en este caso la sucesión se especificará por medio de dicho listado. Pot è}C||j 
pio, la lista 

' ‘ íhhh-'- 

especifica la sucesión / en la cua/ F(n) = 1/n, n = 2,3,4, • • •, y la liftt i t »|j 

especifica la sucesión cuyos términos (elementos dei rango) son 1 y i ató| 

tivamente. ■ . , , . .. jiMfa 

Ya que una sucesión es una función cuyo domínio contiene numeros en j 

intervalo [o; + 00 ) para cualquier número real a, entonces. podemos çonaita| 

la existência de lixn F[n) si los términos de la sucesión son números realea (r|- 

S€C. 13.2). Tantola presente sección como en las Secs. 14.2 y 14.3 nos l|g 

taremos a considerar sucesionea cuyos términos son números males. Si t es 

sucesión de esta clase y si b es un número real tal que 

lim F{n) = 6 , 


entonces 


la sucesión F se llama sncesión convergente. Si F es una sucesiómc 


• Por razones historie» » h. usado U psUbr. .uc«ióa p.r. desifinsr lo que en ni 
definición es el ranjo do una sucesión. ... 


Wf' ■■ 

>veigente para la cual se satisface (5), entonces décimos que el limite dei enésimo 
Jcrituno de la sucesión es b y que la sucesión converge a b. 

’ Podemos recordar de Ia Sec. 13.2 que decir que^lim F(n) = b significa que 
|dado cualquier número e > 0 existe un número N tafqu? 

1 ^( n ) — 6 | < « para toda n > N. 

rrv s “ CC9Í6n < Fno «s convergente, se dice que es divergente. Esto es, 
g ' n ) ) “ divergente si y sólo si no existe lim F(n). 

Vn examen de la definición dei símbolo lim C(x) = ó en Ia Sec. 13.2 nos 
,'xnuestra que es válido el siguiente teorema. 

I - rí f = JÍ? yHr = r(W).„€/..> í) « una sucesión y 

: y) \ 7 — 0{x), *6 [&; + co)} es una Junción tal que 


inces 


G(n)—F(n), 
lim C(x) = b ->■ lim F(n) = b. 


^ este teorema se concluye que los teoremas y laa técnicas de las Secs. 13.2 y 13.3 

leorcmas ***** sobre limites dcl capítulo 2 pueden ser utilizados al anali- 
wr la convergência de sucesioncs. 

Por ejcmplo, ya quebra i = 0 (teorema 6 de la Sec. 13.2), se concluye que 
p UC<SÍén ü} “ nv "® e • 0: y" = 0 (teorema 10 de la Sec. 133), 

qDe .Ür. í 3- ? - ) = 3 ’ * don <k * concluye que la sucesión Í3 — JL| 
'óh verge a 3. ' 

. Una sncesión {a,} se llama no decrecicnte si lodo término posterior al primero 
fur.ca es menor que el término anterior, es decir, si 

. Om<a 0 .i para toda n. (< 5 ) 

wcesión { On } se llama no creciente si cada término posterior al primero 
BC* es mayor que el término anterior, cs decir, ài. * 


m 


<** > ®i»»i para toda n. 


(7) 


jEjemplo: la sucesión en la cual a, = l.a, = 1 , = g.'., + - , para 

I A ac I. 


í ? 3, es decir, la sucesión 

Ipt 

tno decreciente. La sucesión 


1.1. 2, 3, 5, 8 , 

i. I i, i. i, i, 


• • 


• • • 


nfrxréciente. 
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Cuondo sucede (6) 6 (7) la sucesión {a*} se Uama sucesión monótona. 

Una sucesión {a*} para Ia cual existe un número B x con la propiedad 

• ' On<Bi P ara loáa n 

se llama acotada superiormente; si existe un número B : con la propjedad 

B 2 < On para l °da “» 

entonces U sucesión {a.} se llama acotada iníeriormente. Si una sucesión «,| 
acotada tanto superiormente como inferiormente, cs decir, si existe un numeio D 
tal que 

|a,| < B para toda n, 

entonces la sucesión se llama sucesión acotada. 

La sucesión, 1,1.2, 3,5,8, • • • no esté «colada superiormente y por tanto noj 

es acotada. La sucesión i 3.1. i. 3. i.'' • «•* «“ tída ,antl > “P**" c0m0 ”7' 

riormente y por tanto es acotada. Si representamos esta última succston por medio 
de (a.), entonces |<x»| < B para toda n, siendo B cuaiquier número mayor que i 
A continuación enunciamos, sin demostrados, dos teoremas íundamentales •«' 
ca de la convergência de aucesiones. 

Teorema 2. Una sucesión no dccreciente y acotada superiormente es 
vergente. Una sucesión no creciente y acotada inferíormenle es convergente. Una) 
sucesión monótona y acotada es convergente * 

Teorema 3. Dada una sucesión F = [(n,y) \y = a m n€/, n > k) t ià 
condición ncccsaria y suficiente para que F sea convergente es que dado cuaíqu 1 $ 
número t > 0, exista un entero M tal que 

\an — a,\ < t • 

para todos los enteros n y j tales que M y j > jW-t y- 

Este teorema se conoce con el nombre de critério de Cauchy para la cohWg 
gencia de una sucesión. Una sucesión que satisface las condiciones de este tccrern^ 
se llama sucesión de Cauchy. 

Ejexnplo 1. Demuéstrese que la sucesión Fe n la cual 

o. = F(n) s 1+ F + JT + JT + ’' ‘ + ^’ n>lt “ Una SUCC5ÍÓn ConVWgen ^1 

Solución. Puede observarse que 

l 

«»♦»--«* = (TTT y7. 

• Una demoslración dc Mie teorema sc cncucnlr» en la obra de Fulk», Advanced Òdq 
P*g. 40. • ^ 

t Una demostr&ción de e*te teorema se encaentra en la obra dc Fulks, Advanced Calcai ft 

pigs. 117-118 {*** 
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pe xnancra que o»., > a n para toda n > 1, tratándose por tanto de una sucesión 
monótona no dccreciente. Nótesc que 

n! = (1 - 2 - 3 - 4. n) > 2"' 1 


' dc modo que ^ < -prr J 


On < 1 ^ + 2 a 2* 2"-‘ 


i?fel segundo miembro de la desigualdad (8) es la suma de los primeros a términos de 
'una progresión geométrica cuyo primer término es 1 y cuya razón es por tanto 

Kte !—<*)• 


On < 


1-4 


I(baseia Sec. 5.1). Finalmcnte, ya que 1 ^ < \ — ' j ' — 2, se ve que On < 2 

fpara toda n ^ 1; por tanto, la sucesión es acotada superiormente. Por el teorema 2, 

Bijla sucesión (o*), en donde a„ = l+ -xT + -r 7 -b •••+—;-*»> 1 w una 8UCC ‘ 

L. O. n. 

||flión convergente. 

: Ejemplo 2. Demuéstrese que la sucesión {a») en la cual a x = 1,0* = 4» a, 

< = $«, = S, y a n = ^ ^ , paia n > 3, es una sucesión convergente. 

Solución. Demostraremos que se trata de una sucesión de Cauchy. Primera- 
mente observamos que 


i»í—». i=g, 


r#:.':. o.,,_ Qn 

_i 

/T— — /i... , 

1 1 

— T 1 T 

a«- , — Om-l 

i“" 41 

”2 

u*n ^n« I 

2 2 

•'W a m m 


que adernas para toda /'^ n+ 1 el número ay cae en cl intervalo cuyos extremos 
|tÒD-Oi y a*+i, de manera que 

| On — aj\ < I a*»i — On I para />ft+l. 


Dado e > 0, y ya que lim = 0 podemos escoger M tal que 

i%—+a>A 


*- 
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entonces, para Ioda n y / para las cualca n > M y j > M tenemos, por (9) y (10), ; 

I a » — |j 

Por tanto, por cl teorema 3, la sucesión es convergente. 

EI resultado dcl siguiente ejemplo se usará ampliamente en el resto de este 
capítulo, recomcndándose que cl lector le preste especial atención. 

Ejemplo 3. Sea p un número real positivo y considérese la sucesión {<*,} ' 
en la cual V , 

a, = 1 í 
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= 1 + 1F 

_1_ 

2 P 


*» = 1 + + ^r 


Fig. 14.1 


= 1 + + +7J : 


n r 


Derauéstrese que (a») es convergente si y sólo si p > 1. 

Solución. Priraero demostraremos que si p > 1 entonces {a.} es una suce¬ 
sión monótona y «cotada y por tanto es convergente. Consideremos la gráfica de ;| 

y = -L para p > 1 y sobre esta gráfica construyamos, como se muestra en la Fig. |jj 

14.1 (para n = 4), n rectángulos cuyas bases miden una unidad de longitud y 

cuyas alturas son respectivamente fiemos observar que eíi 

1 

área dei primer rectángulo cs 1, cl área dei segundo rectángulo es , y el área 

dei enésirao rectángulo es . Por tanto, cl número a, especificado por (11) tienef 

nr 

la propiedad de que a* es la suma de las áreas de los n rectángulos. Ya que el« 
área dei primer rectángulo cs 1, cl número a n — 1 es igual a la suma de las áreas ; 
de los restantes n — 1 rectángulos. La suma de las éreos de estos n — 1 rcctingu v J 
los es menor que el área de lu región limitada superiormente por la gráfica de 

y = , iníeriormente por cl eje dc las x, a la izquicrda por la gráfica de x = l,.j 

y a la derecha por la gráfica de x = n. Por tanto, para p > 1 tenemos 


Por otra parte, ya que p> 1, y p — 1>0, 

y podemos observar que 


!<«.<! + 


para toda n , 


P — 1 

Por tanto {o.} es una sucesión acotada. Además resulta evidente que {o,} es una 
sucesión monótona y entonces, como consecuenda dei teorema 2, la sucesión es 
•convergente. 

A continuación demostramos que si p < 1 entonces o* -» + co cuando 

+ co. Para lograr esto consideramos la gráfica de y = -^ para p < 1 y sobre 

esta gráfica construimos, como se muestra en la Fig. 14.2 (para n = 3), n rec¬ 
tángulos cuyas bases miden una unidad de longitud y cuyas alturas son respcctiva- 

[mente 1,~ , —- , ••• , —- . Como antes, observamos que ei número a» especificado 

(H) es la suma de las áreas de los n rectángulos; sin embargo, en este caso 
suma de las áreas de los n rectángulos es mayor que cl área dc la región limitada 

superiormente por la gráfica de y = — , inferiormente por el eje de las *, a la 

la por la gráfica de x = 1 , y a la derecha por la gráfica de * = n + 1 . 
> ór tanto, para p ^ 1 tenemos 


r"* 1 1 

«•> ]. jr dx ■ 





Figr. 14.2 


Por tanto, ai p ^ 1, para un número dado K es posible encontrar un entero M 
tal que 

o« > K para toda n > M. 

Es decir, si p < 1, 

a a —* + oo cuando n + co . 

y lim a n no existe. Lo que significa que la succsión es divergente si p < 1. 

»•* ■*« 

Queda demostrado así que {o,} es convergente si y sólo si p > 1. 


Ejemplo 4. Demuéstrese que la sucesión (ci n ) en la cual a„ = ^j=== 


converge a ■£. 

Solución. Desçamos encontrar 


4n> — 1 


si cs que existe. Esto puede haccrse utilizando un proccdimiento similar al usado 
en el ejemplo 1 de la Sec. 13.2. Parn esto cscribimos 
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: Por medio dei uso de teoremas adecuados sobre limites, encontramos 


lim -V = 0; lira V4—(l//i>) = 2, 

y .!“ V4 -\i/JT = 5- 

Por tanto limo n = i lo que significa que la sucesión converge a 


P^ : . Ejemplo 5. Demuéstrese que la sucesión {a*} en la cual a* = — converge a 0. 

Solución. Podemos utilizai el teorema 1 de la presente sección y el teorema 
*/?: 16 dc la Sec. 13.3. Para esto consideremos 

JBlife ” lim — 

;-**■« 2 * 

El teorema 16 de la Sec. 13.3 puede aplicarse para encontrar 

lim — = lim —-— = 0. 

2* 2* ln 2 

Entonces, por el teorema 1 de la presente sección 

lim — — lim — — 0 
2 " 2 ' 


K lo que significa que la sucesión converge a 0. 


EJERCICIOS 


. . En cada uno de los Ejercicios dei 1 al 4 se especifica una sucesión. En cada 
èjercicio determínese si la sucesión es convergente o divergente; si la sucesión es 
convergente obtengase cl limite dei término general. 


3 4 5 6 
2’3’4’5’ 

i. {(-!)•}. 


« ; 5. Utilicc la definición dc sucesión convergente que aparece al principio de 
esta sección para demostrar que la sucesión (c„}, en la cual o, = 2—con¬ 
verge a 2. 

Use el teorema 2 para demostrar que la sucesión dada en cada uno de los 
m ejercicios dei 6 al 8 es convergente. 

6- \ J : Sugerencia: Demuestre que < 1 para toda n > 3. 

7. {o.} en donde a n = n(n + 1) . 
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conveniência, simplemcnte serie. Los números a*, 
a nt • • •, se llaman términos de Ia serie y el número a n se Uama n tér- 
_ término general de la serie. En la mnyoría de los casos que conside- 
el entero k será 0 ó 1. Es obvio que la serie (12) no cs una suma aritmética, 

*i lo fuera. En algunos casos podemos 
dada de la forma (12), esto se hace por medio dei 
definimos a continuación. 


se llama serie infinita o, por 

o**i,-“i 

mino o 

remos 

y se advierte al lector que no la trate como si 

asociar un número con una serie <-- 

concepto de convergência de series que 
Dada la serie infinita 

0i + 03 + a3 + ,,, + c B + *‘*. 

Definimos una succsión S especificando 

5(1)= Ou 5(2)=O 1 + 0 a, S(3) = Oi + Oa + «•, f 
S(n) = £*i + as + «a + ,,, + a "; 

es decir, 

s = |(n,r) Ir = l }* (1 f 

L« sucesión S recibe el nombre de sucesión de sumas parciales de la serie (13). 

Una serie infinita dada es una serie convergente si y sólo si su sucesión de 
sumas parciales es convergente. 

Ejemplo 1. Para la serie 


(o) especifique la sucesión de sumas parciales; (ò) demuestre que la serie 
convergente. 

Solución (a) La sucesión S de sumas parciales es Ia sucesión para la cual 
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Es decir, 


s = {(n,r) Ir = a(i— 

(6) Para determinar si S es convergente consideramos 
lim S(n) = lim 2^1 — 

*!-*•« ■-•♦«O \ ^ / 


Yaque lim — = 0, tenemos 


lim S(n) = 2. 


'Por tanto, la sucesión S es convergente, ca decir la serie l + J + J + '“+gr. + ’" 
■ .es convergente. 

Debemos tener siempre presente que psra poder discutir la convergência de 

una serie dada 2 «4i debemos considerar la sucesión S, 11 amada sucesión de sumas 
i >* 

» 

parciales y definida por S{n) Si la sucesión 5 es convergente, la serie es 

is* 

convergente y si la sucesión 5 cs divergente, la serie no es convergente. Una serie 
no convergente rccibe el nombre de serie divergente. 

Sea Ça t una serie infinita y sea S = j (*, y) | y = 5^°** n ^ * j 8U 8UCC * 

lp- - • 

rión de sumas parciales. Si lim^S(n) = b; décimos que la serie jJT aj converge a 
6 y escribimos 

±a t = b. ( 15 ) 

íjSpte. 4»* 

recibiendo b el nombre de suma de la serie. 

. En el resto de este capítulo nos ocuparemos principalmente de determinar si 
. una serie dada converge o diverge y, en general, no trataremos de determinar 
|1áVsoma cn el caso de que la serie sea convergente. 

Debe hacersc resaltar que solamenle escribiremos la expresión (15) y usare¬ 
mos las palabras “suma de la serie” en el caso en que la serie sea convergente. 
Además, convienc comprender que la expresión (15) constituye un nuevo uso dei 
; signo de igualdad. También debe tenerse el cuidado de distinguir el término general 
de una serie infinita dei término general de su sucesión de sumas parciales. 

j p jáV:- - 1 

Ejemplo 2. Discútase la convergência de la serie 2 » ** decir, de la serie 


pi; 1 + # + ^- + ‘" + ^ +- "' 

cn donde p es un número real positivo. 

Solución, La sucesión de sumas parciales de la serie dada es la sucesión S 





760/SUCESIONKS INFINITAS Y SERIES 
en la cual 

S(l) = 1, S(2)=l + |r. 5(3) =l + y+ ’ 

S(n) = l + ^r + pr+"' + ^- 

Hemos visto (Ejemplo 3 en Sec. 14.1) que est. sucesión S es convergente si y sólo 
,i p > 1 . Por tanto, la serie Í 4r «* oonvergentc si p > 1 y divtrgenU si p < 1. , 

ml 

La serie 2“T rccifc * g« ncralmenle c ' nombre dc 561-1(5 p ’ Fr « cuentcmente 

haremos use drihecho de que una serie p es convergente 8» y sólo si p >1. £ 

En los eiemplos 1 y 2 nos fue posiblc hacer uso de la defimc.ón de conver ^ 
gencia de una serie por la consideración directa de la sucesión de sumas parcal^. | 
Sin embargo, es fácil darse cucnta de que la aplicación directa de la defmicion de | 
convergência a cada serie no cs un método eficiente. Para sust.tu.r al método direc- 
to estableceremos un conjunto de teoremas que pueden aplicam como pruebas de; 
convergência o divergência para ciertos tipos de series. # 

Debc resultar claro que la modificación o eliminacion de un numero finito de,, 
términos de una serie no afecta su convergência o divergência. En particular,, 
dos series A 


convergen o divergen simultáneunontr sin importar quó valores lengan k y / Por 
este motivo, frecuentemcnte usaremos la notacion £«i, P ara nna serle ’ 

discutir la convergência o divergência de series. 

Teorema 4. Si ta seria convergi, erúonae, \ im^ a„ = 0. 

Demostración. Sca S la sucesión de sumas parciales de la serie. Ya que 
converge, sabemos que la sucesión S converge, por lo defmición * '"Wa 
de series. Por tanto, por el teorema 3, dado cualqu.er numero r > 0 existe uo 

entero N tal que 

|S(ra) — S{n — 1)1 < c 

para toda „ > N. Yn que S(n) -5(n —1) = a., hemos demostrado que d| 
cualquier número r > 0 existe un entero N tal que 

\a n \ < « P ara toda n > /V 

es decir; lim o, = 0. Jâ 

El teorema 4 dice que si una. serie es convergente, entonces el limite dcl cnc| 
xno término de la serie debe ser necesariamentc ccro. En olras palabras, si^lmy 


»■- _ M 
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! usarse para demostrar que una serie es divergente, pero no puede usarse para de- 
mostrar que una serie es convergente. 

íí ^ • Ejemplo 3. Discútase la convergência o divergência de cada una de las series 

(6) i —1 + 1 — 1 + 1-, (c)gj. 

Solución. (a) Para la serie £2* el enésimo término es a* = 2 M y 2" -► + oo 
\ cuando n-+ ■+ oo. Por tanto, ya que lim a n no existe, la serie es divergente. 

■ ^ ^* n c5 * e caso ^ enésimo termino es 1 ó —1, scgún que n sca ixnpar o par 

; respectivamente. Por tanto, el enésimo término no tiene limite cuando n-+ + oo, 

1 y por el teorema 4 la serie es divergente. 

(c) En la serie ^7 encontramos que el enésimo término es o» = En este 
Bpi *■» * n 

= ^ ’ 1,01 lant0 teorema 4 no noa dn información acerca dc la 

convergência o divergência de la serie. Sin embargo, reconoccraos que esta serie 

l-SP* serie P P arü P = ^ (vease ejemplo 2), y concluímos que T ^ diverge. 

* ... * 

La serie divergente 

1+J+1+-+i+- 

discutida cn el ejemplo 3(c) generolmente recibe el nombre de serie armónica. 
^ or mcdio de 1° aplicación dei critério de Cauchy para sucesiones (teorema 3 
i; en la Sec. 14.1) a la sucesión de sumas parciales dc una serie, obteneraos el siguien- 
|.(è teorema. 

j; ^ ; - Tfoorema 5. Una condición necesaria y suficiente para que tina serie 2>z â 
’ sca convergente cs que dado cualquier número e > 0 exista un entero M tal que 

lon., + Ono + •** + fl-l < t para toda m > n > M. 

_ Frecuente se hacc m = n + p de modo que p = m — n y se cscribc la con- 
dicíóri dei teorema 5 en la forma 

... :'.l an * 1 + a ’" 1 + ■■■ + 0 «*>l < * para toda n > M y p > I.. 

!>*• Teorema 6. Si la serie 2o t es convergente y si c es un número real, entonces 
& crie Scoj es convergente. 

Demostración. En cl ejercicio 31 al final dc esta sección sc pide que el lector 
lé una demostración de este teorema. 


=£0, entonces la serie 2> Mr convergente. Nótcse que este teorema f» 


Si la serie ai tiene la propiedad de que o» > 0 para toda n > k t entonces 

çibe cl nombre dc serie de términos positivos. Los teoremas restantes dc esta 
":ión se rcficren a series de términos positivos. 

;• ^ Teorema 7. Una serie de términos positivos es convergente si y sólo si su 
--esión de sumas parciales está acoiada. 
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Est« teorema « una consecuencU dei teorema 2 si se observa que si una «i- 
cesión no es acotada entonces no puede ser convergente (véase en los ejercicos 
adicionales, el número 5 al final de este capitulo). 

Teorema 8. Critério de comparación directa. Considinoso los dos se- 
, riu de términos positivos Xa, y Sb.. Supõngase que existe un entero N poro d 
cual <tn < bn para toda n > N; entonces 

(i) si IÒ 4 es convergente , Sg 4 entonces Sa 4 es convergente; 

(ii) si Isbi es divergente, Sò t entonces Xb t es divergente. 

Demostración. Sea S la sucesión de sumas parciales de Xa it y sea S’ la sue*- 

sión de sumas parciales de Xb;. Entonces por hipótesis 

S(a+p)— S(a) <S> + p)-S» («) 

para toda n>/Vyp>L .. â; 

(i) Si 26* es convergente, entonces por el teorema 5, dado cualqmer ^ u 

existe un entero M tal que 

S'{n + p) — S'(«) < e W) 

para toda i» > M y p > 1. Por tanto, si escogemos K igual al major de los dos nú- 
meros M y N, se deducc de (16) y (17) que 

S{n +p)—S(n) < e || 

para toda n>Kjp>h entonces, por cl teorema 5, *04 es convergente. | 

(ii) En el ejercicio 32 do «ta sección sc pide que el lector dé una demostra¬ 
ción de la segunda parte dei teorema. Sj 

Al utilizar el teorema 8 para probar la convergência o divergência de una se¬ 
rie dada, frecueníemente resulta útil como serie de comparación la serie í>Zy. 

. la cual sabemos que converge si y sólo si p > 1- 


Ejemplo 4. Discútase la convergência o divergência de las serie» 

(«) i T ^ i? <*> ét? <*> t 2 -^- f| 

ui s(a “4“ 1) 4-1 *■ 

Solución. (a) Observamos que n(n + 1) > n* para « > 1. y P° r Untt. 
1 < 1. para n > 1. Sabemos que la serie cs convergente (es una se- 

n(n + 1 ) » # & tH 

rie p con p > 1), y en consecuencia, por el teorema 8, tenemos que Z + j) 

es convergente. ^ 

(fe) En este caso vemos que n < /»*, Vn < n dc donde ^ > - P*™ * ^ 

■ 1 

La «rie armónica es divergente, por tanto, la serie « divergente.* 

iax v 1 &§n 

• E>te resultado tnmbién puede obtenerae observando que 2 — es una serie p con p 
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(c) Ya que —1 < sen n < 1 para toda n, tenemos que 0 <-j 

Sabemos que Z - cs convergente, por tanto, por el teorema 6, T 

i-i 1 CT 

gente y se concluye dcl teorema 8 que £ — l . es convergente. 


cs con ver- 


Teorema 9. Sean y JTó* dos series de términos posUivos. Si 


entonces ambas series son convergentes 0 ambas son divergentes. 


Demostración. Ya 


De manera que existe un entero N con la propiedad 


para toda n> IV. Con esto queda estableeido el teorema 
de los teoremas 6 y 8. 


Ejemplo 5. Pruébese ln convergência o divergência de la serie 


Solución. Comparemos esta serie con 


usando el teorema 9 
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Por tanto lim — = -4=-* y ya que T r es divergente, se conduye dei teorema 9 

M —‘ 0 6, V2 w» 

•O X 

que T ... i — es divergente. 

4 £ Vt(2i + 1) 

Ejemplo 6. Pruébese la convergência o divergência de la serie 

T — I 

£ lní 

* 1 

Solución. Ya que ln a < a para n > 2. y ya que 2 T es divergente entonces 

V-i-r es divergente por ei teorema 8. 

In i 

Teorema 10. Critério dei cociente. Sea 2o t una serie dc términos posi¬ 
tivos. Si lim = p, entonces 
o* 

(i) si p < 1, la serie es convergente; 

(ü) si p > 1, la serie es divergente; — 

(iii) si p = 1, la serie puede ser convergente o divergente. 

(iv) Si + w cuando n -» + co. entonces la serie es divergente. 

?■ ‘ 

Dernostración. (i) Si p < 1 podemos escoger un número r para el cuàl 
p < r < 1. Entonces, ya que lim — = p, existe un entero N tal que 


para toda n > A'. Por tanto 

a*.i < ra», <h»*z < r ®»*i < r 3 ^, a n , 3 < ra*. 8 < r*a n , • * * t 
a».* < r»’a*, p > 1. 

La serie 2°» r * c° nV€r 6 e si l r l < 1 ( véase la S* 0 - 5- 1 )» y entonces por el teorema 
8, la serie 2 a.*4 converge. Pero si 2 converge entonces la serie 

4«1 iri 

2 a, = <*! + ai + • * * + o* + a »*i 


converge. 


(ü) Si p > 1, podemos escoger un número q para el cual p > q > 1. Enton¬ 


ces, ya que Kn^ = p» existe un entero N tal que 
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para toda a > /V. Por tanto, el limite dei término general de la serie no puede 
ser ccro y es divergente. 

< iU ) Considérese la serie p, 2~. Para esta serie lim — = lim ---. 

i=i * ~~ (n + i) p 


Ya que (• + !)»- (ttt) - (ttto)’ ■ 


tenemos que 


lim -*-= 1 

»-•**» ( n + iy 

para todo valor de p. Sin embargo, si p > 1, la serie es convergente, y si p < 1, 
là serie es divergente. 

(iv) Si On.i/a H -* + oo cuando n-» -f oo, entonces para cualquicr número 
q > 1 que seleccionemos existe un entero N tal que 

— ^ ç 6 a n * i ^ a n 

para toda n > /V. Por tanto, el limite dcl termino general de la serie no puede ser' 
>ftro y Sa* es divergente. g 

- Ejemplo 7. Usese el critério dei cociente (teorema 10) para analizar la 
convergência o divergência de cada una de las series (a) 2 * 7 “ (definimos 0! = 1), 

Hl ^(0 2^=^=. 

I **** » * - - Sr = 1 *Kr li = mTT = TTT- 

065 = Jis. = 0 y Ia serie cs convergente. 

<*) »«• ^ = -- + n }% 2 "' = ^T 1 - P- tanto + «, 

cuando n -> + co y la serie es divergente. 

. (c) En este caso 


n + án 


On*i = 


<»+ l) a + 3(a + T] 


Ya que 


a 3 -f- 2 a 

(a + 1) 3 + 3<n + 1) 


lim /y— 

n-.oo V (A 


a 3 -4- 3 n 


r~ T «V = lim - 


1 + (3/a) 


3T = 1. 


resulta que el teorema 10 no nos da información acerca dc la convergência o 
divergência de esta serie. Sin embargo, usando d teorema 9 con a< = T- - 


t 3 + 3£ 


I 


; 

l 

> 

i 

) 
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Utilíoese d teoxcma 11 cn cada uno de los Ejercicios dd 16 al 19 para decidir 
si la serie dada converge o diverge. 


Al ejercitarnos en los problemas de series veremos que si d término general 
o* de una serie lleva a la variable n como exponente o formando un facíorial, 
entonces d critério dd cociente puede considerarse como una buena dccción para. 
determinar si la serie cs convergente o divergente. Sin embargo, si o* lleva n U; 
variable n en forma algebraica o logarítmica, entonces es probable que d critério 
dd cociente no nos proporcione información acerca de la convergência o diver¬ 
gência dc la serie. En este último caso conviene tratar de utilizar d teorema 8 o 
d teorema 9 usando una serie p (con un valor adecuado de p) como serie de 
coraparación. 3 

Teorema 11. Critério de la integral. Sea Sai una serie de términos po- 
siiivos y sea F ~ {(x, y) \y = F(x) t x Ç (c; + «)} ^ Junción en la ciud F (*): : 
es dccrecicntc sobre [c; + *>). Si existe un entero N tal que F{n) = a% para 
toda n > A, entonces la serie 2o t es convergente si y sólo si la integral impropia 

j F{x) dx existe. 

En d Ejercicio 33 dc esta sección se pide que el lector dé la demostración de 
este teorema. 

» EJERCICIOS 

Utilícese d teorema 8 o d teorema 9 en cada uno dc los ejercicios dd 1 al 
10 para decidir si la serie dada converge o diverge. &U 


r 30. Ztt- 

Í-- 81. Demuéstrese el teorema 6. 

vj; 32. Demuéstrese el teorema 8(ii). 

?$: 33. Demuéstrese el teorema 11. Sugerencia: Tómese k > N; entonces, para 
$•< x < k + 1, tenemos a* = F(k) > F(x) > F(A + 1) = a* 41 e [ o k d *r > 


dx. Por tanto 


Analícese la convergência o divergência de cada una de las series en los ejerci 
jçíos dd 34 al 48. 


Utilícese cl teorema 10 cn cada uno de los ejercicios dei 11 al 15 para decidir 
si la serie dada converge o diverge. 

11. Ti/3V » + 2 



J 
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Solución. La serie dada (18) es una serie alternante Z (—l) 1-1 ®* con 


K Por tanto (18) satisface las hipótesis dei teorema 12 y es una serie convergente. 
La serie (18) recibe frecucntemente el nombre dcserie armónic* ftlteraaate, 


14.3 Series alternantes. Convergência absoluta. Una serie cuyos tér¬ 
minos son altemativamente positivos y negativos, es decir, una serie dc la forma 

a* — Ofc*i -f a*.a — <**-» + • * * + (—1) ***** + • * * * 

en donde o» > 0, n > k % se llama serie alteraanto. 

Teorema 12. Si <*> o ».» > 0 para todo* tos eníeros n > 1 y « 

a„ = 0, cnionces fa serie alttrnnnU Z (—D 4 ’ l «i convtrgente. 

Demostraciôn. Sca S la sucesión de sumas parciales de la serie ^ 

Entoncea 

, S(2)=a,— «a, 5(4) = (o» — *») + (“* — a *>' ’**» 

S(2n) = (ai — aa) + («» — <**) + ••• + — «*„)- |jf 

Ya que por hipótesis a*»-* — a»n > 0» tenemos que 

, 5(2) < S(4) < S«5) < • • • < 5(2») < • * 

También podemos escribir 

S(2n) = a,— («, — «,) — (o. — «.)-.í 

dc modo que S(2n)< a,. Por tanto ;|| i 

S(2),S(4),S(6),*-%S(2n),--- 

son términos de una sucesión monótona no decreciente y acotada la cual, por d 
teorema 2. es convergente. Es decir, existe un número b para el cual 


Supóngase quo ]£ (—1 )*"'«* es una serie altemonte que satisface laa hipótesis 

jjireyA 

deí; teorema 12. Entoncea la aeHe es convergente, y representando su suma con 6, 
cscribimos 


:V Si se define R n por medio de la igualdad 


*»♦»— a„,t + a,., — Ou.» + 

es ana serie- alternante que satisface las hipótesis dei teorema 12 y que es, por 
tanto, convergente. Si F representa Ia sucesión de sumas parciales de esta serie, 
entonces 


• ^( 5 ) ~ l- (On* 2 - ®n*,) - ( fl n*4-«*♦»), •••, 

de donde se concluye que 

0 < F(k) < On+\ para k > 1 

p por tanto Ia suma de Ia serie cs menor que Tenemos las dos riguientea 
■posibilidade3 

Rn — 0**1 a** 2 + a n + » On+4 + "* 

Sun n par, o bien 

BÉ — R* — o»*» — Oa.s + a*.,— a*. 4 + ••• 

ípara n impar, y por tanto, 

■ft#' |^n| < 0**1- 

ÍHemos demostrado el siguiente teorema, el cual resultará muy útil en el capí- 
| Teorema 13. Si Z (— 1) <-1 Oí «• ona serie alurnantc con a» > o^ x > 0 


lim S(2n) = 6. 

■ »«■ 

0, y ya que S(2n + 1) = 5(2») + <***.» tenemos 


Por tanto, la sucesión S dc sumas parciales cs convergente con 


Ejerapk» L Analícese la convergência de la serie 
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sumas parciales de la serie, entonces 

|S(n) — 6 |<«mi. 
Asociada con una serie dada 


K 


es la serie armónica 


li 


1 + s + r + í + •" + :+ -• 


(19) 


podemos conaiderar a la serie 




Si la serie (20) converge, la serie (19) recibe el nombre de serie absolutamento _j 
convergente. Una importante propiedad de la series absolutamente convergentes se 
da en el siguiente teorema. 


■ 1 

I 

i 


Teorema 14. Si la serie £ \oí\ es convergente, entonces la serie 2>‘ « | 

convergente. Es decir si una serie es absolutamente convergente, entonces es con- /.: 
vergente. 

Demostración. Sabemos que la serie f. |o<| converge, entonces por el tco^| 
ma 5, dado cualquier número c > 0 existe un entero M tal que 

| |a„* t | + |o«o| + ”• + l®"l | < ‘ |js 

o lambién , . ,Ji|l 

+ \<h,*t\ + *•• + |«-| < « 

para toda m> n> M. Sin embargo. 

|o* 4l + o».t + — + a«l < [«"♦«I + + •'* + W» ^ 

de (21) y (22) sc concluyo que dado cualquier « > 0, existe una M tal que 

|0*«t + On*i +— + «-|<« <|| 

para toda m > n > M. Por el teorema 5, la dcsigualdad (23) ea una condicióa 
suficiente para la convergência de la serie jfjo*. con lo cual el teorema queda; 
establecido. 

El inverso dei teorema 14 no es válido; una serie puede ser convergente sin 
ser absolutamente convergente. Por ejemplo, la serie armónica alternante 

= l-} + }-J+ - + (-D-1+- | 

resultó convergente según el ejemplo 1, pero la serie 




h 


I 1 




que cn el ejemplo 3(6) de la Sec. 14.2 se demostro que es divergente. 

Una serie que es convergente pero que no es absolutamente convergente se 
llama condicionalmente convergente. 

Ejemplo 2. Demuéstrese que la serie es condicionalmente con- 

VP + l 

vergente. 

Solución. La serie dada es una serie alternante de Ia forma T (— l)*o« e n 

i ® 

donde a* = — ^ ^ . Observamos que 

m.r ,; Vrii + 1 > V(» + i)* + f > 0 

para toda i» > 1 . y que lim - 7 ——. = 0 ; por tanto, la serie converge por cl 

teorema 12. Para analixar la convergência absoluta consideramos ia serie 
(_l)i , 

2 v;a + 1 que 05 ,a scríc Z y r p ^ ^ • Comparamos esta serie con^T. 

utilizando el teorema 9 con o, = —L=c >1 <>•=-■ Así tenemos 

Vn 3 + 1 n 

lim £ = lia, -*■ = lia, j"* 1 = j ' 

"-*♦« »-*» Vis* + 1 „.,.,„V*+1 

y ya que £ j es divergente se concluye que 2y== es divergente por el tec 

;«nia 9. Por tanto, la serie dada es condicionalmente convergente. 

f# El teorema 10 produce la siguiente prueba para convergência absoluta obser- 

fflK-quc JS2 íL=:|ÍÍL|. 

I fl -I I «n I 

.^ Teorema 15. Sea So t una serie en la cual lim |-2^ÍL = p entonces 

Rjji | *» 

| ^ 31 p < 1, la serie es absolutamente convergente; 

00 «' p> ly la serie es divergente; 

si p =z 1 , la S erie puede ser convergente o divergente. 

• (i v ) si 1-^—-I-* + oo cuando n -> + oo, la serie es divergente. 
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Ejcmplo 3. Analicc la convergência de la serie 
Solución. Para la sejfie dada 


I an* _ 2”(1 + 2a) _ 1 + Zn jj 

I^T “ 2-**(3 4- 2ii) 2(5+20) 

Asi obtenemos 

N. “.•! I _ | jin 1 + 2 "._ = Í 

i™. ir| “ 2(3 + 2ÍI 2 

entonces, por *1 teorema 15, Ia serie dada es absolutamente convergente. 

Es obvio que si una serie de términos positivos es convergente, entonces es 
absolutamente convergente. ÀdemSs, si una serie tiene solamente un número f.n.to 
de términos negativos o un número finito de términos posttivos y es convergente, 
entonces también es absolutamente convergente. Por tanto, las únicas senes en 
las cu ales interesa analisar la convergência absoluta son aqucllas que contienen 
un número infinito de términos negativos y un número infinito de términos po- 

sitivos. . , , 1 . , J 

Ya que una serie infinita no es una suma algebraica o aritmética no es valido 
utilizar en las series la propiedad conmutativa de la suma, la cual establece qwr 
una suma algebraica o aritmética es indcpendicnlc dei orden de los tcrminos dc ia 
sums, o bien Ia propiedad asociativa de la suma, la cual estsblecc que una sums 
algebraica o aritmética es independiente de la forma en la que los términos se 
aerupen. Es decir, en general, no es posible alterar el orden.de los términos de una 
serie o agrupar los términos de dicha serie y esperar que la nueva serie sc compor- 

rinal con rcspccto a la convergência o diver- 
absolutamcnte convergente entonces los tér*. 
de cualquier maners y la serie asi obtenida 
lo A* U oriírinal. A este rcspecto emin- 


gencia. Sin embargo, si una serie 
rainos pueden ordenarse o agrupa 
será convergente con una suma igi 
ciamos, sin dcmostración, los dos 

Teorema 16. Se a b cualquier número real. Si -a, es una serie condicionat- 
mente convergente, entonces existe una serie que puede obtenerse alterando el orden 
de los términos de Xa, y que converge a b. AdcnuSs, existe una sene que tambum 
puede obtenerse alterando el orden de los términos de Xo, y que es divergente. 

Teorema 17. S£ Xo, es absolutamente convergente y si b es la suma de la 
serie, entonces cualquier serie que se obtenga alterando el orden de lo, término | 
de 2ai también converge a b. 

. • Véase la obra dc Fulks, Advanced Calcutus Sec. 14.6. 
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Con rcspecto a Ias operaciones de suma y resta las series convergentes pueden 
manejarse como si fucran sumas finitas. Este hecho so establece en el teorema 18. 

Teorema 18. Si 2oj y 2h t son dos series convergentes tales que 2a* = A 
y 2&i = B, entonces la serie 2(a* + *>«) converge a A + B y la serie £ (a* — bt) 


bi dos series absolutamerUe convergentes ta- 


entonces la serie 2 c» es absclutamente convergente y a — A . B. 

jÈSfe: - * * 1 

EJERCICIOS 

Determine en cada uno dc los ejercicios dei 1 al 10 si la serie dada es condi 
çionalmente convergente o absolutamente convergente. 


jmr s + i • 

, . : Sea S lo sucesión de sumas parciales de la serie dada en cada uno de los ejer¬ 
cicios dei 11 al 14, y sea 6 la suma de dicha serie. Dé en cada ejercicio el valor de n 
para el cual se puede asegurar que |S(n) — 6| es menor que la diferencia especifi¬ 
cada en cada caso. 


diferencia 10"* 


diferencia IO" 3 


diferencia 10"* 


diferencia 10'* 


+ Véase la obm de A. E. Tsylor. Advanced Calculus, Ginn and Co., 1955, Sec. 17.6. 
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14.4 Series infinitas cuyos términos son correspondientes. En Ias 
scocionca anteriores de este capítulo estudianios sucesiones infinitas cuyos rangos 
eran conjuntos de números reales y series infinitas cuyos términos eran números 
reales. Ahora consideraremos sucesiones cuyos rangos son conjuntos de correspon¬ 
dientes y series cuyos términos son correspondientes. 


f=((n,y) |r = W*), »€/,»> 1} (24) 

una sucesión cuyo rango es un conjunto de correspondientes y supóngasc que cada 
función G„, en donde n = 1,2,3, • • •, tiene ei dorainio D. Frecuentementc usare¬ 
mos U notación 

• \ {<?.(*)) 

para representar a la sucesión (24), en donde se sobreentiende que x € D. Si c 
es un número real en el dorainio D, entonces la sucesión 


es decir la sucesión 


{C.WJ. 

{(«.r) |r = &<*).»€ /.»> i). 


es una sucesión cuyo rango es un conjunto de números reales. Si la sucesión 
{G„(c)} es convergente, décimos que la sucesión (24) es convergente en c. Si 
Ia sucesión (24) no es convergente en c, entonces es divergente en c. Si S es un 
conjunto de números reales tales que la sucesión {£„(*)} sea convergente en todo 
elemento de S, entonces décimos que la sucesión (24) es convergente sobre el 
conjunto S. Por ejemplo, la sucesión (*"}, es decir, la sucesión 

(for) Ir = *".»€/,»> 1 ), H 

cs convergente sobre cl intervalo (—1; 1], porque si c£ (—1; 1], entonces 


lim £ n (c) — lim e* 


existe. 


Sea F una sucesión especificada por (24) para la cual cada una de las fun¬ 
ciones Gt, G u * * *, G % • • • tiene el dominio D ; entonces la expresión 

£c,(*) 6 C,(*) +C,(*) +*”+C.(*) +•••, (26) 

en donde x £ D rccibe el nombre de serie infinita de correspondientes o sim* 
piem ente serie. Los correspondientes C,(*), G«(*).'**, C» (*),*•• se llaman 
términos de la serie, y la correspondiente G n (x) se llama enésimo término o 
termino general de la serie. Siempre que x se reemplaza por un número dei 
dominio D, la serie (26) sc convierte en una serie cuyos términos son númerosr 
reales. Si c £ D t y si la serie (cuyos términos son números) 

2Ci(c)' ó Cx(c) + GAc) + — + G n (c) + ••• (27)\; 


i=l 
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es convergente, entonces décimos que la serie ££»(*) (cuyos términos son co- 

ui 

rrespondientes) es convergente en c. Si la serie (26) no es convergente en c, 
se dice que es divergente en c. Si S es un conjunto de números reales con la 

propiedad de que la serie ^ G*(x) es convergente en todo elemento de S, entonces 

-£Gi(x) «« convergente sobre el conjunto S. El conjunto formado por todos 

: los números cn los cuales una serie es convergente sc llama el conjunto d© con- 
vergencia de la serie. 

Como ejemplo consideremos la serie. 


ca decir, la serie 


& 

■F + F + ^ + "' + 77 + '"- 


La serie (28) converge hacia 2 ya que la serie 

1 , 1 , 1 ..... 1 4,... 

É : . ■OF + T2F + T3) r+ + ^ + ’ 

és una serie p con p = 2, la cual sabemos que es convergente (ejemplo 2 de la 
i'-':$ec. 14.2). Si (1; + oo), entonces la serie 

es una serie p con p > 1 y por tanto es convergente. Además observamos que si 
■ ;e £ (—oo ; 1], entonces la serie 

f + f + f + '" + f + ”‘ 

es una serie p con p < I y por tanto es divergente. En consecuencia, el intervalo 
(1; + co) es cl conjunto de convergência de la serie (28). 

Ejemplo. Considérese la serie 

I': ~' <29) 

(a) Demuestre que Ja serie cs convergente en $. 

; (6) Demuestre que la serie es convergente en 0. 

(c) Demuestre que la serie cs divergente en 

(d) Demuestre que el conjunto de convergência de la serie es el intervalo 

[O;*). 

Solución. (o) En la serie (29) reemplazamos x por $ y obtenemos la serie 

§> í-(è) 1 
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Observamos que 


en la cual el término general es «n 


cs convergente y en consccuencia 


Por tanto, por el. teorema 10, Ia serie 

la serie (29) es convergente en 

(6) Reemplazando x por 0 en la 

la cual es la serie convergente Ilamada armónica aitemante (ejemplo 3 de la Sec. 
14.2). Por tanto la serie (29) es convergente en 0. 

«o ^ 

(c) Al reemplazar * por $ en la serie (29) obtenemos Ia serie 21 J » cua * 

es la serie divergente Ilamada armónica (ejemplo 3 do la Sec. 14.2). En conse* 
cuencia Ia aerie (29) es divergente en f. ^ 

(d) Sea c un número real y consideremos la 6eric 21"- — cn ' a cua * 


Tenemos 


el término general es 


<*«♦ i 


ade más 


Por tanto, por el teorema 15, la serie (29) es convergente en c si |3c— 1| < 1, » 
decir, si 0 < c < j, y es divergente si |3e— 1| > 1, es decir si c < 0 ó c > |. 
El critério dei cociente no nos da información cunndo |3c—1| = 1, esto es, cuanv 
do c = 0 ó c = f. Sin embargo, debido a las partes (6) y (e) sabemos que la 
serie (29) es convergente en 0 y divergente en f Por tanto el intervalo [0;|)| 
es el conjunto de convergência de la serie (29). • || 

Si la serie jfjGi (*) es convergente sobre un conjunto S; si F es la función 
especificada por 


es decir, la serie 21 Gi(x) converge en 
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2 converge a F(x) sobre el 


y escri 


1. Derauestre que la serie 21 (— l) 4 *'-^ 
vergente cn % y divergente en 2. 

2. Demuestre que Ia serie j? (— 1)<♦**(* 
intervalo (0; 2) y divergente en 0 y en 2. 

3. Demuestrc que Ia serie 2 (—l)** 1 — 


es convergente en 0, con¬ 


es convergente sobre cl 


4. Demuestre que la serie 21 


es convergente en 


Teorema 20. Si la serie de potências jr ai x' es convergente en x 0 en donde 

x 0 0, entonccs la serie es absolutamente convergente en ciuxlquicr número x x 
para el cual \x,\ < |*o|. 

j' Demostración. Sabemos que la serie 21 *i(xqV cs convergente. Por tanto, por 
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et teorema 4, tenemos lim o.(*o)* = 0, y en consecuencia existe un número A tal 

que < A para todos los entcros n > 0. Para demostrar que « 

convergente en x , siempre que [*i| < |*»|. consideramos la senc 

l-w. (í2) 

Ahora bien o.(*i)" = «.(*.)"(fj-) 1 en consecuencia 

Ya que |*,| < |*é|, tenemos ^| < 1. y por tanto la serie 


±A fi- ‘ 

ÍTo *o 


es convergente. Entonces, por el critério de comparación (teorema 8), la serie 
(32) es convergente y la serie 2 a ** { cs «beoluUmente convergente en x x . ■ 


mg. i4.3 

Debe observarse que cl teorema 20 no nos permite establecer ninguna 00n*| 

clusión acerca de la serie en —*>. Todo lo que podemos deducir es que la| 

serie será convergente sobre el intervalo (*| —*o < * < *o) si x 0 > 0 y 
el intervalo {* | x 0 < * < —*o) ®* < 0. 

Teorema 21. Si la serie de potências T a ‘*‘ es divergente en x u entonces } 

i-0 ^ 

es divergente en cualquier número a* tal que |*o| > |*i|« ;| 

Dcmostración. Este teorema cs una conclusión inmediata dei teorema 20./ 

Sijf>*‘ fuera convergente en x* en donde |x 0 | > |*i|» entonces por el teorema? 

20, la serie 9cría convergente en x u lo cual contradice la hipótesis. ••JSI 

Con respecto a las series dc potências de x — 6, el teorema 20, afinn» .quej 

si £ C| (*_&)* es convergente en siendo x 0 =£b, entonces es absolutaraen|| 


'i 
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convergente en cualquier número x x para el cual (* —b| < |* 0 —6|. El teorema 

•O 

21 nfirma que si 2**(*—&)* os divergente en entonces es divergente en 
cualquier número Xo para el cual |*o — 6| > \x x — 6|. 

v? Como ejemplo supóngase que la serie 2 a { (x — 6) 1 es convergente en el punto 

rzo 

Xo mostrado en la Fig. 143. Entonces debe ser absolutamente convergente en cada 
punto dei intervalo (x | |x — 6| < |xo — fe|) mostrado en dicha figura. 

Si 5 es el conjunto de convergência de una serie de potências de la forma (30) 
o (31), entonces por los teoremas 20 y 21 se concluye que 5 debe ser un intervalo. 
Además, en caso de que 5 sea un intervalo finito, el punto medio de S debe ser 0 

si la serie es de Ia forma 2 a { x\ y el punto medio de 5 debe ser 6 si Ia serie es de 


gwlorma 2 — k) * • El intervalo abierto de máxima longitud * sobre el cual 

Sr ima serie de potências es absolutamente convergente se Uama intervalo de con- 
r vergencia absoluta de la serie de potências. Una serie de potências puede ser o 
I no convergente en los extremos dei intervalo de convergência; es decir, los extre- 

[ | mos dd intervalo de convergência pueden estar o no incluídos en el conjunto de 
t; convergência de la serie de potências. Sin embargo, los únicos puntos que pueden 
| estar cn el conjunto de convergência y no en el intervalo de convergência son los 
extremos dei intervalo dc convergência. 

í ; Consideremos la serie 2 tt ‘(* — 6)‘, en Ia cual cl término general es G n {x ) 

SaO 

= a»(x— 6)". Por el el teorema 15 sabemos que la serie converge absolutamente 
jUeh cualquier número c para el cual 


y diverge en cualquier número c^=b para el cual 


+ co cuando n —* -f- oo 


longitud de un intervalo (abierto. cerrado, abierto por la izqaierda o abierto 
! f !■ dereclia) con extremos % x y x t se define como |a^ — 
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Entonces 


lim 


Cn.Ac) 

G m {c) 


= |c — ò| • lim 


n-**oo 


«n.l 

Cn 


lira - lira 


10 “‘’ " = lim 10—^— = 10. 


siempre que lirn 


«—*» 


exista. Por tanto, si lim = A:, entonces la serie | 

«n , .‘r™ 


2 a t (* — 6)* será convergente cn c si *|c — 6| < 1 y divergente si A|c 6| > 1. 
Adcmás 

G„de) 


+ oo cuando n —> + <x> 


fln n+1 10* ~ n + 1 

g . Dc donde el intervalo de convergência es 

{*I W < í4o)- 

En el punto V4o I a ser * e se convierte en 5\i, la cual es la serie armónica diver- 

ua i 

^ggeiite. En el punto —Vio la serie se convierte en (—1)* —; la cual es la 


siempre que 


&n+l 


a* 


Cn{c) . 

-> + oo cuando n —» + co. Por tanto si 




°n»l 

«n 


+ « 


cuando n -» + es; I» serie %<*(* —b)* « convergente únicamente en b. Hemos . 

* a ° 

demostrado el siguiente teorema. 

Teorema 22. CowMereie Ia serie (* — f>) ‘ en la cual d término &<*■ 

i.o .r. 

rol es On{x — &) n . 

I. Si ljm q " < — = A:; entonces ~ 

n-**w I 

(i) Si k = 0, el intervalo de convergência es Re; 

(ii) si k =£ 0 , el intervalo de convergência es j* | |*— 6] < í « rfecir ' J 
serie es absólutamente convergente sobre jz | |z — M < j:} T divergente sobre 

(*i i*—*!>*)• r 


i 




II. Si |^p| -> + CO cuando n-+ + oo, la serre « convergente úmeamen/ej 

En ei caso I(ii), el teorema 15 no nos da inforraación acerca de la conw- 
gencia o divergência de la serie en los extremos dei intervalo de convergência,^^ 
este caso debe aplicarse algún otro critério para completar la detcrmtnacion,^|| 
conjunto dc convergência de la serie. ^ 1Q| 

Ejemplo 1. Encuentre el intervalo de convergência de la serie 

determine el comportamiento de la serie en los extremos dei intervalo de conver¬ 
gência, encuentre además el conjunto de convergência de la serie. 

« • 10 * ■ ifk 

Solución. La serie dada es T a,x { en donde a* =-. Por tanto - 

i=i n • Ag» 


sene 

. . ui 1 

armo mea alternante condicionalmente convergente. Por tanto el conjunto de con* 

■ü; • « 10* 

f* ; vergencia de la serie es el conjunto (x | —i/ 10 < * < y 10 ). 

}; 


iul l 


Si R es el intervalo de convergência de la serie de potências jr ot(*— b ) 4 y 
K«i ^ cs la función especificada por 

F = [for)Ir = x ékJ» 

i entonces la serie converge absólutamente a F(x) sobre R; es decir, 

*<*)=É*C» — 6)\ xÇR. 


i—0 


rjsYa que la serie cs absólutamente convergente sobre el intervalo de convergência R t 
; entonces los dos siguientes teoremas son consecuencia de los teoremas 18 y 19, res* 
{pfcctivamente. 


| Teorema 23. Supóngase que £ o,(x — 6) * tiene el intervalo de convergen - 

4=0 

« • 

|ci° Ri y aue £a(x — 6) * tiene el intervalo de convergência R 7 , siendo 

F,{x) = ±o i (x — 6)'*. 


«*0 


F*(*) =Z C ‘(* — b )*> *€Rf 


i-o 


Entonces las dos series 

Zte + cH* —6)« y 2 (“i — <?*)(« — ^) € 
im * 4=0 

vjm absólutamente convergentes sobre Ri O R z , siendo 

Z (®< +C<)(* — b)* = F,{i) +F,(x), *e«>nR, 

|í ; ; • Z («(— C,)(z — b)* = Fi(x) — F t (x), x£Ri n R t . 
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Teorema 24. Con las mismas hipótesis dei teorema 23, si 

do = «oC* d x — OoC x + OxCo, 

dn = ao C m + OiCn -1 + 3 + * * * + + a » c O» * ’ '» 

entonces la serie — b)* es absolutamente convergente sobre R x n R s y 

imO 

f í di(x — by = F 1 (x)F t (x), x£R t n R 2 . 

M ,;|W 

Los teoremas 23 y 24 pueden interpretarsc diciendo que la suma, resta y 
multiplicación de series de potências pueden efectuarse, sobre un intervalo ade- 
cuado, tratando a las series como si fueran polinomios. Además es verdad que, con 
ciertas restricciones, la división de una serie dc potências entre otra también puede 
efectuarse tratando a las series como si fueran polinomios.* A este respecto damos, 
sin dcmostración, cl siguiente teorema. 

Teorema 25. Supóngase que 2 a *(* — b) % y ^cí(x — b)' tienen inter- 

imO r *-0 •Hg 

valos de convergência R x y R% respectivamente. Supóngase que 

2]ci(a: — b ) 1 = /’ x (x), x€Rn 

M 


5>(*—b) 4 =/-,(*), xÇR» 

B 

con Co =£ 0. Entonces existe un número p > 0 para el cual 


- =z*<*—6)* 

/ * ( * ) —6) 4 


soòre eí intervalo (b — p; b -f p) en donde 

tf, = Codn + Cidn-% + Cjdn-, + *” + + ^o- 

Dcbe observar se que el teorema 25 eolaraente afirma que existe algún Inteij 
valo, con centro en b, sobre el cual podemos dividir una serie de potencios entre 
otra utilizando el conocido algoritmo de la división sinfín. Sin embargo, 
intervalo no se especifica y en particular no se relaciona ese intervalo con. W 
intervalos de convergência de las series. _ _ 

Las series de potências no sólo pueden sumarse, restarse, raultiplicarse y dvn? 
dirse sobre intervalos adecuados como si fueran polinomios, sino que también pue*. 

• Véase U diacuaión de Ia dlviatón de serie* de potências en Ia obra de Fulka Advaneti 
Calculas, Seç. 16.4. 
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den derivorse o integrarse termino a término. Enunciamos estos últimos resultados 
en el siguiente teorema.* 

Teorema 26. Supóngase que la serie de potências 

W-Â |>(*—by ( 33 ) 

tiene cl intervalo de convergência R. Sea F la función definida por 


F(x) = 5><* —b)‘, xÇR. 


Entonces, 

(i) la función F es continua y derivable sobre R; 

(ii) la serie 

±» c a i (x—by= ±i*i(x — by-\ (34) 

gj§. t*0 ir 1 

oblenida al derivar (33) término a término, tiene el intervalo de convergência R, y 


££*(*— 6) 4 -‘ = r(»), * £R. 


(iii) la serie 


Ê (]«<•-»**) = jjfi : w 

obtenida al integrar (33) término a término, tiene el intervalo de convergência R, y 

! : : I.TTT ( — k >** 1 = !/«*« 

Encontraremos que los teoremas 23, 24, 25 y 26 serán de suma ntilidad en la 
siguiente sccción de este capítulo y cn cl capítulo 15. 

EI critério dei cociente en la forma dei teorema 15 puede usarse frecuente- 
mente para determinar los conjuntos de convergência de series que no son series 
; de potências de x — b ó de x, pero que esíán íntimamente relacionadas con dichas 
series de potencias. Ilustramos este procediraiento en el siguiente ejemplo. 

«« gt 

r H Ejemplo 2. Encuentxe el conjunto de convergência de la serie Z —j-p . 

■PM» 

Solución. El término general de la serie dada es C n (x) = -—p , y tenemos 

C„ t (x) .. I 8* +1 **• 818 

~G^T “.li" 7\-W 

g 

Por otra porte < 1 siempre que |x| 3 > 8; por tanto la serie será absolutamente 
.. * Una deraostradón puede enconirarse en la obra de Fulks Advanced Calculas, Sec. 16.2. 


4 
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convergente sobre el conjunto 

{* | |*|* > 8 } = {* | |*| > 2 } 

y será divergente sobre el conjunto 

{* | M < 2 >- | 

Para determinar el comportamiento de la serie dada en 2 y —2, consideramos las 


series 


vBl-i + i + i + i+- 
,4s ( 2 )“ 


f 8 ‘ 
«(— 2)*‘ 


= 1 —1 + 1 —1 + 


Y» que ambas series divergen, la serie dada diverge en 2 y —2. Por tanto, cl con¬ 
junto de convergência de la serie Í«* el con ) unl ° í* > W > 2)> 

EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios dei 1 al 14 encuentre el intervalo de convergem 
cia y el conjunto de convergência de las series dadas. 








4. —1)‘(2*)- 

x* 

,H i(i + 2) ' 

8 . 


10. 1 + %* + %** + + - • 
n * 3T + 5T—7T + 

12. * + 2*^ + 3*fr + 4, |r + 

13. 1 — 2(*— 1) +3(*— 1)* — 4(* —1)* + 


14. 2(* — 2) + 


3(x — 2 )* . 4(x — 2) 3 , 5(« —2)* 


TT 


En cada uno de los ejercicios dei 15 al 20 encuentre el conjunto de conver 
gencia de la serie dada. 


15. Z(—1) 


Ul (2*-3)^ 
3i —2 


17. ±- 1 

21 — 1 1/ 


19- Z T 

s(- 


O 4 
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18- Z4- 

í-i 

20 . V-i—. 


«- 14 6 Kepresentaclón de funciones por medio de series de potências. 

|V- Debido al “buen" comportamiento de las series de potências dentro de sus intervalos 
I : de convergência (descrito en la sección anterior) írecucntemente cs ventaioso de¬ 
li tsrminar . <® COSO de que sea posible, una serie de potências que converja , una 

F(*) dada, sobre un intervalo. Sea F una función y f a,(x — b) * una serie de 
potências relacionadas en la siguiente forma *° 

F = [(*•?) Ir = Z<h(*—€ cj, 

J ^ es decir, dc manera que 

F M = ]£<»,(* —b)*, xÇC, 

Sfo‘)'r.- 4 »-o 

■ en donde C es un subconjunto dei conjunto de convergência de la serie; entonces 
l itamos 1' JC la sprie representa a In función F sobre el intervalo C. 
f'::: bu P on g amos que ^ cs una función que puede representarse por medio de una 

íserie de potência, J>(*-6)‘ sobre cl intervalo /, en donde I cs un subconjunto 

|\del intervalo dc convergência de la serie; es decir, supóngase que 

•;f (x) = 2 ai(x — b)* . ... y. 

''iV-.i* »*« .. 

= Oo + <h(*— 5) + <h(x — b)* + a,(x — b) 3 + • • •, X Ç í; 

.. Por cl uso repetido dei teorema 26 se concluye que F debe poscer derivadas de 
todos los ordenes sobre / y que 

§£« = + 2 a * (*— *>) + 3a,(x— b)> + 4a*{x—b)» 

+ 5a, (x — b) 4 + • • • 

1 ~ 2°» + 2 • 3a,(* ■— 6) + 3 • 4a* (* — b) * + 4 • 5a,(* — b) 3 + • * 

Rí*) - 2-3a, + 2-3-4 a 4 (x — b) + 3-4-5a !V (x — b) 2 + ••• 


^(*) - (2-3-4.A)a*+ [2-3-4.(A + 1)]W* —b) + 


pastituycndo b en lugar dc r en las igualdades (36) encontramos que para que la 
JR-Ê* 4 (* — 6)« represente a la función F sobre cualquier intervalo que con- 
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tenga a b e* ncccsorio que 

_rw _ F'"(b) . . . F*m _ j 

«i = F'{b), —— 2 —’ ^ — 2-3”’ * 2*3*4 •••** fe 

Es decir, si una serie de potências de * — b va a representar a una función F-’ : \ 
sobre un intervalo /, entonces F debe poseer derivadas dc todos los ordenes sobre 
J y la serie debe tener la forma 

f; (*—6 y = F(b) + r(6)(*—6) (*—*)■ 

i-o *• z * 


+ 2 a a c.-«- + 


+ £^) ( ,_ fr) . + 


(37) > 


La serie (37) recibc el nombre de serie de Taylor de F en el punto 6. g\ 

Observamos que los coeficientes de los n + 1 priraeros términos de la serie 
(37) coinciden con los coeficientes de los n + 1 primeros términos de la fórmuU| 
de Taylor con residuo dada en e! teorema 11 de la Sec. 8.9. Por tanto, es posiblèt 
usar aquél teorema para investigar la convergência dc la sucesión de sumas par- 
ciales de la serie de Taylor (37). Supóngase qtie F posee derivadas de todos los 
ordenes sobre un intervalo C que contiene al punto b, y hágase 


s.(*>=£^ (*-*>«. 


xZC 


i=0 *! 


de manera dc que {$„(*)} es la sucesión de sumas parciales de la serie (37). En¬ 
tonces, por el teorema 11 de la Secc. 8.9, tenemos que 

F(x) = S n (x) + Rn.x(x), x € C (g 

en donde R n + X {x), el residuo después de n + 1 términos, está dado por la fórmula 

*-'W=i7TTfT ( ‘- 6) “ 1 - l3 f 

siendo z un número para el cual b<z<x(úx>b) 6 x < z < b {si * < 

Por (38) vemos que la sucesión de sumas parciales (S„(*)} converge a F{x) sobi* 
C si y sólo si 

lim Rnn(x) = 0, * € C. 

Hemos demostrado el sigtiiente teorema. 

Teorema 27. Sea F una función con derivadas de lodos los órdenes sob 
un intervalo C que contiene al número b. Entonces una condición necesaria y s 
ficiente para que la serie de Taylor (37) para F en el punto b represente a F sobri 
d intervalo C es que 

lim R m *i(x) =0, x 6 C. 


en donde R„*i(x) está dado por la ecuación (39). 



,'UJ 
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;; ; Es decir, siexnpre que las condiciones dei teorema 27 se satisfagan, tendreraos 

*>*. *€C. («) 

v=o 

|;^ Expresamos esto diciendo que F(x) se ha desarrollado mediante la serie de Taylor 
,v en potências de x — b y que (41) es una reprcsentación dc la función F Bobre C. 
jfy; ... Debe observarse cuidadosa mente que la condición dada por la igualdad (40) 
ly no es sólo una condición suficiente para que la serie de Taylor de una función 
YfcF represente a la función sobre el intervalo C, sino que también es una condición 
sj> necesaria. Esto significa que al determinar si la serie de Taylor para una función 
$ dada F representa a esa función sobre un intervalo, no basta con sólo determinar el 
intervalo de convergência de la serie. Debemos encontrar el intervalo C sobre el 
cual se cumple (40). Toda función que posee derivadas de todos los órdenes en 6 
posee una serie de Taylor en el punto b. Sin embargo, esta serie de Taylor puede 
no.ser convergente en punto alguno con excepción de 6, y aún en el caso de que 
•1 converja sobre un intervalo C, puede no ser convergente a F(x) sobre ese in¬ 
tervalo. Un ejemplo de este último tipo de coraportamiento se presenta en la fun¬ 
ción F definida por 

F(*)=e-v* x¥z0 

f; F(o) = o. 

La función F es continua sobre Re, y es evidente que F posee derivadas de todos 
los órdenes sobre el conjunto { x | x=£0). Por medio dc inducción y de la defi- 
ón de derivada, puede demostrarse que la derivada de orden k de F{x) tn 0, 
E (t > (0), existe y es igual a cero para todo entero positivo k (véase en los ejercicios 
adicionales el número 13 al final de este capítulo). Por tanto todo coeficiente de 
la serie de Taylor de F en el punto 0 es igual a cero, y en consecuencia esta serie 
de Taylor convergo a cero sobre Rc. Sin embargo, F{x) cs nula unicamente cuando 
x = 0, y por tanto, aunque la serie de Taylor converge sobre Re, converge a 
(x) unicamente en 0. 

Para encontrar una fórmula para el término general de Ia serie de Taylor de 

de una función dada F, y para analizar la expresión lim f -—, (x — 6)" en 

1 T 1J ‘ 

forma directa, debemos poder encontrar una fórmula razonablemente sencilla para 

derivada de orden k de F(x). Frecuentemente esta es una tarea muy difícil, 
v?*** poder ilustrar los conccptos y los procediraientos, nos limitaremos a la consi- 
6ción de funciones en las que es posiblc encontrar la mencionada fórmula para 
?(*);. 

.De nuevo se advierte al lector que para demostrar que una serie de Taylor 
jpe ima función F realmente representa a la función cn el sentido de que 

FM =±f^l(x-by- -f.ee. (41) 

t«> »! 

o sólo debe demostrarse que la serie es convergente sobre C, sino que también 
demostrarse que lira R n *i{x) = 0 para x€C. 
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Ejemplo E Encucntre la serie de Taylor en 0 para la función exponencial 
F = {(x,y) | y = **) y demuestre que la serie representa a la función sobre Re. 

Solución. Para determinar los coeficientes de la serie de Taylor cn 0 para k, 
función exponencial, encontramos Ias derivadas sucesivas de F{x) = «* y l«s evfl * 
luamos en 0. Es conveniente disponer el trabajo como sigue: 


F(x) 

r(x) 

r(x) 


F( 0) = 1 

r( o) = i 

F"(0) = 1 


F«(*) = «*. ^(0)=L || 

Sustituyendo estos resultados en la serie (37) encontramos que la serie de Taylor 
de potências de * para la función exponencial es 


• i+ ’*ff + £ + - + íí + 


(42) 


Por medio dcl teorema 22 vemos que la serie (42) e* convergente sobre Re (véase 
ejercicio 1 de Ia Sec. 145). En consecuenda la aerie (42) representa a derta 
fundón sobre Re. Para demostrar que la serie (42) converge a e* sobre Re debe- 
mos probar qufe lim R n *x (*) = 0 en donde 

h-h» 

_ , , F'“ u (*) _ «V» 

R "*> (x) ~ (» + l)! * - (« + 1)! 

conO < x < x (si * > 0) ó * < z < 0 (si* < 0). Si 0 < 2 < *, entonces 


\R*iix)\<é Ê : 


* > 0; 


si * < z < 0, entonces c*< 1 y 


i R ~wi < nrnríl* * <0 - 


Hemo* observado que la serie (42) cuyo término general es G n (x) = , es con¬ 

vergente sobre Re, de manera que lim ~ = 0 para x € Re. Por tsnto, lim 

| ( n *+\y \ = 0 para * ^ Re * T tenemos 

lim \Rn+i(x)\ < tf lim *" - f = 0 t *>0 

n — .w tl). 


Üm \R„x(x)\ < Km Uwj - 0, * < 0. 




SERIES DE POTENCIAS/78» 


Ya que /?n *i(0) = 0, hemos probado que 


La ecuadón (39) nos da una expresión para R n + i(x) t que es el residuo des- 
pués de n + 1 términos. Sin embargo, frccuentemente se desea disponer de otras 
expresiones para R«. x (%). Una de dichas expresiones está dada por 

D /-V — F <n * l} (*) /„ (AH\ 


Ji.es W = ^ j fc (« — dt. (44) 

La forma de /?»♦,(*) dada por (39) sc llama la forma de Lagrange dcl residuo; la 
forma dada por (43) recibe el nombre de forma de Cauchy dei residuo; y la fonna 
dada por (44) es la forma integral dei residuo. 

Ejemplo 2. Encuéntrese la aerie de Taylor en el punto 0 para la función F 
definida por F{x) = ln (1 + x) t x > —1. Demucstrese que esta serie de Taylor 
converge hacia ln (1 + x) sobre el intervalo (— 1; 1]. 

Solución. Para F(x) = In (1 4- x) tenemos 

jKf F(*)= ln (1 + *), f(0)=lnl = 0; 

K: /••(*) = x- 7 —— . r(0) = 1 ; 


*•*>(*> = (-!)“■ '**’<*» = 

De esto resulta que d término general dei desarrollo de ln (1 + x) en serie de 

x •. Por tanto. 


Taylor de potências de x es (—1)" +1 — 
Ia serie de Taylor para la función dada es 
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osea .. . 

^ (—D U1 T . 145) 

»■! * 

Desçamos demostrar que 

lim «.«(*) = 0. * €( — 1 . 1 ] • 

Consideraremos dos casos. . 

Caso 1. 0 < * < 1. Aqui expresamos el residuo en la forma ac Lagrange 

(39). Y. que F<"‘> (*) = (— D* (1 + ^,., T yb = 0, obtenemos X 

R ,■> - (-DV _, 

en donde 0 < z < * ^ 1* Observamos que r<l + r y que < 1; por 

tanto, 

1 / * V* 1 1 

= 7Tt(tTt) < »+i' 

Como consecuencia, en el caao 0 < * < 1, encontramos que : g 

lim /?„* i(x) = 0. 

Caso 2. _1 < x < 0. Abora utilizamos el residuo en la forma de Cauchy 

(43) y encontramos • 

R*.s{x) - n j (1 + z)m .L (* -> l+z V.1- 

en donde — 1 < * < z < 0. Entonces 


iR... ( * ) i=lTTir(jr+7r) • 


Ya que — 1 < x < z < 0 podemos escribir 

z = 6x t 0 < 0 < 1 

de mancra que 

x — * = *(1 — 6 ), 

y ,p _ i*i / mi— f)i y_ My 1 ,, I*. 

~ |1 + 6x I 11 +**i ; !1 + 0x\ 1 + ** 

Observamos que 


y 


1 + o* > i + * > o ó o < < j-i-j 

°<CT <1 - 


) 

) 
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Por tanto, . y 

I < —1 < * < 0. 

Ya que lim |*|~‘ = 0 para — 1 < * < 0, resulta que, cuando —1 < * < 0, 

lim /?**, (*) = 0. 

*>'• *-»*« 

ya que la serie dc Taylor (45) converge a /*(0) = ln (1) = 0 en 0, hemos demos¬ 
trado que la serie (45) converge a ln (1 + x) sobre el intervalo (—1; 1]. Es dccir, 

Ml+ *)=* — -ÍÍ + -ÍÍ —Í1 + --.+ (—1)—— + •••. x€S— 1:11. 


—Ejemplo 3. Obtcnga la serie de Taylor en 0 para la fundón F definida por 

F(x) = (1 -f x) 9 

en donde p es cualquier número real, y derauéstrese que la serie converge a 
(1 + x) 9 sobre cl intervalo (—l; 1). 

Soluoión. Para la función dada tenemos 

!*(*) = (! + «)», f { 0) = 1; 

= p(l + *)'-*, ^(0) =p; 

ân*) = (p —l)p(l + x)'-\ r( 0 ) = p(p— 1 ); 

r*'(x) = <p — 2)(p — l)p(l + x)’-\ F’ f {0) =p(p— 1) (p — 2) ; 


F^(x) = O — (A — 1) ] CP — (A — 2)] P“>( 0) 

•••(p-1) Pi +*)"-*, 

Por tanto, Ia serie de Taylor en 0 para (I + x) 9 es 


Si p es un entero positivo o cero, entonces F™ (0) = 0 para toda k > p, y todos 
lo9 términos de Ia serie con exponente mayor que p llcvan coeficientes nulos, re- 
daciéndose la serie a un polinomio dc grado p que corresponde a la fórmula bino¬ 
mial ordinaria déí álgebra elemcntal. Por otra parte, suponiendo que p no ea ni un 
entero positivo ni cero, consideramos el residuo /?„*i(z) en la forma de Cauchy 
(43). Así obtenemos 
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en donde 0 < z < x (si x > 0) ó * < 2 < 0 (si * < 0). Ya que 0 < r < * ó 
x < z < 0 podemos escribir 

* = 0*. 0 < 9 < 1, 

y entonces • _ 

x—z = *(1 — 6h 


La ecuación (47) se convierte entonces en 

*.„(«) = P(P—D(P —2) - <P—Jj) (1 + «,)*—— fl) 

o bien 

Ahora supóngase que — 1 < * < 1; entonces 

1 — 


0< 


1 + dx 


< 1. 


Si p > 1 observamos que, ya que 

1 + 0x < 1 + |*|. 

0 < ( 1 + *»)”*< (1 + |*|)’ +1 . 

Si p < 1 encontramos que, ya que 

• l + 0x> 1—|*|, 

(1 + ex)’-i = (1 + 0 x y-p < (l — |*|)w • 

Por tanto, si — 1 < * < 1, entonces 

p<p— 1 )( P—^ •" (p ~ -- > (i ±»)»-*W* 1 , 

en donde se toma el signo más si p > 1 y el signo menos si p < 1. El valor de la ... 
expresión (1 ± x) v ~ l en la última desigualdad es independicnte de n. En conse- •; 
cuencia podemos probar que la serie (46) converge a (1 + x) p sobre ( 1; 

cuando p no es nn entero positivo ni cero, demostrando que 

. PAP—1)(P— 2) *•* (p n) , . M _ 


lim 


n 


para * € (— l; 1). Esto puede hacerse probando que la serie 
“ p(p— l)(p — 2) ••• (p —0 | a |„i 

es absolutamente convergente sobre (— 1; 1), y por tanto su término general ticn<S 
a cero cuando n+ 00 . Esto se logra por medio dei critério dei cociente en U- 
forma dei teorema 15; se pide que el lector complete esta discusión en el ejerci-| 
cio 5 al final de esta sección. ‘M 


De los resultados dei ejemplo 3 tonemos 

I a + ,)> = 1 + p» + + p(p-i) (p-«) ,, + ... 


p(p—l)(p —2) •••(p— n + l) 

ni 


*- + 


*€(—!;!). 


$! En este desarrollo de (1 + x) p en potências de * la serie de la derecha recibo el 
norabre de aerie binomial. 

Ejemplo 4. Use el resultado dei ejemplo 3 para obtener la serie de Taylor 
j}' : - en 0 para la función definida por F(x) = (1 — X a ) Determine también el 
% intervalo sobre el cual esta serie representa a la función. 
jf: Solución. Por el Ejemplo 3 tenemos 

f (1 + »>» = 1 + p, + i&jp» .. + p(p- i)(rrz *L «■+... 


. p(p —Dtp —2) ••• (p —n+1) a . + ... 

T nl . 

siempre que — 1 < u < 1. Reemplazando u por — x x y p por —$ en esta fórmu¬ 
la, encontramos i/V. 

(1—*•)-*= l + 5» , + ^** + Í44** + - 


1-3-5 


2-4-6 
(2n — 1) 


■*" 2-4-6 .(2n) 

^..siempre que — 1 < —** < 1. Es dedr, 

1 


* ,n + 


,.^1 + j 1 - 3 - 5 . 

VT=^ ÍT 2-4-6.(2 i) 


sobre el intervalo {* [ ** < 1}. 

EJERCICIOS 

£■£ 1. Obtcnga los primeros cinco términos no nulos y el término general de ia 
serie de Taylor para F = {(x,y) \ y = sen x ) en el punto 0. Demuestre que la serie 
V representa a la función sobre Re. Sugerencia: Use el hccho de que sen* y cos* 
están acotadas sobre Re. 

% 2. Use el resultado dei ejercicio 1 y el teorema 26 (ii) para encontrar los 

j.' cinco primeros términos no nulos y el término general de la serie dc Taylor en 
| potências de x para la función F = [(x t y) | y = cos*} y para probar que esta 
serie converge a cos* sobre Re. 

3. En el ejemplo 2 establecimos que 

Süjn(1 + u) = u - y + -••• -r (— l)"" 1 “* + *** » “ € (—*]• 
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Use este resultado para obtener los cuatro primeros términos no nulos y cl término | 
general dei desarrollo de In* de la serie de Taylor en potências de s —1. y para 
probar que la nucva serie converge a ln * sobre (0; 2]. jL- 

a TT— «J muiltadn dcl eiercicio 3 y el teorema 24 para obtener los cinco $ 
primeros términos no nulos dei desarroUo d. *ln* en serie de Taylor en I^tenau | 
do*—1. Determine el intervJo sobre el que este ser.e e i.verge « xln x. Suger | 
d». U serie de Taylor para F (») = * en potenoas de , - 1 es 1 + (* D- 
5. Demuestre que la serie 

- p(p — D (P — 2) (P—jlu h*i 


es absolutamente convergente sobre (—1; 1), y complete así la solución dei | 

Ejempk 3 q ^ ^ ^ ^ Tay]o[ potoici^ de u para la función deíuu- | 
da Dor Fia) = (1 + u)“\ usando el resultado dei ejemplo 3. . J 

^ (6) Use el resultado de la parte (a) para obtener el desarroUo del+*L Jj 
mediante la serie de T.yloi en potenci.s de *. Determme sobre que mterv.lo con | 

rÚTl^^dd ejercicio 6(6, j «1 teorema *(*>*« «^ 1 
el desiroilo de arctan x en serie de Taylor en potenc.a. de x. Determme sobre , 
aué intervalo converge esta serie a arctan *. 

8. Encuentre el desarroUo en serie de Taylor de potências de * para ircsen 

*. Sugeraiãa: A 

atcsen * = j íV _. 

9. Por medio dei teorema 25 obtenga el desarrollo de la serie de Taylor o| 

potências de * para t (x) — x 

10. Use el resultado dei ejemplo 1 para obtener el desarroUo en sene <fc, | 

Taí '&'\W“»^0 P “« e}cticTo‘lO'y el teores 24 para obtener el des¬ 
arroUo en serie Taylor de potência, de * para senh * =-j-Determine sobre| 

qué intervalo converge esta serie a senh x. 

EJERCICIOS ADICIONALES AL CAPITULO 14 

1. Si M ei una sucesión en la cual o* > 0 para toda n, demuestre que 
• ^ _► + & cu ando n -* + oo Jj» —* = 


2. Use el becho de que (1 + p)" > 1 + "P P«a p > 0 y que r* 
ro positivo para demostrar que si a > 1 entonces a*-» + « cuando »-* + *• 
8. Utilice los resultados de los ejercicios 1 y 2 para probar que s. |r| < tj 
entonces lim r* — 0. 


4. " Demuestre que la serie « + ar + ar» + ar* + • • * + + • * * cs COO: 

ver gente si y sólo si |r| < 1- i;;t 
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5. Demuestre que si la sucesión {F(n)) es convergente, entonces es acotada. 
Ln cada uno dc los ejercicios dei 6 al 9 determine si la serie dada converge 
o diverge. ° 


6 - Ztp 
8 . 


7. Z «n [»(»+£)} 
9. z s=m 


. 10. Demuestre que la serie 

j| i —K+ % — * + % —% 0 + —+■. + —, 

I en donde o. = l/n cuando n es impar, y c B = — [l/2(n — 1)] cuando n es par, 
« divergente. 

En los ejercicios 11 y 12 demuestre que la serio dada es condicional mente 
t.; convergente. 


IS. Considere la función F definida por 


F(x) = e-v-, x¥z0 

m jÈí:- F{0) = °* 

f - Use la definidón F'(0) para demostrar que F'(0) = 0. Luego, por el proceso de 
"jf ; V*í ucc,cm demuestre que F (k) (0) = 0 para todo entero positivo k. 


r 

( 








|xx —a| 


n*\ 


in + 1 )! 

y en la misma sección hemos usado este resultado para obtener una estimación 
dei error cometido al considerar a P n (x ,) como aproximación de f (*i). 

Por supuesto, ai se ha de hacer esta aproximación, dehemos efcctuar los 
cálculos numéricos necesarios para obtener el valoT numérico de P«(*i) con un 
número apropiado de cifras decimale». Por ejcmplo, ai sebemoa que el error 
cometido al usar Pt (3) para aproximar F(3) es menor que 0.00004, debemos 
calcular Pr (3) al menos con 6 cifras dccimales. 

El error debido a la selección dei esquema de aproximación se llama error 
de aproximación; el error producido al redondear deciraales en cl cômputo se 
llama error por redondeo. Cuando se nos pide que aproximemos Q con k cifras 
y. decinudes, debemos encontrar las condiciones apropiadas para que el error por 
aproximación sea menor que J(10’*) y hacer los cálculos numéricos con precisión 
. suficiente para que cl error por redondeo 6ea menor que el error por aproximación. 
p / En algunas situaciones se puede obtener una cota dei error en la aproximación 
de F{x 1 ) por P n (* 1 ) usando el teorema 13 de la Sec. 14.3. Por conveniência 
1 enunciaremos nuevamente este teorema. 

Teorema 1. Si 2(—l) 4 a t es una serie alternante convergente donde a n > 


Aproximaciones 


15.1 Aproximación Polinomial. Hemo» considerado algunas aproxima¬ 
ciones polinomiales en la Sec. 8.9, al referimos a la fórmula de Taylor con residuo 
para F(x). El estúdio de las series infinitas dei capítulo 14 da una base para 
consideraciones adicionales de estas aproximaciones. 

Usaremos P n (*)» como en la Sec. 8.9 para representar el polinomio de Taylor 
de grado n de F(x) en a, y P*™ representar al residuo después de n + 1 

términos en el desarrollo de F(x) por la fórmula de Taylor. En otras palabras, 
consideraremos al residuo R»+ i(x) como el error cometido cuando el polinomio 
P n {x) se use para obtener el valor aproximado de F(x) correspondiente a cual- 
quier valor permitido de *. En la Sec. 8.9 vimos que si desarrollaraos F ( x) en po¬ 
tências de (x — a) por la fórmula de Taylor con residuo y que si |F (,l,1) (x)| ^ M 
para a <2 < x x ó < z < a (donde M es un número positivo) entonces 
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<h»u el error cometido al usar la suma de n términos de la serie para representar 
la suma de la serie es menor que el valor absoluto dei término (n + 1 ). 

Ilustración, dcl ejercicio 2 dc la Scc. 14.6, vemos que 


para * reaL Usaremos P«(x) en este desarrollo para encontrar una aproximación 
de cos y por cl teorema 1 determinaremos una cota dei error en esta aproxi¬ 
mación. Al igual que en el ejemplo 7 de la Sec. 8.9 si usamos 


encontramos 


Pé(i) = 0.877,582,5 


donde la serie de la derecha es una serie convergente alternante. El teorema 1 
noa a segura que el error al usar P 9 (i) como una aproximación de cos $ es menor 

que -^ 57 — = 0.000,000,1. Como el término * es positivo, nuestra conclusión 


es que 

cosi = 0.877,582,5, 0 

y que el erTor de esta aproximación es por defecto y menor que 0.000,000,1. Por 
tanto coa i = 0.877,583, es correcto hasta la sexta cifra decimal. 

Note que en la aproximación de cos i, el teorema 1 nos da una raejor estima- 
ción dei error que la que nos da el método dei ejcrcicio 7 de la Sec. 8.9. 
Recordemos que 

d + »)> = 1 + p. + + '(r-V/P- JL* + - f| 


+ J11 P-w-vr-x* d - ' * * (3) 

A • . i/ÍTÍ 

(Vea ejemplo 3, Sec. 14.6). Hemos visto que si p es un número real, entonces se 
verifica (3) para |*| < 1. Si p es un entero no negativo, la sene binomial de la 
derecha es un polinomio de grado pi para otros valores dc p, la serie binomial 
es una serie infinita. 

Los coeficientes de las potências de x en la serie binomial, esto cs los números, 


se llaman coeficientes binonúalcs y frecuentemente se representan por 
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Con esta notación (3) queda en Ia forma 


Sea /? n (x) definida por la igualdad 


esto es, /?„(*) es el residuo después de n términos de la serie binomial de ( 1 +x)*. 
Observe que 


etc... Por tanto 


En el caso de que p> 
etc.; entonces 


si p > — 1 , entonces 


consecucncia, si 


Ejemplo (a) Obtenga la serie binomial de (1 + x) l/> . 

(ó) Si se usa la suma dc los cuatro primeros términos de la serie binomial de 
0.024) 3/ * como una aproximación de ^1.024, use el teorema 1 para demos- 
que el error Ei en esta aproximación es menor que 0.000,000,013. 

(c) Calcule una aproximación de ^1.024 correcta hasta la novena cifra 


(d) Observe que 2 


(1.024), de tal manera 


use los resultados de los incisos ( 6 ) y (c) para encontrar una aproximación 
correcta hasta la sexta cifra decimal. 
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Solución. (a) Por (3) sabemos que 

* ‘ Ãi ' • m 

m-iHi- a) —(*—i 
+ »! JÜH 

(7)$|| 

para * 6 (—1*1) • ^Él 

(6) Si hacemos x = 0.024 en (7) oblenemos una serie alternante P ara |p 
(1 + 0.024) v *. El teorema 1 no» asegnra que d error cometido * l ^ 
de los 4 primeros términos de la serie como una aproxrmacron de (1 + 0-024) , 

es menor que d valor absoluto dei quinto término. Si des.gnamos este error por | 

tenemos 


£x< 


|(—%)(—%) ( — m^-(0.024)‘, 


Si 

'f 

i 


Ex < 0.000,000*013. 4r-mS 

Como el quinto término dc la serie es negativo, la aproximación es por «ceso^J 

(c) P»{x) t la suma de los cuatro primeros términos de (7) es 

Pa (*) =1+ %*—**’ + %!**• MM 

Si efectuamos los cálculos hasta la novena cifra decimal, encontramos que g |jj| 
P, (1.024) = 1 + % (0.024) —% (0.024)* + % j (0.024)* = 1.007,936,8^..-^ 

(d) Notamos que 

1%P, (1.024) =1.259,921,06, * | 


cs correcto hasta la octava cifra decimal, y que el error al usar V& P *< 1 |||j 
corao aproximación de 'fò es menor que « 

i% (0.000,000,013) ó 0.000,000,02, 


W:Í 

iV 


y esta aproximación es correcu hasta la octava dfra decimd. Como la aproai».- 
ción 1 %P*(1024) es por exceso concluímos que 


«^2 = 1.259,921, 


- 

m 


es correcto hasta la sexta cifta decimal. 


EJERCICIOS 

1u (a) Oblenga la serie binorainal para (1 + x) 1/{ . 

(b) Si la suma de los cuatro primeros términos do la serie binomW;,| 

mÊBÊ 


i 
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(1 + 0.124) 1/4 se usa como una aproximación de ^1.125, use cl teorema 1 para 
demostrar que el error E x en esta aproximación es menor que 0.000,009. 

(c) Calcule esta aproximación dc ^1.125, correcta hasta la sexta cifra de¬ 
cimal. 

(d) Basándoso en que ^18 = 2(1 -f 0.125) 1/4 y en los resultados de Ias 
partes (6) y (c) cncucntre una aproximación paia >/Í8 correcta hasta la cuarta 
cifra decimal. 

2. Use la serie (7) dei ejemplo para aproximar ^L2 hasta la cuarta cifra 
decimal. 

3. (a) Obtenga la serie binomial de (1 + x)' u \ 

( b ) Use el resultado de (a) para aproximar 1/V0.98 hasta la quinta cifra 
decimal. 

4. Us e los tres primeros términos de Ia serie dei ejercxcio 1 (a), para aproxi¬ 
mar -#162 hasta la séptima cifra decimal. 

5. Aproxime sen 10° hasta la cuarta cifra decimal. 

6 . Use el resultado (6) para demostrar que i/T+~x = 1 + $x con un 
error menor que 0.0003 si \x\ ^ 0.05. 

7. Use el resultado dei ejercicio 6 para aproximar ^1.04 hasta la tercera 
cifra decimal. 

8 . Determine el intervalo donde senx = x —con un error menor que 

0 . 002 . 

9. (a) Determine la serie binomial de_(l -f x)^ 9 . 

(6) Use esta serie para aproximar V12 hasta la cuarta cifra decimal. 


v- : 15.2 Construcción de tablas exponencial es y trigonométricas. Por 
el ejemplo 1 de la Sec. 14.6 sabemos que 


en Re. Este resultado se puede usar para construir tablas de potências de e. Se 
puede obtener de varias raaneras una estimación dei error cometido cuando se usa 
p »(*i) para aproximar e* 1 (vea ejemplo 5 de la Sec. 8.9; ejemplo 8 de la Sec. 8.9; 
y ejercicios 2 y 3 de los ejercicios adicionales al final de este capítulo). Si x t < 0, 
se obtienc una serie alternante convergente para c*\ y se puede usar el teorema 1 


fe. Ejemplo 1. (o) Usando la suma de los cuatro primeros términos de la 
^rie,(8) como una aproximación de e“ 0 ’ 1 , cncuentre por medio dei teorema 1 una 
Cota dei error en esta aproximación. 

!*:V (6) Use los cuatro primeros términos de la serie en (8), para aproximar e~°* 
Hasti la cuarta cifra decimal. 


Solución. (a) Si hacemos x = —0.1 en (8) obtenemos una serie alternante 
f 01 . El teorema 1 nos dice que el error cometido al usar la suma de los cuatro 



( 
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primcros términos de esta serie como una aproximación para e °' es menor que 
el valor absoluto dei quinto término. Si designamos este error por £, tenemos 


£ <|24èõõ|"= 0 - 000 ’ 004 ' 2 ' 


E < 0.000,004,2. 

Ya que cl quinto término de la serie es positivo, la aproximación es por defecto. 
(6) P,(x), I a de los cualro P rimcro * términos de Ia 8enc 08 

P t (x) = l + * + 'f- + T* 

> P.(0a)=l-i + ^-i^0.9O4.833. 

Como U mproximación P.(0.1) tiene >m error por defecto de no más de 
0.000,0042, concluímos que 

e-°'r= 0.904,8, 

es correcta hasta la cuarta cifra decimal. 

Las tablas trigonométricas de sen* y cos* se pueden construir usando las 

igualdades 

scn* = «—|y + ^~fr + + (—D "" 1 (2»—iJT + 


cós * — 1-£ + fy+ *•*+ <— 1,n ' 1 (2n — 2) 1 + *" 


las cuales a* verifican para todo valor de *. Ya que ambas series son altemantes 
para cualquier valor de *, el teorema 1 se puede usar para producir una estima, 
ción dei error en una aproximación que use (9) ó (10). 

Ejemplo 2. (a) Si la suma de los cualro primeros términos de la serie (10) 
se usa como una aproximación de cos 1 (1 significa un radián), encuentre usando 
el teorema 1 una cota dei error en esta aproximación. 

(6) Use los cualro primeros términos de (10) para aproximar cos 1 Ml» 

la cuarta cifra decimal. 

Solucióru (a). Si haccmos x = 1 en (10) obtenemos una serie alternante 
para cos 1, y cl teorema 1 nos dice que cl error cometido al usar la suma de 
los cualro primeros términos de esta serie como una aproximación de cos 1 es 
menor que el valor absoluto de quinto término. Si representamos este error poT E, 

„J!L 1 i 


8f 1-40,320 ’ 


ó 


E < 0.000,03. 
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Como el quinto término es positivo, la aproximación es por defecto. 

; . (6) />.(*), la suma de los cuatro primeros términos de la serie (10), es 

P.(x)= l —* + * — 

i 

| />.( l)=l-l + à-4 = S^0.540,28. 

Como la aproximación P*( 1) tiene error, defecto y, no mayor que 0.000,03, 
concluímos que 

cos 1 = 0.5403, 

es correcto hasta la cuarta cifra decimal. 

EJEKCICIOS 

En cada uno de los ejerdeios dei 1 al 8 aproxime la cantxdad especificada 
hasta la tercera cifra decimal usando la 9erie de Taylor. 


1. «•. 

3. «r*. 

5. e 22 . 

7. cos 2 o = cos 0.0349. 


2. V7. 

4. e 0 *’. 

6. e -0 ' 2 . 

8. sen 2 o . 


9. Use la serie de Taylor en potências de (x— ^) para d sen 32° hasta 
cuarta cifra decimal. 

\ Suge renda: 32° cn radianes es y ~ — ^ = 0.0349. 


; 15.8 Construcción do tablas de logaritmos. Como lnx no está defi¬ 

nido para x = 0, no hay serie de Taylor para ln x en potências de x. Para calcular 
logaritmos se pueden usar las igualdades; 


ln (1 + x) = x — y + y — y + 


+ (-i)- I f + 


*6 (—1:13. 


sxn embargo, la primera igualdad es cierta solamente para *£(—1; 1] y la 
segunda igualdad se verifica solamente para x £ [—1; 1). Además sucede que 
estas series convergen lentamente excepto en el caso de que x aea numéricamente 
pequena, y para hacer pequeno el error cuando estas series se usan para aproximar 
■ln (1 + *i) ó log (1 — Xi) se debe tomar un número de términos muy grande, 
!$rmenos que !*i| sea muy pequena. 

Procederemos a de9arrollar una serie que es más conveniente para el cálculo 
de logaritmos. 
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Si restamos la segunda igualdad dada de la primem, y usamos el hecho 
dc que 

ln = ln (1 + *) —ln (l *), 

tenemos por el teorema 23 de la Sec. 14.5 que 

ln r=7 = 2 (* + T + T + T + ■")’ 

expresión válida paia \x\ < 1. Para transformar la serie anterior a una más 
cómoda para cálculos, hacemos 

l+« _ AÍ + I . 


donde /V es cualquier entero positivo. Entoncea 


2 N + 1 


y tenemos ^ ^ ^ 

in w + 1 ) = 10 * + 2 [svVi + 1 (am) + 5 V2/V + l) + "‘ 

Observamos que para cualquier entero positivo .V 

1 ^ i 

X -W+T <1 - 

Por tonto jx| <1 para cualquier entero positivo JV. En consecuencia, la igualdad 
(11) es válida para todo valor entero positivo de N. 

Podemos encontrar usando (11) una aproximación dei logaritmo de base c 
de cualquier entero positivo iV + 1, si se conoce el logaritmo de /V, o una aproxi- 
mación de log N. Partimos haciendo N = 1 en (11) y usando el hecho de que 
ln 1 = 0, obtenemos 

ln 2 = 2[J + *(*)• + *(*)’ + H(J) T + %(*)•+•••] 

== 2(0.333,333,33 + 0.012,345,68 + 0.000,823,06 
+ 0.000,065,27 + 0.000,010,08 + •••). 

Si sumamos los cuatro primeros términos, obtenemos 

ln 2 = 2(0.346,572,97) ó ln 2 = 0.693,15 

correcto hasta la quinta cifra decimal. íjf 

Para encontrar una aproximación de ln 3, hacemos A r = 2 y usando Ia 
aproximación de ln 2 en (11) obtenemos 

ln 3 = ln 2 + 2» + «*)• + *(*)’ + H(i) 7 + • ■• ] 

==\rx2 + 2(0.200,000,00 + 0.002,666,67 + 0.000,064,00 
+ 0.000,001,80 + •••)- 


! 
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Al sustituir la aproximación de ln2 y usar la auma de los cuatro primeros 
términos dei parêntesis, obtenemos . *:> • 

ln 3 = 1.098,610,08 ó ln 3 = 1.098,61 

correcto hasta la quinta cifra decimal. 

Podemos establecer una cota en el error cometido al aproximar un logaritmo 
por medio de (11) en la forma siguiente 

. Si el último término usado cn el cálculo de ln (N + 1) es 1 
$fr,, 1 \*«-i 

1 2 i\> ) e l error está dado por 


Entonces 


WTT‘ 


E = 2A m ” 




IbTTT T TzT+ã * 2ÍTT5 + '■* 


Por tanto 


^<^ TT (l + A 5 + á- + á‘ + ..-) 

r> . 


Para ilustrar el uso de (12), en la aproximación de ln 2 vemos que 

j|-’ Et < JÕTI-Ii)*] = è(l) - °' 000 ’ 001 ' 2 - 

En la aproximación para ln 3 encontramos que 

E,< 9ít— !í)*j = m (I) - O- 000 ' 000 ’ 12 - 

En conclusión, vemos que 

ln 2 = 0.693,15, 

correcto hasta la quinta cifra decimal. 

: Al investigar el error en la aproximación de ln 3, debemos considerar E t 

(el error en la aproximación dc ln2) así como ya que la aproximación de 
ln 2 se usó para el cálculo de la aproximación de ln 3. Como 

< 0.000,001,2 y E a < 0.000,000,12 

;(v' 

se deduce que el error cn la aproximación de ln 3 es menor que 0.000,001,32. 
En consecuencia, podemos establecer que 

In 3 = 1.098,61. 

ícorrecto hasta la quinta cifra decimal. 


I 
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Note que loa ln 2 y In 3 calculados son de base e o logaritmos natural» 
Si deseamos obtener el logaritmo común (o el logaritmo de base 10) de un número 
N basándonoa en su logaritmo natural, usamos la igualdad 

. v _latf 1 


I 


log, 0 N == (0.434,295,5) ln N . 

En la construcción de las tabla* de logaritmos, el cálculo de logaritmos de a 
números primos es básico, el logaritmo de otros números sc puede obtener de ellos 
usando las leyes de logaritmos. 

Ejemplo. Sg 

ln9 =ln3* = 2ln3; lnj=ln2 — ln3; In6 = ln2 + ln3. 

/* .T*3 

EJERCICIOS 

Aproxime cada uno de los aiguientes logaritmos hasta la cuarta cifra decimal. ? 


1. In5. 

8. ln 11. 

5. In4. 
7. In8. 

9. bijo‘2. 


2. ln 7. 
4. ln 13. 

6. ln 6. 
8. ln 10. 

10. Inio 3. 


W‘ 


15.4 Intogrnción aproximada asando series infinitas. La integral 
definida J* F{x) dx se puede calcular cuando podemos encontrar una antideri- 
vada de C*de F en [a; b]. Por el Teorema Fundamental dei cálculo, obtenemos.. 


W' 


j F(x) dx = G(x) = G{b) — C(a). 




Sin embargo, como comentamos cn la Sec. 7.1 no siempre es posible expresar : 
fF(x) dx en términos de la correspondientc de x bajo una función C quMjf 
pueda obtener por medio de sumas, produetos cocientes o composiciones de|g 
número finito de funciones algebraicas. trigonométricas, trigonométricas mverip 
exponenciales, o logarítmicas. 

Las integrales 

J52Í*. \ «-<&. \ídx, JVT=lFrf» ^ 

son dei tipo antes mencionado. & 

Algunas veces podemos encontrar un valor aproximado dc J^F(x) dx usan 

una serie de potências. El proccdimiento es simplcmente desarrollar el integra 
F(x) en una serie de Taylor, y después integrar término por término, tantos “ 
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se desee. Esto es para aproximar j F(x) dx, desarrollamos F(x) en una serie de 
potências 

F{x) = ao + a x x + o** 3 + ‘ • * + + • * *» W < K 

y después integramos término por término para obtener 

’?: j V(*) dx = j Oo dx + ^a x x dx + ^OtX 2 dx + • • • + dx + *"» 

% Í/M * = “•*]+ T]+ °*T]+ '” + "■ Ãt]. + ''' ’ (13) 

Por supuesto, los limites de integración a y b deben de estar dentro dei inter¬ 
valo de convergência de la serie de potências. En particular, si |*i| < A teneraos 
Ppr (13) que • 

:r F{x) dx = a Q x 1 + ai^- + + n i + "* " 

Por ejemplo, 6C puede demostrar que (vea ejerdeio 6 de la Sec. 14.6). 


;íi + t i 


-1— í* + í 1 — /«+ ••• + (—i )-»*« + 


< 1. (15) 


Como í r-^—T — arctan x (vea ejercicio 7 de la Sec. 14.6), tenemos poT ,(14> 

J o 1 + * 

y (15) que 

arctan x = x — ~T + \ -4-- + (—l)"' x 2 n — I * • 1*1 

Jk dó) 

De esta manera obtenemos el desarrollo de la serie de Taylor en potência de x para 
arctan *, en forma mucho más fácil que usando la fórmula de Taylor dircctarnento 
para arctan x. 

i. Ejemplo 1. Calcule ( -——d* correcta hasta la tercera cifra decimal. 

Solución. Al usar la igualdad (10) que se verifique para todo valor de x , 
y d teorema 25 dei capítulo 14, obtenemos 


En consecuencia 


cos* _ 1 * , *• „ / n 

——2r + 4T-6T + - *^°- 


Í, 22 r- ix= \\À dx - Lfr* + Lí* - LS* + 

«ntonces 

* = ln *1 “ T L + 551,-4^ L 


+ .... 
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12. arcmntf. 13. arctan0.3. 

14- Demuestre quo w/4 = arcUn*£ + arctan%. Lse esta ígualdad y ei des- 
arrollo (16) para arctan x para demostrar que 7 r /4 = 0.78539 es correcta hasta 
la cuarta cifra decimal, y despucs demuestre que *==3.14156, es correcta hasU Ja 
cuarta cifra decimal. 

15J> Integración aproximada por medio de la regia trapezoidal. fl 
método de la Sec. 15.4, por medio dei cual aproximamos j fl F(x) usando ei 
desarrollo en serie de potências de F{x), puede no ser conveniente si esta serie 1 
converge lentamcnte. Además el método de la Sec. 15.4 no se aplica cuando sola- 
mente conocemos los valores de F[x) para valores particulares de x y no podemos, 
encontrar el desarrollo dc F(x). En esta y la próxima sección desarrollaremos 

métodos para aproximar j F(x) dx t que se pueden aplicar en cualquiera de los 

casos anteriores. En estas secciones supondremos que F{x) >0 para x € [a; b). 

Procederemoe a deducir una fórmula que aproxima a ^ F(x) dx cuando j 

conocemos algunos valores de F(x) para valores particulares dc x£ [o; 6 ]. Aun- 
que los valores do x se pueden tomar arbitrariamente en el intervalo [a; 6 ], res¬ 
tringiremos nuestra atención a valores de x tomados en intervalos iguales. Por. 
conveniência dispondremos estos valores de x y los valores correspondientes de’; 
F(x) en una tabla dc dos columnas, una para * y otra para F(x). 

Sea P n una partición que divida el intervalo [a; 6 ] en n partes, cada una de 

longitud Ax = siendo los puntos que determinan esta partiçión 

x 0 = a,x l = <x + Ax,x 2 = o + 2A*, • • • ,x*- x = fl + (n— l)Ax, x„ = 6 . -j 

Estos valores de x y los valores correspondientes de F(x) se muestran en la, 
tabla 15.1. 

Los valorea dc la segunda columna sc pueden calcular si tenemos una formula 
para F(x). Si F(x) no se conoce, los valores de la segunda columna se obtienen 
por algún otro método por ejemplo observación o experimentación. Aunque no 
suponemos que conozcamos una fórmula para F[x ), supondremos la existeitci*. 
de una función continua F, cuya gráfica contenga a los puntos de la tabla. 

De las contideraciones dei capítulo 5, sabemos que cada una dc las sumas 

V. F [a + (i — 1) Ax] Ax = A x £ F[o + (f —-1) Ax] (W| 

ftl. 4-1 fsfi 


T F(a + i Ax) Ax = Ax £ F(a + i Ax) 0m 

1.1 ■ 

cs una aproximación de j* F(x) dx. Insistimos que la suma (17) es la suma % 
las áreas de n rectángulos, con Ax como base y alturas 

F(a), F(a +Ax), F(a + 2Ax),**',F[a + (n — l)Ax). 
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Similarraente, la suma (18) es la suma de las áreas de n rectángulos, con Ax 
como base y alturas y L'vji£í 

F(a + Ax), F(a •+■ 2Ax), F(a + 3Ax),---,F(ò). 

Tabla 15.1 


a + Ax 
a + 2Ax 
a + 3Ax 


F{o) 

F(a + Ax) 
F(a + 2Ax) 
F{a + 3Ax) 


a + (n — 1) Ax 

b 


F[a + (n — l)Ax] 
F(b) 


Consideraremos ahora otra suma que es una mejor aproximación de j F(x) dx ; 

que las sumas (17) y (18). Esta nueva suma se basa en área de trapecios, cn 
lugar de áreas de rectángulos. 

En cada punto (xí, 0), donde x t =o-f £Ax, construimos la ordenada con 
longitud yi = F(x t ), y construimos trapecios, como se muestra en la Fig. 15.1. 
El área de un trapecio cs igual a la mitad dei produeto dc su altura por la 6 nma 
de las longitudes de sus lados paralelos; en consecuencia, el área dei primer tra-;. 
pecio cs 

*Ax(y 0 + yx). 

el área dei segundo es 

ÍAx(y x + y») y 

el área dei enésimo trapecio es 

iAx(y,.j + y.). 

Sumando estas expresiones, obtenemos la suma de las áreas de n trapecios que es 

Ax[iy 8 + yi + y« + • • • + y-» + 4y«]- 

Como ésta suma es una aproximación de área de Ia región limitada por las gráficas 
de y = F{x), y = 0,x = ay x = 6 , tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 2. Sea F una función caracterizada en el intervalo [a; 6 ] por 
la tabla 15.1, sea n un entero positivo y Ax = • . Si yi = F{a + £ Ax) para 

£ = 0 , 1 , 2 , entonces 

j F(x) dx == Ax y 0 4* yi 4* ya + • • • + y«-x + 7 ; yn^ (19) 
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Este teorema se conoce como la regia trapezoidal . 

Observe que cn el segundo miembro de (19) lo* coeficientes dc y» y y» son 
1 y las demás ordenadas lienen coeficiente 1. 


Gráfica de 


Generalmente no hay manera dc determinai el error cometido al aproxiroir,,|| 
^ F{x) dx usando (19). Sm embargo, si la gráfica de F es côncava bacia arriba 

en (a; 6), las cuerdas que unen los extremos de Ias ordenadas yo, yi*y», *' * 
están arriba de la gráfica. En consecuencia, el área de cada tiapecio es mayor : -J 
que el área bajo el correspondientc arco dc la gráfica de F. Entonces la aproxima¬ 
ción para # 

j F{x) dx dada por (19) es mayor que \ a ^(x) 

En forma similar, si la gráfica de F es côncava hacia abajo en (o; ô), la 
aproximación para dx dada por (19) cs menor que J^(*) Jx - 


Ejemplo 1. (a) Use la regia trapezoidal, para encontrar una aproximación 
para J Vxdx dividiendo el intervalo [0; 5] en 10 partes iguales y redondee « 
a tres cifras decimales. MM 

( b) i Es esta aproximación mayor o menor que [ yfxdx ? 

(c) Calcule J Vx dx por el teorema fundamental dei cálculo. 

Soluciôn. (a) kx = 0.5 y ‘-'áSS 


* 9 

*1 

>2 

y i-x y < y « m 

X S x -M 

to *1 x 


-1 *t 



1.000 


jefe - • *10 

AI usar (19) obtenemoa 


entonces 


Hv : '«-j*** r 

Observe que F"(x) < 0 para x£ [0; 4- co) y por tanto la gráfica de la función 
(Uy) |y = * l/t ) es côncava hacia abajo en (0; + oo). En consecuencia 

!a aproximación obtenida en (a) es menor que J Vxdx. 

(c) En este caso tenemos 


j * l/ * ** = i** 7 * = Í(5)V* = i%VS ^ 7.454. 

Ejemplo 2. Use la regia trapezoidal para encontrar una aproximación dei 
área A dc^lAT-egión limitada por el eje x y las gráficas de x = 0, x = 2, 
y y = VI + x*. Tome 4 y redondee a tres cifras decimales. 

V Solución. A = f a Vl + x 1 dx, y nuestro problema es aproximar J Vl + x*dx 
por la regia trapezoidal. 

gf2 — 0 

! V; Como n = 4, àx = — - — = y 
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AJ usar (19) obtenemo9 


—— *— / - 

A = J* VI + x*dx-.= 3283. 

EJERCICIOS 

1. Use la regia trapezoidal para encontrar una a proximac iôn dei área de la 
región limitada superiormente por la gráfica de y = V x’ — 1, a la izquierda por 
la gráfica de x = 2, inferiormente por cl eje *, v « la dcrccha por Ia gratica de 
x = 3. Tome n = 6 y redondee a dos cifras decimales. 

En cada uno de los ejercicios dei 2 al 4 use la regia trapezoidal para encontrar 
una aproximaciôn de j V4 — r 2 dx. ? 

2. Tome n = 3 y redondee a dos cifras decimales. 

3. Tome n i= 5 y redondee a tres cifras decimales. 

4. Tome n = 7y redondee a tres cifras decimales. 

5. Por intcgración calcule el valor de j V-l —x“ ix correcta hasta la ter- 

oera cifra decimal y compárelo con los resultados de los ejercicios 2, 3 y 4. 

Nota: Al final de U Sec. 15.6 aparecen ejercicios adicionalcs sobre el uso 
dc la regia trapezoidal. 

15.6 Integración aproximada por la regia de Simpson. Dcsarrollare- 
mos el método llamado regia de Simpson para aproximar J^(x) dx. Antes de¬ 
mostraremos el siguiente teorema. 


Teorema S. Sea y = G(x) = rx* + sx + l una ecuación de la parábola 
con eje vectorial determinada * por los tres puntos no colineales 

{a, 7o). (—rf— • 7»)» 7*). 

donde y 0t Ju 7* *>n no negativos. Entonces el área de la región limitada por esta 
parábola, el eje x y las gráficas dex-ayx-b es 

A = J*C(x) dx = [C(«) + 4C + £(*»)] 

A = “-^—(70 + 4 yi + 7») • Vfyj 

Qemostración. Al usar el método de integral definida, obtenemos 

A,= £c(*)<fe = j\rr’ + « + t) dx = [§** + f** + «*]’• 

• Por tres pontos distintos no collnealc9, pasa una y solo nna parábola con eje vertical. 
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Por tanto 


ieneraos 


= r(ò 8 + 2a6 + a») + 2j(ô + a) + Au, 

7i = C(6) = r6* + sb + X, 
de esto se deducc que 

7o + 4/i + 7« = 2r(6* + ab + o*) + 3s(6 + a) + 6 1. 

Se deja al esludianle d conipxobar que (20) puede deducirse de (21) y (22) 


Gráfica de F 


Ahora deduciremos Ia regia de Simpson. Sea F una función tal que F(x ) > 0 
para x € [a; 6]. Sea n un enUro par y P* una partición dei intervalo [a; 6] en 

n partes, cada una de longitud Ax = 5 y determinada por los puntos 

Xo = a, * x = a + Ax, • • •, x\ = a + l Ax, • • •, x* = b. 

En cada punto x<, i = 0,1,2,3, • • •, n construimos la ordenada con longitud 
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yj =/•(*,), como se indica cn U Fig. 15.2. Como n cs par, podemos dividir el - J 
intervalo [.; 6] en »' *>»& * = i* “«»*> *«“ ,abm,en,al4 * || 

[*o5 *ajf [**5 *«L • • *» [*»-«■> j|j 

Sea R\ la región limitada superiormente por la gráfica de F inferiormente 
por el eie *. a la ixquierda por la ordenado y 0 y a la derecha por la ordenada y,. *|j 
Sean regiones semejantea, las regiones *»»**' '•*** cwresponden^ 

respectivamente a los n' subintervalos descritos (vea Hg. 15.2). 

Si consideramos la expresión, :-S| 

Ai = + t«)» |f|| 

por el teorema 3 vemos que * es el área de la región limiuda a » bqM 
por la gráfica de * = «, inferiormente por .1 eje «, a 1» derecha por la graf.ca 
de x = x„y superiormente por la parábola que pasa por los puntos (x 0 ,y 0 ). 
yx ) y (x»y t ). Tomaremos A x como una aproximación dei area de R u 

y -d. = ^ (JT. + 4J-. + r.) I 

como ona aproximación de árc» R, y »s! sucesivamente, con 

An' = (y.-. + + y.) 

como una aproximación dei área Rn'- 

Somando las apioximaciones A» A» — , A.- de las áreas de las regiones, , 
•••*•' obtenemos 

A + A + —+ *.• 


1 

!£■ 

w 

I 


— (y 0 + 4yx + 2y, + 4y, + 2y* + 4y» + ••• + 2y„- a + 4y.-i + y«). 

o 

donde n' = Jn- Con lo anterior hemos demostrado el siguiente teorema. 

Teorema t S« f ™ /unci*. cameterizada por lor pores de la lablc 
15.1, siendo n par y A* = ^ . Si y, = /(» + * A») para i = 0, 1. 2. • • •.«... 

cntonccs 




[ b F(x) dx = ^(yo + 4yi + 2 y 3 + 4y s + 2 y* + 4y 5 + •• • + 2 y,-* + 4y»-i + y»). 

3 (23)1.J® 

Este teorema se conoce como la regfcr de Simpson. 

Observe que en el parêntesis dei segundo miembro de (23) los coeficientes-de^J 
y 0 y y n son iguales a 1, los de y con subfndice par son iguales a 2 y los y co*pM 
subíndice impar son iguales a 4. 


r 
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Ejemplo. Use la regia de Simpsoir para encontrar una aproximación de 


1 + x 3 dx. Tome n — 4 y redondeo a tres cifras decimales (ver ejeraplo 2. 


Sdución. Al sustituir en (23) los valores de y®, yi, y* f y, y y* que 6e encon 
traron en el ejemplo 2 de la Sec. 15.5, obtenemos 


[1.000 + 4(1.061) + 2(1.414) + 4(2.092) + 3.00) 


(19.440) 


En consccuencia, por Ia regia de Simpson 


1 + dx = 3.240 


En el ejemplo 2 de la Sec. 15.5 usando la regia trapezoidal se obtuvo el resultado 


fcn la xnayona de las ocasiones una aproximación de j r (x) dx dad; 
regia de Simpson es más exacta que la obtenida por la regia trapezoidal 


EJERCICIOS 


'V En cada uno de los ejercicioa dei 1 al 6 use (a) la regia trapezoidal y (ò) la 
regia de Simpson para encontTar una aproximación de la integral definida dada. 
En cada caso use el valor de n especificando como el número de intervalos y 
redondee a dos cifras decimales. 


"• j.V!= 4. o. 

7. Use el teorema fundamental dei cálculo para encontrar cl valor dc Ia 
integral definida dei ejercicio 1. 

8. Use el teorema fundamental dei cálculo para encontrar el valor de la 
integral definida dei ejercicio 2. 

9. Use el teorema fundamental dei cálculo para encontrar cl valor dc Ia 
integral definida dei ejercicio 3, correcto hasta la segunda cifra decimal. 
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MÉTODO DE NEVVTON/819 



10. Uso la regia trapezoidal y la regia de Situpson, para encontrar una 
aproximación de j F{x) dx donde y« = F(l + t Ax), i = 0, 1, 2, 3, 4, Ax = 1; 
los valores de x t y y« se dan cn la siguiente tabla. Redondee a una cifra decimal. 


*o = 1 

*i = 2 

*, = 3 
*. = 4 

*4 = 5 


y© = 15 
y, = 23 
y. = 30 
y> = 24 
y. = 21 


15.7 Método de Newton. Supongaraos que la gráfica G de la función 

F={(x,y)\y = F(x)) 


Figr. 16.8 


cruza el ejex en el punto R{r t 0), como se indica en la Fig. 15.3(o), (6), (c) y (d). 
Si F(r) = 0, r es una solución de F{x) = 0. Sean F(a) y F (6) de signos opuestos, 
y a, b tales que a < r < 6. Supongamos que F" cs continua en [a; 6] y que . 
. F’[x) y F"[x) son diferentes de cero en [o; 6]. 

Entonces C no tiene tangentes horizontales ni puntos de inflexión en (x it F(xí) ) 
para x* € [o; 6], y F(x) es creciente o decreciente cn [a; 6]. 

Como F(a ) y F{b) son de signo opuesto y como F"(x) es positivo o negativo 
(pero no ccro) en [a; 6], ncccsitamos considerar los cuntro casos siguientes: 

(i) F(a) <0,F{b) >0,F"(x) >0 para *€ [o; b] [Fig. 15.3(a)]; 

H' (ii) F(a) <0 t F(b) >Q t F’(x) <0 para *£ [o; 6] [Fig. 15.3(6)] ; 

t (iü) F(o) > 0,F[b) < 0, F"(x) >0 para x É [a; 6] [Fig. 15.3(c)]; 

I' (iv) F(a) > 0, F(6) <0,F"(x) <0 para x £ [o; 6] [Fig. 15.3(d)]; 

Recordemos que G es côncava hacia arriba si F'(x) > 0 [Fig. 153(a) y (c)) 

•y G cs côncava hacia abajo si / v/ (x) < 0 [como en Fig. 15.3(6) y (d) ]. En las Figs 
-15.3(a) y (d) la tangente a G en (6, F(b) \ cruza al eje x en el punto (x*, 0)-situa¬ 
do entre (r, 0) y (6,0); en las Fig. 15.3(6) y (c) la tangente a F cn (o,F(a)) 
cruza el eje x en el punto (x 4 ,0) situado entre (a. 0) y (r, 0). 

La tangente a G en (6,F(6)) en (i) y (iv) tiene por ecuación 

j§>: y — F{b) = F'{b) (X—6) 

; sea (xj, 0) el punto dc intcrsccción dc estu tangente con el eje x, entonces 


x-h FW 


L: La ecuación de la tangente a G en (a,F(a)) es en (ii) y (iii) 

y — F(a) = F' (o) (x — a) 

fO punto dc intcrsccción de esta tangente con el eje x es 

W- “ r _ a Fia) 

§:. ; l ~ ~F r {?) ’ 

Note que si r t representa a 6 en los casos (i) y (iv) y a o en (ii) y (iii), 
entonces la tangente a C en (r*, F(r a ) ) corta al eje x en el punto (x u 0) donde 

|, * = (26) 

§£i Partiendo de r x como una priracra aproximación de la solución r, podemos, 
usando (26) encontrar una mejor aproximación de r. Este proceso se Ilaraa 
método de Newton y se puede establecer de la siguiente forma. 

Encuentre dos números a : y 6i, cada uno con una cifra decimal y cuya 
§ diferencia es de 0.1, con la propiedad de que si r es una solución de F(x) = 0, 
entonces ay < r < 6 X . Facoja entre o, y 6, el número con la propiedad de que 
F(x) y F'(x) tengan el mismo signo cn [ar, 6,], use este número como una 
primera aproximación de r y represcntela por r,. Después use (26) para encontrar 
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dos números <z fl y 6* cada uno con dos dccimalcs y que dificran en 0.01 con la 
propiedad de que a, < r < b 2 . De c, y ei que tenga ia propiedad dc que b (x ; 
y i'\x) tengan el mismo signo se toma como segunda aproximación de r y *e 

representa por r*. 


Si usamos 


FM 


con i = 2, podemos encontrar una tercera aproximación r, de r con cuatro ofraa 
dccimalcs. Usando (27) con i = 8, 4, • • • el proceso se puede continuar. 

En cada iteración se pasa de una aproximación con k cifras decimales a una 
aproximación con 2 k cifras decimales. 

La discusión dei error cometido al usar el método de Newton para aproximar 
una raiz se omitirá. 

Ejemplo L Demuestre que la ecuación 

*• + 4x1 —6=0 

tiene una solución r, tal que l < r < 2, y use el método de Newton para encontrar 
una aproximación de r con cuatro cifras decimales. 

Solución. Sea F(x) = x s + 4* — 6, observe que ^(1) = —1 y F{ 2) = 10. 
Como F cs contjnua en Re, la gráfica G de F debe cortar al eje * en algun punto 
(r, 0), donde 1 < r < 2. En este caso 

F'(*)=3** + 4 y F"(x)=6x. 

Con ayuda de la gráfica y/ó una tabulación, encontramos que 
f (1.1) =—0.269 y F(1.2) =0.528. 

Como F( 1.1) < 0, F( 1.2) > 0 y F"(x) > 0 para x € [1.1 s 1.2], caemos en cl 
caso (i) y escojemos como nuestra primera aproximación r x -1.2. Entonces 
F( ri ) =0.528 y F'(r x ) = 8.32, y al usar (26) obtenemos 


Xi = 1-2 — 


0.528 


ó %\ = 1.136. 


En consecuencia puede scr 1.13 ó 1.14 observamos que 

F(1.13) iz —0.0371 y F(1.14) =0.0415. 

Ya que F(1.13) < 0, F (1.14) > 0, y F"{x) > 0 para x € [1.13; U4], la situa- 
ción cae de nuevo en el raso (i) y escojemos como segunda aproximamos 
r, = 1.14. Como F(r t ) =0.0415 y F* (r t ) = 7.8988, al usar (27) con i= 2, 

obtenemos 

«*= iM -°áS§ 6 **= U347 - 

Nuestra conclusión es que lft ecuación dada tiene una solución r entre 1 y V 



MÉTODO DE NEWTON/821 

y la aproximación de r con cuatro decimales obtenida por el método de Newton 
cs 1.1347. ■;- í T' : .- 


Ejemplo 2. Demuestre que la ecuación e* 4- x — 2 = 0 tiene una solucion 
real r entre 0 y 1, use el método dc Newton para encontrar una aproximación 
de r con dos cifras decimnles. 

Solución. Sea F(x) = e* 4- x — 2; entonces F*(x) = + 1» F"(x) = 

Ya que F(0). = —1, y f(l) =5=1.718 son de signo opuesto, y F(x) >0 para 
x £ [0; 1) hay una y solo una solución r tal que 0 < r < 1. 

Con ayuda do una tabla de potências de e, encontramos que 

F(0.4) = —0.1082 y F (0.5) = 0.1487. 

Como /*(0.4) < 0, F(0.5) > 0, y F"(x) > 0 para x £ [0.4; 0.5], la situación 
cae en el caso (i), y escojemos como primera aproximación r x = 0.5. E(r,) = 


0.4435 


EJERC1CIOS 


1, Use el método de Newton para calcular la solución real de x 3 — 2x — 
5 = 0 correcta hasta la cuarta cifra decimal. 

2. Encuentre la solución real de x 3 — 3x — 3 = 0 correcta hasta la cuarta 
cifra decimal, usando el método dc Newton. 

$. Demuestre que x 3 — x* — 2 = 0 tiene una solución en 1 y 2. Use el 
método de Newton para encontrar una aproximación de esta solución con dos 
decimales. 

4. Use el método de Newton para encontrar una aproximación de cuatro 
cifras de la menor solución positiva de X a — 5x 4* 2 = 0. 

5. Demuestre que x 3 — 3x* 4- 3 = 0 tiene una solución r entre 2 y 3, y 
use el método de Newton para encontrar una aproximación de r con dos cifras 
decimales. 

6. Use cl método de Newton para encontrar una aproximación con dos cifras 
decimales de la solución positiva dc 2 sen x = x. 

7. Demuestre que e* — 3x = 0 tiene una solución r entre 1 y 2, encuentre 
una aproximación de r con dos ciÍTas dccimalcs usando el método de Newton. 

o. De la gráfica de y = tan x y y demuestre que la ecuación tan x — x 
tiene un número infinito de soluciones. Use el método de Newton para encontrar 
una aproximación con cuatro decimales de la menor raiz positiva de x = x. 

9. Use el método dc Newton para obtener una aproximación con dos deci- 
males de la raiz positiva de x 3 = 5. Compare su resultado con el obtenido en 
una tabla de raíces cuadradas. 

10. Use el método de Newton para encontrar una aproximación con dos de- 
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d males de U «lución real de ** = 2. Compare su resultado coo cl obtenido de 
ima labia dc roícea cúbicas. 

11. (a) Encucntre cl área de la región R limitada por Ias gráficas de 
y = 4x — x*,y = 0,* = 0, y * = 2. 

(6) Supongaraos que la gráfica de * = o, divide la region R en dos partes 
de áreas iguales. Use el método de Newton para encontrar una aproximacion de a 
con dos decimales. 

12. La región R limitada superiormente por la gráfica de y = 2x — x , inlc- 

riormente por cl eje x y a la derecha por la gráfica de x - 0 < h < 2, gira 

alrededor dei eje * para generar un sólido cuyo volumen es 4ir/15. U*e el método 
de Newton para encontrar una apioxiroación de h con dos decimales. 

EXERCÍCIOS ADICIONALES AL CAPITULO 15 

L Use el método de Newton para encontrar una aproximación con cuatro 
decimales de '$ / 47. 

2. Sea Unix) el residuo después de n términos dei desarrollo dc e* = 1 + 

■+Í+Í+Í--- 5 +-- 


(n + 2)! 


esto es 


(а) Demuestrc que 

esto es 

MM«)i< J #{i + T i rr + õrTiF + ---}- 

(б) Si |*| < n + 1 en (o), demuestre que 

.o /-%. ^ MV» ! 

!*•(*)I < 1 _ilaeJ/V» + Ui' 

3. Demuestre que si * > 0 en el ejercicio 2(6). 

4. (o) Si la suma de los seis primeros términos de la serie (8) de la 
Sec. 15.2 se usa para calcular una aproximación de e~ l/t , encuentre una cota dcl 
error de esta aproximación usando el teorema 1. 

(6) Encucntre una aproximación de e~ l/2 con cuatro decimales, usando los 
seis primeros términos de la serie (8). 

5. Si sc usa la suma de los cinco primeros términos de la serie (8) dc la 
Sec. 15.2 para calcular una aproximación de l* \ calcule una cota dei error de 
esta aproximación usando el resultado dei ejercicio 3. 

6. Usando el resultado dcl ejercicio 2(6), estime cl error que existe en cl 
cálculo dei ejemplo 8. Sec. 8.9. 

(6) ,»Es su estimación mejor que la dada en el ejemplo? 

7. Use Ia suma de los tres primeros términos dei desarrollo de e* (vea 
ejercicio 4) para demostrar que el valor de e 0,1 está entre 1.1050 y 1.1052. 

8. Demuestre que la longitud (o perímetro) L de la elipse con represen- 
tación paramétrica * = a sen 0, y — 6 cos 0, a > 6, 0 6 [0; 2ir] es 
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f »/* 

L = 4a] o V1 — e* sen* 0 d$, 


Va*~—^6* 

donde e =---< 1 es la excentricidad de la elipse. 

9. Establczca el desarrollo 

-rÃV—•• W<i- 

10. Demuestre usando el resultado dei ejercicio 9, que la fórmula para la 
longitud L de una elipse se puede expresar 


T r' /a 1 r"'* I r»/ 

Lss4m ll *-*I. --«"-riJ. 

1-3 r c/: 
2-4-6 Jo 


e* sen ' $ d$ 


e«s tn'Qd9 




11. Demuestre, usando laa fórmulas de Wallis (vea ejercicio 27 dc los ejer- 
cicios adicionales al capítulo 7) en las integrales dcl ejercicio 10 que 

12. Use el resultado dei ejercicio 11, para encontrar una anroximación con 
tres decimales de la longitud L de una elipse cuyos semiejes miden 10 y 8. 

13. Cinco secciones de un barril están separadas 12 unidades una de otra 
y limitadas por círculos cuyas circunferências son 90, 100, 104, 100 y 90 unida¬ 
des. Use Ia regia trapezoidal para encontrar el volumen dei barril. 

14. Use la regia de Simpson, para encontrar una aproximación dei volumen 
dei barril dei ejercicio 13. 



Tablas I 


Tabla I. Tabla abreviada de logaritmos naturales 


1.79176 8.0 2.07 944 

1.80 829 8.1 2.09186 

1.82 455 8.2 2.10413 

1.84 055 8.3 2.11626 

185 630 8.4 2.12 823 


4.0 1.38 629 

4.1 1.41099 

4.2 1.43 508 

4.3 1.45 862 

4.4 1.48160 


0.69 315 
0.74194 
0.78 846 
0.83 291 
087 547 


0.1 7.697—10 2.1 
0.2 8.391—10 2.2 
0.3 8.796—10 2.3 
0.4 9.084—10 2.4 


187180 8.5 2.14 007 

188 707 8.6 2.15176 

1.90 211 8.7 2.16 332 

1.91692 8.8 2.17 475 

1.93 152 8.9 2.18 605 


4.5 1.50 408 

4.6 152606 

4.7 1.54756 
48 1.56 862 
4.9 1.58 924 


0.5 9.307—10 25 
0.6 9.489—10 2.6 
0.7 9.643—10 2.7 
08 9.777—10 2.8 
0.9 9895—10 2.9 


0.91 629 
0.95 551 
0.99 325 
1.02 962 
1.06 471 


1.94 591 9.0 2.19 722 

1.96 009 9.1 2.20 827 

1.97 408 9.2 281920 

1.98 787 9.3 2.23 001 

2.00148 9.4 2.24 071 


1.0 0.00 000 

1.1 0.09 531 

1.2 0.18 232 

1.3 0.26 236 

1.4 0.33 647 


1.09 861 
1.13140 
1.16 315 
1.19 392 
1.22 378 


1.60 944 
1.62 924 
1.64866 
1.66 771 
1.68 640 


55 1.70475 7 5 2.01490 

5.6 1.72 277 7.6 2.02 815 

5.7 1.74047 7.7 2.04122 

5.8 1.75 786 7 8 2.05 412 

5.9 1.77 495 7.9 2.06 686 


3.5 1.25 276 

3.6 188 093 

3.7 180 833 
38 183 500 
3.9 186 098 


15 0.40 547 

1.6 0.47 000 

1.7 0.53 063 

1.8 0.58 779 

1.9 0.64185 


Esta tabla da los logaritmos natorales de ciertoa número» entTe 0 y 9.9. Sin 
embargo, se puede utilizar para obtener los logaritmos de muchos otros números. 
Supóngase que es algún número que no está entre 1 y 9.9. Obsérvese que po¬ 
demos poncr 

/V = P • (10)\ 

en donde k es un entero positivo o negativo y 1 < P < 9.9. De las leycs de los 
logaritmos tenemos que 

log, N = log, [P • (10)*] = log. P + k log. 10. 

Por ejemplo: 

log, 540 = log, [5.40 (10)*] = log, 5.4 + 2 log, 10, 
log, .07 = log, [7(10)-*] = log, 7 — 2 log, 10. 




Tabla 1L Funciones exponenciales e hiperbólicas 


.00 000 


.00 000 

.10 017 

20134 

.30 452 

41 075 

.52 110 

.63 665 

.75858 

.88 811 

1.0265 

1.1752 

1.3356 

1.5095 

1.6984 

1.904 3 

2.1293 

2.3756 

2.6456 

2.9422 

3.2682 

3.6269 

4.0219 

4.4571 

4.9370 


1.0 000 
.90 484 
.81 873 
.74 082 
.67 032 
.60 653 
,S4 881 
.49 659 
.44 933 
.40 657 
.36 788 
.33 287 
.30119 
.27 253 
.24 660 
.22313 
.20190 
.18 268 
.16 530 


1.0000 


.09 967 
.19 738 
.29131 


1.0050 

1.0201 

1.0453 


1.1052 

1.2214 

1.3499 

1.4918 

1.6487 

1.8221 

2.0138 

2.22SS 

2.4596 


46 212 


1.1855 

1.2552 

1.3374 

1.4331 

L5431 

1.6685 

1.8107 

1.9709 


.60437 
.66404 
.71 630 
.76 159 
.80050 
.83 365 
.86172 
.88 535 
.90515 
.92167 
.93541 
.94 681 
.95 624 
.96403 
.97 045 
.97 574 
.98 010 
.98 367 
.98 661 
.98 903 
.99 101 
.99 263 


2.7183 

3.0042 

3.3201 

3.6693 

4.0552 

4.4817 

4.9530 

5.4739 

6.0496 

6.6859 

7.3891 

&1662 

9.0250 

9.9742 


2.1509 


2Ü775 

2A283 

3.1075 

3.4177 

3.7622 

4.1443 

4.5679 

5.0372 

5.5569 

6.1323 

6.7690 

7.4735 

9.2527 


.14 957 


13 534 


.12246 
.11 OCO 
.10 026 
.09 072 
.08 208 
.07 427 
.06721 
.06 081 
.05 502 
.04 979 
.04505 
.04 076 
.03 688 
.03 337 
.03020 
.02732 
.02472 
.02 237 
■02024 
.01 832 
.01657 
.01 500 
.01357 
.01 228 
.01111 
.01005 
.00 910 
.00 823 


11.023 


6.0502 


12.182 


6.6947 

7.4063 

8.1919 


13.464 

14.880 

16.445 

18.174 

20.086 

22.198 

24.533 

27.113 

29-964 

33.115 

36.598 
40.447 
44.701 
49.402 

54.598 
60.340 
66.686 
73.700 


9.1146 


99 505 


10.068 


10.018 

11.076 

12.246 

13.538 

14.965 

16543 

18.285 

20.211 

22.339 


99 595 
99 668 
.99 728 
.99777 


11.122 

12.287 

13.575 

14.999 

16.573 

18.313 

20.236 

22.362 


.99 818 


.99 851 
.99878 
39 900 
.99 918 
.99 933 
.99 945 
.99 955 
.99 963 
.99970 


24.691 


30.178 

33.351 

36.857 

40.732 

45.014 

49.747 

54.978 

60.759 

67.149 

74.210 

82.014 

90.639 

100.17 

110.71 
123.35 
135 22 
149.44 
165.15 
182.52 

201.72 
222.93 
24638 
272.29 


30.162 

33.336 

36.843 

40.719 

45.003 

49.737 

54.969 

60.751 

67.141 

74.203 

82.008 

90.633 

100.17 

110.70 
122.34 
135.21 
149.43 
165.15 
182.52 

201.71 
222.93 
246.37 
272.29 
300.92 


90.017 

99.484 

109.95 
121.51 

134.29 

148.41 
164.02 
181.27 
200.34 

221.41 
244.69 
270.43 
298.87 

330.30 

365.04 

403.43” 

445,86 

492.75 

544.57 

601.95 


99 980 
.99983 
.99986 
.99939 
.99991 
.99993 

.9999% 

.99995 


.00 610 
.00 552 
.00499 
■00452 
.00409 
.00370 
.00335 
.00303 
.00 274 
.00 248 
.00 224 
.00 203 
.00 184 


99997 
99 993 
99993 


.99999 
.99 999 
.99999 
.99999 
U)000 


300.92 



ejer cicios tmpares 


Sccción 1.1, p. 30 

1. (a) {1,2,3, • • •,24), (6) (1,2,3,4). 3. (a) {4,7), (6) Z. 

5. (2, — 2 . 7. f — 3.4}. 

9. {%,—%}• 1L {1.2,—1,—2). • 

13. (1,1), 1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), 

(3,3), 3,4), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4). 

15. A O B= [6], A U D = (2,3,4,6,8,9,10). 

17. Z, (a), (6), {c}, {<*), {a, 6), [a, c), {a,d}, {b, c), (6, d), {c, d), {a, b, c), 
{a, b, d), {a, c, d), (6, c, d }, {a, 6, c, d). Todos excepto el último son subcon¬ 
juntos propxos dei conjunto dado. ••••>; 


Sección 1.2, pp. 37-38 

1. R x = {(1,1), (2,2)), dominio dc R x = {1,2), rango dc Ri = {1,2}; R, = 

Í (l, 2)}, dominio de R z = {1}, rango de R z — {2}; R s = {(2,1)), dominio 
» Rt = (2), rango de R t = (1). 

3. (a) (0,0), (1,2), (2,4), (3,6), (4,8); (6) (0,5), (5,0), (4, 3), (3,4), 

(—3,4). 

5. (a) R, = ((2,1). (4,2)), dominio = (2,4), rango = (1,2); 

(b) Ra = ((1.4), (2,3), (3,2), (4.1)}, dominio = {1. 2. 3. 4). rango = 
(1, 2, 3, 4); 

(c) R« = {(2,1), (2,2), (2,3), (2,4)}. dominio = {2), rango = {1, 2, 3, 
4); 

(d) R t = f(1,3). (2,3), (3,3), (4.3)}. dominio = {1. 2. 3, 4), rango = 

(e) R a = {(3,1), (4,1)}, dominio = {3,4}, rango = {1); 

(/) R* = ((1,1), (1,2), (1.3). (1,4), (2,2), (2,3), (2,4), (3,3), (3.4), 
(4,4)}. dominio = (1, 2, 3, 4), rango = {1, 2, 3, 4). 

.2), rango =10; A 

0; 4], rango - [- 
—3; 3), rango - 
—2; 2J, rango - 
—2, 2], rango = 

;—3; 3], rango = 

:—10; 10], rango 
;— co; 3], rango 


7. Dominio 
9. Dominio 
11. Dominio 
13. Dominio 
15. Dominio 
17. Dominio 
19. Dominio 
21. Dominio 
27. Dominio 


= [0; + oo). 

+ co), rango = (— co ; + cc). 

V29 


29. Dominio 


rango 


827 



Seccióu 1.3, pp. 45-46 

1. No es función; dominio = Re, rango = {—5, 5}. 

3. Es función; dominio = Re, rango = Re. 

5. Es función; dominio = (—c© ; 0) U (0;4-co), rango — 
4* co) • D 

7. No cs función; dominio = r 0; + co), rango — Re. 

9. No cs función; dominio = Re, rango — Re. 

11. No cs función. 

13. No cs función. 

15. Todas son funciones excepto Rn, Rn y Ru- 
17. Dominio = Re, rango = (— co ; 4]. 

19. Dominio = (—<*; —4] U [4; + co), rango = [0; + oo) 
21. (a) F( —2) = —16. F{ —1) = —2, F(0) = 0. F( 1) = 2. 
(6) F(x ») = 2x,\ FM = 2x 1 i , F{x t — x x ) =2(* a — 
FM =2(^ —x, 3 ); 

(c) 2(* a + ** + *"). T „ v „ 

23. 2o* + oA -h b. 25. F(e) = e s . 27. V{r) = 

29. Dominio de F = {—3. —2, —1, 0,1. 2, 3, 4), rango de F = 
dominio de G = [—3; 4], rango de G — [0; 16]. 


Sección 1.4, pp. 51-52 

1. Dominio = Re, rango = (—oo ; 01. 

5. Dominio = (—co;l) U (1;+co), rango 
7. Dominio = [0; 4), rango = {0,1, 2, 3). 

9. (a) 4, (6.) 5, (c) —2, [d) 1, (e) 3, (/) 


3. Dominio = Re, rango 


Sección 1.5, pp. 54-55 

1. Do — f2; -f co), D? — [— 3; - j-w); 
t/X*) + P(*) = V x — 2 + V * 4- 3, 
í/(*) —F(*) = V«— 2— V* + 3 
U(*)-F(*) = V*—^2 V* + 3, Dví 
U( x)/V(x) = V*=2/V* + 3, UB, 
3. p g = r—3; 31. Pt = (— °o; —I] l 
U(x) + V(x) = \ /g — x' + VJF- 
{/(*) —F(*) - V9 — 

V(x)-V(x) = V 9 —T, P t 
í/(*)/F(») = V9=*VV*» — 1, I 

5. Do = [0; 3], Pr = [1; S]; 

í/(*) + F(*) = 2* + **, Pb.t = [1 
U(x) — V(x) =2*—**, D u .y = D 
U{x)-V(x) = 2* ! , Pb-7 = Or,.FÍ 
U(x)/V(x) = 2/x, Pb/ 7 = Pt-.r. 

7. Pb = [—3; 3], Dr = We» 

!/(*) + F(*) = V16 — ** + sen*. 
{/(»)_?(*) = Vl6 — ** — sen». 
U(x)-V(x) = V 16 — Pb .7 
U{x)/V(x) = V16 —W»"*. Do/r 


' 


EJERCICIOS IMPARES 


/82» 


9. («) V + V= {(2,6), (3,12), (4,-8), <5,7)1; 

V — V = (1,2,2), (3,6), (4,4), (5,7)}; 

U-V = {(2,8), (3,27), (4,12), (5,0)); 

V/V = {(2,2), (3,3), (4,3) ; 

(6) U + V = {(3,12), (4,8)}; V— K={(3,6), (4.4)}; 

V-V = {(3,27), (4,12)}; P/F={(3,3), (4,3)}. 

U. (o) 4 + / = {(*,30 | y = 4 + *}; 4-/ = I [x.y) \ y = 4 — *}; 4-/ = 

{(*.y) ly = 4*}; V/= {(*.y) |y = V*}- 

(5) 7/ — 4 = {(*,y) |y = 7* — 4}; 7/ + 4 = {(x,y) | y = 7* + 4}. 

15. Do = Re, Dy — Re; 

t/ + F = 3 4- r, U(x) + V(x) = 3 4- Do+v = Fe; 

U— V = 3 —/\ U(x)— V(x) =3 — *\ D 0 -v = Re; 

V-V = 3/*, V(x) • P<») = 3* # , Do.y = Re; 

V/V = 3//’, t/(*)/F(*) = 3/V, = (—co ; 0) U (0, 4- co). 

17. Dç = (—co ; 1) U (1; +oo), Dy = (—co ; —1) U (—1; 4-co) ; 

' Du+v= (—oo;—D U (—1; 1) U (1; 4-co); 

^ “7=T~7TT 1 “ v(x) ~ T=T-TTT ; 

Do-y = Dotvl ; ! 

^; ow-Fw= 

D(/.y = Do+y ; . V- 

V _/*4-P + 2/4-2 í/ (*) _ x* 4- 4* 2* 4- 2 

^ / 4 — /* — 8/ 4- 8 >(*) —*« — x» _ 8* 4- 8 ' * % Té 

D v/ r= (— oo ; — 1) U (—1; 1) U (1,2) U (2; 4- ~). 

Sección 1.6, pp. 58-59 

1. V[U] ={(0,0)}. No. : X- • í 

3. D» = Re,D v = Re-, U[V(x))=t,D vlVi = Ro;VlU(x)) =12,D vl oi = Re. : 
5. Da = Re, D v = Re-, U[V(x)) = *, D 0lV) = Re; V[U(x)] = x, D rm = Re. 

7. Do= [0; 4- <x>),Dy = Re;V[V(x)] = Vr^,D Pm = (—oojll._ 

9. Do = (—co ; 2) U (2; 4- <*),D V = [0; 4- co); U[V(x)] = l/( Vr — 2), 
Oo(vj = [0; 4) U (4; 4- oo). 

11. Dado que /(*) = *, t/[/(*)] = U(x) c /fí/(*)l = (/(*). 

13. F = ((«,*• + x*)\,C= {(*,*« 4- 1)). 

15. F = ((*,2*sen *)), C = {(*,2 sen*)}. 

19. (a) UIV] = 2, [b) V[U1 = 4. 

Sección 1.7, p. 66 

1. F* = {(*,y) \y = x — l,x ç [0;4]}; D t = Rn~ [— 1;3], R, = D r . = 


[0; 4]. 

F* = <S*>y) \y = */*,* € (— 00 »0) U (0;4- oo)), 
Dr = Dr. — Rr — Rr . — (—«>; 0) U (0; 4- co). 

F- = {(*,y) Iy = — V*M-7,* 6 [0;+ »)}; 

Dr = Rr» = (— oo ; — 2], R r = Dr» = [0; 4- oo ). 


3. 


830/ 


BESPUESTA A ALGIÍNOS 


7. /•• = {(*, y) | y = Vx), D, = R r = D r . = R r . = K«. 
9. C* no existe. 11. C* no existe. 17. No. 

Sección 1.8, pp. 73-74 


1. (a) 
3. (- 


U. (— 
15. (a) 
<*) 
17. (a) 
19- 

25. (o) 
(<0 

27. (o) 

29. (o) 
(e) 


3 < 8, (6) —2 < 4, (e) —8 < 4. [d) V5 < 3. 

oo j 6). 5. (—oo;—6). 7. [—4; 4]. 9. (—1,4) 

oo;—4) U (4; + oo). 13. (—oo;-^1) U (6; + oo). 

(1,2,3.4,5.6.7}, (6) {1,2,3,4, 5, 6,7,8,9,10), 

(1.2.3.4,5,6,7,8,9,10}. (d) (1,2, • • - .14}. 

I* — 3| < 1, (6) \x— 2| < 3, (c) 1* —3| < 5, (d) |* + 2| < 3. 
—'21. 1. "S. 2, 12. 

x > % ó * < —%, (6) x > 6 ó * < —6, 
x > 2 ó x < —1, (d) x> % ó x < — 


27 V2 + V3 ,.,35 V»—V? 

84 • (6) -2-• (e) ÓÍ2 • (á) 2 

Verdadero, (6) verdadero, (c) verdadero, (d) falso, 
verdadero, (/) falso. 


Sección 1.9, p. 78 

L (a) 5 — 2* — A, (6) 2.9, 2.999, 2.999999,2.999999999; 

(c) (tf = {(*,?) |y = 5 — 2*}, (d) 3, (e) 3* — r + 1 = 0, 
* + 3y —13 = 0. 


3. (a) 


■; (fc) —tí .888 


i.00080008 


x ' • r I —2i 

—8.0000000800000008 •••; (c) M = j (*,r) r = — >» 

(d)—8, (e) 8* + r + 8 = 0,2*—16y —63 = 0. 

5 . aí = ((*,r) |r = — 2 *)- 7 * * = [(*r>|r = *—yj. 

EJerclcios adicionales al capítulo 1, pp. 78-79 

1. {3,4,5,6,7,8,9.10,11,12}. 3. {1,2, 3,4, 5, 6, 7). 5. {“9,9}. 

7. {1,3, 5,7,9). 9. Dominio de/?= [2; + co), rango de K = (—co; + co). 

11. Domínio de R = [—2; 2], rango de R = (—co ;+*>)• 

18. No es función; domínio = (—oo; + «>), rango = (—oo; + oo). 

15. No es función; domí nio = [3 ; 5], r ango — [—4; 3]. _ 

17. U(x) + V(x) = V25 — x 2 + V** —-4,E/(* ) — V.{x) = V25 —* 9 — 
V* 9 — 4, // (*) -y(a e) = V25 — ** * V * 4 — 4, V(x)/V(x) = 

V25 — *VV— 4; Domínio de (í/ + P) = [—5; —2] U [2; 5], 
dominio de {U — V) = [—5;—2] U [2; 5], domínio de W-V) = 

[—5; —23 U [2; 5], dominio de {U/V) = [—5;—21 U [2; 5]. 

19. U[V{x)] = **, V[U(x)] = *•; dominio de U = (—oo; + co), dominio de 
K = [ 0 ; + oo), dominio de U[V] = [0; + oo), dominio de Y[U] - 

(—co ; + oo). 


Sección 2.1, pp. 91-93 

1. 8<«/2. 3. 8<e/2. 7. 6/13. 9. 3. 

11. 7. 13. —J. ’ * 17. (a) —1, (6) 1. 19. $**. 

21. 4*\ 23. \x v% ò 1/3-y?. 25. V3/6. 27. l/3(2)« /s . 


EJEBCICIOS IMPARES 


Sección 2.2, pp. 99-100 . . 

'* !• 4. 3. 0. 5. 1. 7. 2. 9. 0. 11. 1. 15. 0 = 0,*. 17. 0 = O,V. 


Sección 2.3, pp. 108-110 

L No. 3. No, si. 5. No. 

13. —1,3. 15. l/Vi: 17. 20. 


7. nr. 9. 0. 
19. %. 21. —1. 


11. dzl. 


Ejercicios adicionales al capítulo 2, p. 110 


1. 3 < (a/3). 
5. 2. 


3. Escoja una 8 igual al menor do los números 1 y c/4. 
7. 1. 9. No. 


Sección 3.1, pp. 116-117 

í L —i. S. * 


5. 3 — 2x. 7. 6* + 12* 9 . 


11. Dominio de F = (—co; 0) U (0; + 00 ), dominio de F' = (• 
( 0 ; + 00). 

IS. 4x, —4, 0, 8,4a. 

15. V t y = — 2x + 4,2* — y + 1 = 0, x + 2y — 7 = 0. 

17. D,y = 6* — 3* 1 ,9* + y + 5 = 0, * — 9y + 37 = 0. 

19. D*y — 6x — 4,8* — y — 12 = 0,x + 8y—34 = 0. 

21. D,y = 3x* — 1,2* — y + 2 = 0;x + 2y + 1 = 0. 

23. D,y = 6x + 5; (o) (—%,<%*). (6) (-%, 4). 

Sección 3.3, pp. 124-125 


(*+!)*■ 
co; 0) U 


L 

4*»- 

-144. 

3. 

10* — 

■2. 

5. 


r-V* . 


q 

3 

-ü+ 3 

11 

: •* 

15 


— ox 

-6x 4* 1 

o. 

17 

i 

, 10 18 

ix. 

1Q 

XWi 



XI. 

* 9 


Ui 

21. 

2 

* 9 

2 

*•* 


23. 

a + 2ó* + 3c* a . 


25. — — 2; 2* + y — 3 = 0, * — 2y + 6 = 0; (3,%), (—3,%); (2, 

Vi), (— 2 , 1 %). 

27. —3* + 2 y —12 = 0,2* — 3y + 5 = 0. 

31. * — 4y + 4 = 0,4* + y — 18 = 0. 

35. 157 a + 3. 37. 60/ 6 — 46/* — 3c/ 9 . 

Sección 3.4, p. 127 

1. Sx* — 12*> + 1, 20** — 36x*, 60** — 72*. 

3. — 2%- 3 .6*-*,— 24ar®. 

5. /■'(*) = 0 para * = —2, * = 3; F"[x) = 0 para * = 

7. F'(x) = 0 para x = 1, * = —1, * = 3; /"(*) = 0 para * = 3 + ^ V ^ , 
_ 3 —2 V3 



RESPUESTA A ALGÜNOS 

832/ 


Sccción 3.5, p. 129 
*■ 1. í!*{0) = l,/-'(0) = —1- 

Sccción 3.6, pp. 133-134 

3. V(,) = 80 — 321, A(t) = —32; » = 64, » = —48^ = —32. 
5 K(<) = 1—4r‘, A[t) = 12T 4 ; s = 2i, V - è, a - i- 
9. (o)V= ((l.v) (v = 60 — 10 f,l 6 _[ 0 ; 12 ]}, 


9 (o YV= {{í, v)l w = 60 — 10«,ífc[0;12]}, 

, íí feil-.vft.íasi. - m - . 

( c \ 4 8 (d) i = 6. (e) 180 ra. 

ÍL (o) y\t) = 731—9.81, ( b) t = 75, (c) 731 m/seg., (d) — 731.m/seg. 
(e) S ={(«.#) |« - 731 — 4.9 1\ t [0;45.7]). 

V = {(*, v) | v = 731 — 4.9*. í [0; 45.7]), 

A = {(f, a) I a = —9.8, í [0;45.7]}. 

Sccción 3.7» pp. 137-138 

L * _1/8 + 7 cos *. 

35 

3. 10* + 4 — -jj — 8 sen *. 

6. («) cos iir^i ~y"’ (« 6 V3* 12y + 6 .V3 = 0, 

4V2* — 8y + 4V2 — rV2 = 0. 

7. ( b) En ei punto cuya abcisa es una ecuación de la tangente es (12* + 

g\ x _I8y_2ir* — 3*+ 9^3 = 0, una ecuación de la normal es 108*-t- 

(72* + 54) y— (8* + 6)* a — (36* + 27) VI — 36* = 0. 

Fn el ounto cuya abscisa ca 1, una ecuación de la tangente et (2 + coa 1)* 
y + uL 1-ES í — 1 = 0. una ecuación de la normal ea * + (2 + cosl)y-cos 

1 —2 seal — sen 1 cos 1 = 0. 

9. (.)_!*-|,3,Ç,(M-2..0.2». 

11. — 2r, —w, 0, *, 2*. 

17. 35** + 4 cos * + 7 sen *, 210** — 4 sen * + 7 cos *. 

19. L4* 4/8 i4- % (cos * + sen *), + % (— sen * + cos *). 

21. 3S/‘ + 4 Cos + 7 Sen, .210/“ - 4 Sen + 7 Co«. 

23. 14/ v * + %(Cos + Se n ), 4 %/ V> + %(—Sen + Cos). 

Sección 3.8, pp. 141-142 
X. 6** + 10* —16*-. 3. %*■'' + 

5. 5cos2*. 7. —V,scn*. 9. 14** + 4*» + 15*’ — 1. 

U. 3(2* — 4) cos* — 3(**—-4*) sen*. 


—29 

(5*-3)» 


X + x 

2V*(1 —*)' 


17 cos * _ 8en x 

x ** 


EJERCICIOS IMPARES 


18* a een * — 12 sen * — 6x* cos * + 12* cos * 


21. aec 8 *. 

or (1 + 4 Coa + Sen 
^ (/+4)« 

29. —Ys Sen. 


9 sen* * 


23. 6/ 1 — 3Cos. 

27. 1±9*±3Z. 

(1 + Cos) 1 


Sección 3.9, pp. 148-149 

L 5 (** — 5*) • (2* — 5). 3. . 

5 1 7 5 + 2 *- 

5 ' (1 — **)*■" ‘ Vs + x' ’ 

9. 7 cos 7*. 11. 3 sen a * cos *. 

- sen* — coa* — 1 ir sen 2 *(l — 3cos 8 *) . .. 

(1 + cos*)* ‘ ' Vco. 2 * 

n 5 1q 16 — 6 z 

17 - —<â*—Í>» * (3* — D* • 

21. 69 sen* 0 *-coe 0 a . 23. cos*[cos(sen*)]. 

0 _ — 2 coa 2 a(cos 2 u + 2 usen 2 

25. —2sen*. 27. - — 2 - 

29. 30* a cos* (2 * 1 + 4). 3L —3 cot 8 3í (1 + 2 sen 8 3 1 ). 

35. v = ak cos t t — bk Gcn kt u a = —atâ sen kt x — bk* cos kt x . 

87. y—^ = ^* — j^ • 39. 3 Sen* Cos, 3 Sen* * Cos *. . 

41. — ( 6 / — 2)Sen [3 / 8 — 2/],— ( 6 * — 2) sen (3 * 8 —2*). 

1 2 6 
(i-*) aí d—*)* ; TT=*F : 

45. * cos * + sen *, —* sen * + 2 cos *, —* cos * — 3 sen *. 

58. D, 8 cc u — sec u tan u VgU. 


~ (*- — 2x)* m 

7. 4±5íl. 

V5 + * 8 

11. 3 sen 8 * cos *. 
ir sen 2*(1 — 3 cos 8 *) 

15 ‘ - vTZZ - 

_ 16 — 6z 


23. cosx[cot<Ben«)]. 

0 „ —2 cos 2n (cos 2u + 2u aen 2 u) 

31. —3cot 8 3í(l+ 2sen 8 3<). 


Sección 3.10, pp. 154-155 

jL Sí, c = §. 


7. Sí, c =r 


Vã' 


3. Sí,c = 4. 


9. Sí,e = 


75 * 


5. Sí,c = ^-. 


Sección 3.11, pp. 160-161 

L ^jp + 2 x + k. 

5. 6*’«—1*^ + 4. 

- U + 3*') 4/a , - 

9. - ^ -+ *• 

!3. -^{a-bt^ + k. 


3. —| + ± + 4* + i. 
7. i(2*)*/' + Ar. 

ÍL —1(4—**)V. + A. 
15. i(3** — 6x)'f + k. 


17. j sen 4* + k. 
4 


19. —£cos (2* + 3) + k. 
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RE&PUESTA A ALGUNOS 


ik *«&;+». | ^r-%i 3 r ix+ *• 

29. FM = ** + 3- 31 - C( *> ~ ^ 1 

33. H(x) = —s- (25 — * , )* / * + 21. 85. F(x)=- r + l - 

37. (a) SU) = V —3* + *%• W *« = %( -r 4) ‘ c í.* % ' 

V» v = 2*‘ + 2!t — 3. 41. y - % — cos x. 

45! \ = {(<,t>) | » = —12« + 50 i í € [°; *%]>. 

s = {(«, a) | a = —óí* + 50í, í € [0; *%]}• 

47. V ={(*,») |* = 2|— 3,« [0:3]}. 

S = } «,.) • = «* - 3< + 5. «6 [0; 3]). 


33. H(x)=~ Í(25-**)* / * + 21. 


49. P = ‘ € [0; 3»]), 

S = {(«,») |» = %«n%í + 10.l k [0; 3*]}. 


Sección 3-12, pp. 166-167 


-<$i 


1 . j. 

seny * * 

13 í 15. 3»—4y = 25,4» + 3y = 0. 

17. y = * + «,* + y — 3a = 0. 19. 8 * — 7 + 17 = 0 ,* + 87 —6=0. 

Sección 3.13, pp. 169-170 

1. (o) Ay = 3* ! A* + 3x(Ax)* + (A*)*,0.331,0.030301; 

(6) 3i 2 + 3* A* + (A*)’, 3.31,3.0301; (e)3**,S,27. 

5 . — x -‘. 7 . 4* —3. 9. 4**. U. 8 * —3. 

13. 2 — 2 ». 15. 1 V 3 ». 17. 19. 60e«9,30V2:0. 

Sección 3.14, pp. 173-179 

L dr= (2x — 4) d*. Ay = 2* A* + (A*)* —4A*; dy = 04*7 = 0AL; 

dl = 0.04, Ar = 0.0401; dy = 0.004, Ay = 

3. (o) 4.042, (ò>) 9.22. 5. 25.6w. , 

9. (a) (4** — 4) d*. ( 6 ) 9**(**-l)'d*. («) 1 ~ ’ W 


5. — 

11. i. 


x*— 2x 
y* + 2y 


31. (4,—3), (—4, 3). 


2 sen * — (2x + 1) coa» 


coaxdx, (e) — 2xsen* 3 ix, (/) 0, (g) - ÍL ^- ^ * ~ 

— d* 

11. S^Si + L is. r = -&=*>" + 6 - 

15. r = -4co»2x + i W- r = _ 


<**, (A) 


18. y = - 3(j ,= 4) + *- 
23. y = ^ + *- 


n.;.S£+!fiü + ». 

25. r = ^Ü + i. 


EJERCICIOS IMPARES 


27. y = _^+ 1^ + 200.2 + 0. 
29. 2^Zfl. 81. 

y x 


cos xy — xy sen xy 
x* sen xy 


Ejercicios adicionales ai capítulo 3, pp. 179-180 


. /2a* + 5a*x 3 + 4a*x‘ + x*\ n I2x> — O 

L - 6 (--]• 3 - m + 4* + rp’ 

5. **(3* co» 3* + 4sen 3*). 7. 8 sec* 2* Un 2*. 

9 !2ÍL Vx — ^ 'íx cos Vx u c _ 7 

sen 3 Vx ^ , 

13. No se aplica ei Teorema dei Valor Medio, puesto que A no es continua sobre 

t—i; 1J- 


12x s — 6 


7. 8 sec* 2x tan 2x. 

11. c = I. 


16 * f W=“7(7*TT) +fc 
19. F(x) =%(2x> + 4 )*'* + k. 
23. y = 2* 4 —*•+*. 

27. y = cos — x^ + k. 


17. F(x) = — cos* 5x + A:. 

21. F[x) = —\ cos x* + k. 

25. y = — i cos 2x* + k. 

29. y =- - + k. 

3V3x — 5 


Sección 4.1, p. 188 

1. Crecicntc sobre (0; + oo), decreciente sobre (— oo;0). 

3. Creciente sobre (— w ; —1/V3) y (1/V3; + 00 ), decreciente sobre (—1/ 
"V^3"; 1/V3). 

5. Creciente sobre (— «; 2) y (3; + «), decreciente sobre (2; 3) . 

7. Creciente sobre (—2 tt; — &*), (—»/2;tt/ 2), y (%*; 2 ), decreciente 
sobre (—%ir,—r/2) y (n/ 2;%r). 

Sección 4 2 t pp. 196-197 

L 5 y 5, dominio = [0; 10]. 

3. 20\Z5~dm. por 40dro. 

5. r = %V2Õ, h = %a, v = 3 %i7ra*. 

~7. Altura = 5V3, ancho = 5. • 

9. Los valores críticos son —5,—2,2,5; el valor máx. es F{ —o) - 
el valor min. cs F{ 5) = — 6 %. ' .. . . 

1L Los valores críticos son —l,% ír l; el valoT máx. es r(%l). « valor mín. 

13. Lm valores críticos son —r/2, r/2, r; el valor máx. es F(tt/ 2) = 1, el valor 
mín. es F( —r/2) = —1. 

15. Los valores críticos son —2,0,2; el valor máx. es F( —2) =f(2) =21, 
el valor mín. es F( 0) =—3. 

17. El valor máx. relativo es F{1) =5, el valor mín. relativo es E(3) = l. 

19. El valor máx. relativo es /*(0) = 0, el valor mín. relativo cs F(V3) = 
f(_V3) =—9. 

21. Los valores críticos son 0, r/2, r, 3r/2,2r; E(tt/ 2) es un valor máx. rei. 
y es el valor máx., F(3ir/2) es un valor mín. relativo y es el valor mín. 




aafl . RESBUESTA Ai ALGUNOS 

wt/ 

»• Mr^vfir= Sã? 

**• ^S^È^aPrHJWSrA í* 

min. cs F(l) - q(J $ ofnriqe» lz faUimnwba - 

vdore* Valor mín * 

5 . l ;LT^-“^“' Ííd ’ F( 0 )= 0 -^ 5 fc^m«n. rd; no 

90n piores 

mín, rd; los purftos de.mflexion.son , .J;- .. 

9 . F(0J=fc'.»Jn^Ío L «4 S : P un, os 

XI. F(^=^'« ^ vilor mix. rei, f(0) =Ç1 y f(>) = 0 son valorea mio. 

rd.; (r/4.4]_y (3r/4,i) »on punto. de innex.ón. 8g£ ., j. 

13. Radio = 2^25 m, allura = 4^ 25 m. 

15. (a) r sliwiwwb .(« + -0> n.los .? 

"S? 

17. < (K ;ce —> 

t dM=«WT .W» flk-) .(-ÍF--s-í •=';•• 

av2 por òV2. •{"*$£ ;S\r) v (£Ví— 1 

25. J(íA <* »n valor máx. rd.. TO) = 1 es un ^alor^ín. tcI. <(2, 3) «un 
punto de inflexión; la ccuación de la linea tahgente es 3* + y — 9-0. 
27. El radio dei círculo = allura dei rectángulo. j 0J ;0 ? .. oio j mo fc . 

.mb 5V^‘ •«& 

Sección 4.4, pp. 214-215 ***,#$ = 1 ,n£* - A ,uSV 

1*0 5*^Í5 -r^.l-^T4:« ,2 s^h-torlf i4rV‘"*«** / * ' 
.fc»HJ»W * ;^.I_VÍ r 3 ,OÍB7 


I; {yPt^Sirt-rimnWoroW.reT.,^(6)A=^-Btf leir-urf-ivilloi'; mín. rei.; 
(14,— 1 84) es un punto de inflcxión. :?T-T ,S .' , 

AgMUnM** ^^-WsFoUS»)**»- P““‘» de 

ritálejcióiv. h *> r ovíJidai .nin: 10 I/. 1 / uu r> (Í\*d>H '-** 01 


r. 


EJEBCICIOS JCWPARESJ» 


7833 


9. /*(—a) = y—a/2 cs un ívalpojOaifri. rd,, F(al^.a/2 çs urj valor «fflfi rd; 
(0,0) qfrrti pririto delnfT exton. - 21 -V^ 'Jj-i-j- Xis 

Sección 5.1, pp. 221-222 

1. 2, 3. 4, 6. lim C(n) 110 cxiile. í?*** 8 * & q lP' S "tfe 5 ^. 

lí‘ •• OO 

.g -a 3 * 6\000,8 .8 .yl 000,81 .1 . 

Sección 5.2, pp. 224-225 

.81 J^/\» = 'c .« .«noi000,0£l .T 

1. i + y 4 + v 4 + yis + %5 + % 6 . 

3. 1(2) +2(3) +3(4) +4(5) +5(6). % t B t l(t , , 

5. * + 2x* + 3x* + 4*€$S-*8+ riffl. <ô oittflqj» te ?**ljinolr>íb* aoioltmla 

7. TaflV^x .0 .11 .03 .e j 

(.1 iml 


11. 62.5^2^(18 — *i-x)(«i— *,.,). 

.(I — xS) «ao S .8 

Sección 5.4, p, ( 22$ ç ti + xf , V 

L *)*»&£&», l .XI 

Sección 5.5, p. 239 , 

1 . 12 . 


I0S-08S .qq ,1.3 nòiooaR . 


5. 


.*£«k«2— .1 

*2 aoo — - . 

- .G . 

*£ 1132-XV 

.*£ r osa 18 *nal Ç .6 
.** *0*3 **£ '** J03 .81 
.* 5 oet [ (/. fití) "wa] .ri 

$áfi’naj xn e 332 & ks 


L 12 ' 7 ‘ lí'awa'»& ks 

11. 2(V2_1). Ak-il 5.J(r*-l). 17. x* -.gg. + s 19- ^ 

Sección 5.7, p. ^5 = ^ ; ' ^'X M 

i- T y«—5 ts(s; aa»i«3 Í_iaer f 4.456 4 sen 1 + 12. .1 5.^(28^10VSf. 


Sección 5.8, pplj 


a— = t .ee 
$5 {; = v .81» 

5. 3%. 


+ * — x 33P. S + * nM S = t 

.{?+*^oeDÍf—= V. .14 

7. %. .íobsftmS^abxbUí?^ 


1- '%• 3. 2%. 5. 3%. 7. %. asbxftx^BxbHj^^ 

13. 5 /i 2 . 15. 24. 17. 12. .HK n-»a.|19.=^)"e3I. s! a.?.t - 2a."i4..rt- 
25. 1. 27. 2. 29. ■» 

31. Dominio =_[— 2; +2] ; valor máx.. F(V2) =8%.^ ■»«••, 5fi(-ndiSÀíf 
— 2 ; arca — 3 %. 


Sección 5.9, pp. -2^6=^^- 


-.8 


L i?4». 


3. ^8*Ã. 5. 

•81 +x0—^ ** 


r (i — c V.r— IV 

7. 216 rr^ ? 


*,+ I 


9 - ^ .xl 3 * 

e a + í 81 + '*8 — »*V (4Í--*) y 

Sección 5.10, pp. 27 6^2.77) 7a g -1 _ ci 

1. * kgm. 3 . 2.7 kgm. 5. 12»OO;0Ò6?kgm. 


7. 40.000, OOOir kgm. 


j—• 39.204,000 t. 




RESPUESTA A AJLGUNOS 


13. 2^LH(A«+6A*+m*). 


3.200,000 


17. 614,400». 


Sección 5.11, pp. 285-284 

1. 18,000 kg. 

7. 120,000 tons. 


3. 8,000/3 kg. 
9. y = t/V 2. 


5. 125.000/3 kg. 
13. 41,280 kg. 


Ejercicios adicional es al capitulo 5, pp. 284-285 
1. 13. 3. 3y 15 o*/«. 5. %. 7. % 5 . 9. 80. 11. 0. 13. % 15. 


Sección 6.1, pp. 289-291 
L —2sen2*. 3. 2cc 

5. ~ 00,21 1. tan 

Vl — KH 2x 

9. 9 tan’3 j «c 1 3j. XI- 3o 

13. cotx’ —2x’cac'x’. 15. 0. 

11. [sec* (Un x)] kc’i. 19. kc : 

21. 2oeec 5 ax tan ax. 23. o» 

2 + 2*’ „ A: 

25 - ■ 

29. sr/4. 31- 5 = 

33. }- = i«c3* + i. 35. y = 

37. y = 2 tan * + 2 sec * — * + *. 39. y: 

41. y = —J/icsc4* + %. M. y = 

g 

45. - unidades cuadradas. 

47. y (<) — 15 cos St, S"(t) = —45 sen 3c. 

49. y(<) = —32 sen 4C, S"(í) = —128 cos 4*. 


3. 2 cos (2x — 1). 

7. Un iy + $y scc a iy- 

1L 3 esc (2 — 3*) cot (2 — 3*) 
15. 0. 

19. sec 2 * — 1. 

23. a sec* | tan ^ . 

- 1 —2ysec 3 2x 

3L h = 4a, r = aV2. 

35. y = — i esc az + k. 

39. y = —l cos 4 2* + A. 

43. y — \ sec 3* + 1. 


Sección 6.2, pp. 303-305 

2x 

L VI — (x 3 — 

5. U — 

a ,** 

(x 3 — 4) Vx 4 —8* a + 15 

»2^h? 


3. — 


1 

r 9 — x* 
3 


1L -+ aictan x, 

1 + x a 

_ „ 2 arcsen x 

10. 

Vl—X a 


EJERCICIOS IMPARES 


xVx 2 — a a 

25. - . 

Va 3 —X a 

29. y = jardim 2x + k. 

33. y = arctan (x + 2) 4- k. 
37. y =iarcsen2* + y^ir. 

41 - ~Tb • 

45. y = |(arctan u)* + A. 
49. J, 

Seceión 6.3, p. 811 


5. 3,2,3.5.3, 


Sección 6.5, pp. 317-319 

1. 

7. cot x. 


(2 —x) V(x —2) a —1 

27. y = i arcsen ^ + A. 

31. y = arcsen | + A. 

35. y = i arcsen 3x + 


43. y = i (arcsenx) a + A. 
47. » unidades cuadradas. 
5JL y = arctanx*--1- 




7. i%,16V2. 


x ln x 


13. tan x. 


i=£H. 

1 — è ln UI 

*vi 


5. —i. 

X 

11. 2x ln x + x. 

2x + 3 , 


2x(l — x) • • " 

25. -7=1- 27. - 

, ''Vo 3 + x a i 

29. y = iln 3x* + 5| + A. 

33. y = èln x 3 + 12x + 3| + k. 
97. y = 1 In 2x + 3] —$ ln 3. 
4L ilni%. 

45. x — y —1=0,x—ey = 0. 


21. sec x esc x. 


1 

• 81. ta = $In |5r— 9| + A. 

35. y = —ln cos * + A. 

. 39. 3.920. 

. . 43. —1. 

49. 2 ln 5 unidades cuadradas. 


5L 10 ln | + 2l /t unidades cuadradas. 55. (4,2.773). 
Sección 6.6, p. 321 


. x*+\ ( 2x 2x\ 

** — 1 V*® + 1"“7—1 j* 

o V7+Tr i i 1 

* vCTLãi^nr - J- 

* :< *+ 1> “ (2 - + S) ”[l(ÍTTr + STT]- 

7. x”*' — senxlnxV 
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Sección 6.7, pp. 325-326 


1. 4a* 8 *. 

5. 2 sen x coa are , * Q * *. 

9. + 

13. —6e*- w . 

17. 2c 2 ® cos e 2 * c** D< *". 

21. sec 2 

25. y = —tf* 4*. 

29 . r = —«•— + *• 

33. ysrie^ + %- 
37. 1(1 — e-*). 

41. f(—1) =—i es un valor mín. 

43. 0.865 unidades cuadradas. 

47. 48.400 unidades cuadradas. 

51. 745jt unidades cúbicas. 


3. e-ln*+ie*: 

7. 3x>. 

1L 10*®* • 6* • ln 10. 

15. 2* • 2*’ ln 2.' 

19. 3 (sec 3* tan 3x 4 «*?). 

**■ TTT=- 

27. r = i«-’ + *. 

31. y = — <r* /4 ) 4 k. 

35. 1(« 8 — 1)* , * 0 

39. 8% ln 2 — y = 24 ln 2 — 8. 

re ]. t ^—2. — -^jesun punto de inílexión. 

45. 18.136 unidades cuadradas. 

49. 0.272 unidades cuadradas. 


Sección 6.8, p. 330 

1. y = 3e*®. 3. F{t) = e- ,# . 5. » = 15e«. 

9. p = 1.033 e“ 0 #00,sS "p = 0.519 cuando h = 5,000, 

p = 0.451 cuando h = 6,000, p = 0341 cuando K = 8.000. 
11 . <7 = qU+ ,,mêu9 i q = U.96ço para « = l00, 

q = 0.83ç 0 para í = 500, q = 0.38g o para l - 25,000. 

13. t = 46.4 anos. 


7. y = 


Ejercicios adlcionales al capítulo 6, pp. 330-331 


L seca:. 

,7. (2 ln 5) (cos x) 5 1 
13.--^—.. 


-a sen 2aa; 
+ cos* ax 


9. sec x. 


2x — 4 


x 

1 4 a; 2 * 


— V j—i’ ™ (*—1)(2* — 3) 

jW»—>*-»»— g (;+íi; + í=l + íb)- 


19. o(2*** ft ) ln 2. 

1 6a: . 

23. y = £ arcaen — 4 k. 


21. y = —iln(5 — 2*) +k. 

25. iln2. 2’- - orctan 


Sección 7.1, pp. 337-338 


L — ± + k. 

5. %k|l + 2»|4 k 

13. \ sen 3a: + ft. 


3. ê * + k. 

o 


7. ln|*| — 2*+i** + k. 
15. i sec 2a; 4 k. , 


t 


o I cr 


1 . 


EJERCICIOS IMPARES 


17. ^ arclan ^ + k. 

o o 
21. arcscc 3a: 4 k. 

25. —i(l 4 2cos2a:) 3/1 4 k. 
29. ln (ln x) + k. 

33. —ln |cot x 4 1| + k. 


19. arcsen | 4 k. 

23. (8 4 x , ) ,/ * 4 k. 
27. i(ln*)*4Ar. 

31. x* + k. 


35. arctan 


*41 


(H 


37. ln [ (x + 1) 2 + 16] — j arclan —^-h k. 

39. i[ln{l+*’)]* + *. 41. + 

43. ln (1 + sen* x) + *.. 45. 2 tan V* —2Vx + 4. 

47. i(í* + e-*) + A. 49. ie' H + k. 

51. i arcsen — + k. 53. ln |cscx—cotxj + i. 

ò 4 


Sección 7.2, p. 341 

1. •* sen x 4 cos x + k. 3. x* sen a: 4 2a: cos * — 2aena;4&. 

5. * lan a: — ln |sec a;| 4 k. 7. $e*(sen 2x — 2 cos 2x) 4 k. • 

9. sec x tan * 4 ln |sec ar 4 tan x\ + 11- x&rccosx —(1—4 k. 

.2 2 1. x — 1 , , * 

13. ^arcsec-a: —p—^ ——jln jyy 4 k. , .■ 

15. —i cos a;* 4 k. 17. i* 1 aresee ar — $Var‘ —T 4 *. 

19. y arclan a: — ^ a* 4 i In |1 4 * 3 | 4 k. 

21. —J cos 2x esc* 2x 4 $ ln |csc 2x — cot 2a;| 4 k. 

25. 2 ln 2 — $ = 0.63630 unidades cuadradas. 


. / tV3 , V3\ . 

'• '(“tt + 5—ry um 


unidades cúbicas 


Seccióp 7.3, pp. 347-348 

1. $[ar— sen 2x 4 1 (* 4 sen x cos x) ] 4 k. 

3. —cos x + $ cos* 2 x + k. ~ 

5. —£ cos 3* 4 i cos* 3* — \ cos" 3* 4 cos T 3a: 4 A. 

7. —* cot 2* — * cot* 2* 4 k. 

9. Vio tan* * — tan® ar 4 i tan a: — \x 4 k. 

11. —i esc* a: 4 ln |csc ar| 4 k. 13. J sen* x + k. 

15. — y i6 *4 5 / 16 sen2arcos2x — * cos 4* 4*. 

17. —Vís cos * 19. Vi tan T a: 4 % tan 5 x + k. 

21 . |«c>| +A. 

23. ran a: + 2 ln |csc 2* — sen 2x| — cot a: 4 A. 

25. Ir in |sec 3* 4 tan 3x| 4 27. 2 sen a: + k. 

29. \ cos (— x) — y l0 cos 5* 4 A:. 31. —} sen (— x) + y J8 sen 9x + k. 

33. --— [—sen (mr 4 n?r)l 4 k. 

m — n 

35.---[sen (mr — nn) ]-^-[sen (m* 4 nv) ] 4 A:. 

m — n m + n 

37. ~~ Tsen 2m7r] 4 k. 

jím 
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Sección 7.4, pp. 361-362 
X to 6 unidades cuadradas. 3. 8 

5. 8000 + 3 Vã) kgm. 7. 

o Vã—i 
9# 8 

IX —%fi(2 — Sx) >'*(*+y 16 ) +*,*<%. 
13. % ln jx* /í — lj + kiX=£Q, X 

15. 3% ,/a — 6x ,/0 + 61n|*^* + l| + ^*^=0. 


3. 8% — 12 ln 3 unidades cuadradas. 


V + 9 


+ *,*¥= o. 


“■ -595=B + fcW>4 


o* T . * — o (x —a) V&ix — 

21. y [_ arc8cn + -? 


23. *-l 4- arctan x + X x €Re. 25.- * ■ - — + t,x=j£ 0. 

V* 1 + 1 v * 

27. -i-ln »"« + 2 ~->g +i. 

2V3 tãn7+2+V3 


* 


Sección 7.5, p. 368 


X 5 ln I* + 2| + y+Y + 


3. b(H VF^l) + X 


5. i n |*_2| — jln|(* — l) a (* + 3)1 + 4- 


7 - - 5 ?H^I +t 

1L , + _H r —ln|*-l| + fe 
— 1. *' 1 


9. ln -í-ii — i + i. 


13. *—41n|* + 21—•TT2 +fc : >;'i;IÉ 


15. 3 1° ,, + - 4 - — 2 ,rcMn 2 + *• 17, 31n (** + 1 )-?+7 

“• 5 ln l?TT + B“ cU,n l + 8Õ?T4r f *- 

Sección 7.6, pp. 370-371 

L H^Tr) + T6“ rcl " , ^ + ‘- 

9. i Un* x — ^ tan a x + In |sec x| + X 
Ejercicios adictonales ai capítulo 7, pp. 371-373 


X 2 — 4 ln <« + « + *• 


3. — 


5. 4x* + * t + 4as + 81n (*- — 2) + L 
7. 2 ln (*« + 2x + 2) + arctan (* + 1) + X 


3(x* + 9x — 


+a. 

:■ 1 






EJEBCICIOS IMPABES 


7843 


9. (x a + 3*)lnx —~ — 3* +A. 

11. 3ln(*= + 4x +13) — 3arctani(* + 2) + k. 

13. 2VT+"2[i(x + 2) a — %(* + 2) +4] + X 
15. £(x 4 —1) arctan x + ±x— Vis** + X 
e“(6senóx + acosbx) . , 

17 ’ 

19. — (x 4 — 12x a + 24)cosx + (4x a — 24*)sen* + X 


21. 0.511. 


23. y = —2ln(4 —X a ). 


*>• wS"*!S- 


Sección 8 . 1 , pp. 378-379 

X 9 cm* por segundo. 3. (5,—5). 5. 6168 lts. 7. 16/V3Í. 

9. 27/92.16* l/minuto. IX 1J28 kras./hora,4-28 kras./hora. ’ 

13. 0.06 Radianes por minuto. .. 


Sección 8.2, pp. 389-390 


** 7 + Í ~ L 


3. y = 2x'-, x 6 [—1; 1] 


5. y'= *€ (—»;0); 3* + y = 12. 

7. y = -^*^i*e [0;+»);y —4 = |(*_3). 

9. y = x 3 + 4x, x 6 Re; 4x + y + 16 = 0. 
st ** _ _ h 5 _ —18í a — 30/ + 24 

1L D,y 3í* + 4 ’ °‘ r ~ (3<« + 4)* 

13. D,y = ; DJy = ií^fíL . 

L = ra •»»]„." £$ • »->■],. =m ■■ 

_ 1 + g* 

19. y = 0; y = 2»;r=—2*. í = l! (3,3); t = — 1; (—3,3). 

A ccuaaon de Ia Itnea tangente es x — y = Ja» — 2c, la ecuación de la 
hnea normal es x — y = 4«r. 

25. D,y = 2t. DJy = 2. 

27. D,y = —% cot 0, D*y = —s/ lC csc a 0. 

Sección 8.3, pp. 399-401 

X (a) (6,-2), (6) (—2,8), (c) (16,-9), (d) (8,12). 

7. y* = 4x; V = (8*, 4), A = (8,0). 

9. y a = X a ; V = (3í a , 2/), A = (6c, 2). 
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1 L y = 3e*»; V = (2.3c 1 ), A = (0,3c*) 

13. *, = —= 15. * = £ + l 'y = ! \ 

17. *=—cos* + l.y = sen*. 19. * = 2(1 — cos *>, y = 3 sen t + 4. 

Sccción 8.4, pp. 402-403 

L * = (60/V2)í,y = (60/V2)< — igí*. 
y = *—(g/3600) x l . 

p= (60/V2.60/V2 —gí),V=(60/V2,60/V2 —3g). 

5. x = 250Vãt y = 250 I — i gt a , 500/g, 500 a V3/2g. 

Sccción 8.5, pp. 415-417 

3. A (2, V3), B{ — 2 V 2 , — 2 V 2 ), C ^^ * 

£(—4,0),f(0,5),C(3,0). 

5. *“ + y a = 25. 7. y = V3*. 

9 . x* + y* = 6y. 15. r = 6 cot 0 esc 0. — 

17. r(2cos0 + 4sen 0) =5. 19. ra a . 

21. (o) y (c) son correctas; A = 


23. *. 25. *%. 

33. %(3\Z3 + 2*). 


27. |*a a . 


29. 


31. **a a . 


Sccción 8.6, pp. 425-427 

1. ln(V2 + l). 3. % t (13^* — 8). 

5. %4<97V97 — 52V52). 7. 4.. 

9 . 4 . U- 2 V 2 + 21 n|V 2 + 1 |. 

13. 12. _ 15. V2(*» — 1). 

17. ln|l — VI + í’| — 1 — V2+ VT+1* — ln |1— V2|. 

19. 30V29 + 375 ln ( 2 + ' 5 — ) • 2L 4. 

33. «VI + 4» 1 + èaln (2x + Vi + 4r*). 25. %«i. 

Sección 8.7, pp. 433-434 

1. 3. 5. x(2V2 + ln| V2 + l|—ln| V2 —1|). 

Hl ti 


7. £[(82)’"—!] 


9. V37 + ^ln|6+V37| j- 


11. 1225/4*. 13. 131.1, aproximadamente. 15. 36 unidades cuadradas. 

17. StV. 19. 21. 259.2,. 


23. 7ro*(2—V2). 

Sección 8.8, pp. 442-443 


1- . = . + í(qrü>‘ = í + ^.* = |™"-. — (T T> 


EJERCICIOS IMPARES 


( 

( 


5. h = —8í J , k = 6i l . 7. A = 0, A = 0. 

** ^x + y* — 4 % y + 51 =0. 15. 0; porque y" es cero. 

“*=!•(•■¥)■ 

21* (o) % 5 VS, (b) % 5 V5. 

Sección 8.9, pp. 453-454 
1. + 

3. ln (* + 1) = * y + -j + -g -— -g- (* + 1)"*. 

5. ln* = (* — 1)_2(*_l)«+ 

-*-5*— 1 J‘—*r <*-»>*• 
7. - —(-i)+i(.-i) , + i(.-5)‘«c 

/ 9. lfr 12 =b 0.1823 con error < 0.000011. 

13. e a == 7.389, V7=: 1.649. 15. cos^ 0.4997. 


13. c a = 7.389, Vc=t 1.649. 15. cos y =£=—0.4997. 

17. r* = 2 + l z{x - 8) — -*)' + &. 3 * 2 . M . 2 <*-8)’ 

+ R a (x), V9 = 2.08. 

19. (6) 0.0021. 

^ Ejercicios adicionales al capítulo 8, pp. 454-456 

1. 3 kms/hora. 

3. (a) No. Si x = U{t) = t *— 1, entonccs U no es biunívoca en Re. 

(6) *, = 2l,y t = 3t\m, = %f; 

(c) 3x—2y6 = 0, la ecuación de la línca tangente; 3y + 2% + 9 = 0. 

. ecuación de la línea normal; 

(d) (y — 4)* = (*+!)». 

5. La parte (6) dei ejcrcicio 4 determina una íunción; 

DcX = + % ,D; r = 

7. A= (2.2). 

9. (a) V = (2t,2),A = 2,0); 

„ í 6 ! I = 2) ’ A = < 2 - 0); l y l = 2V5 - l A l = 2 - 

1L (o) V= (2 00SÍ,—2scn2í).A = (—2wu,—lcos2í); 

(6) V = (Vi—2), A = (— V2, 0); |V| = V37|A| = V2 
13. (a) (1, t/3), (1,5,/3), (0,0). 15. 2 %(, + 2). 

17. ln (2 + Vi). 

19. Í4,(13VI3 + 80\^I6 —16) = 10.5. 
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21. Ç. S»- 5 ?’ 

25. Radio %V5, cenlro (Vi* — %. %)• 21 - A — 9í ’ %■ k ~ 1 + ‘ 361 

Sección 9.1, pp. 464-465 . 

L s unidades dcl eje *. 4 unidades dei eje y. 3 unidades dei e,e a, 5 un.dades 
fumTd» dei eje *, 4 unidades dei eje J, 5 unidades dei eje a, 5 unidades 
funídfd» dei eje *, 5 unidade, dei eje r, 3 -‘<*ade, dei eje *. 5 unidade, 
VTÍiSde. dei eje *, 2VIÕ unidades dei eje y, 3VS unidades dei eje a. 
^/^Tunidíulés^dei'eje Vl?7 unidades dei eje y, 2Vf unidades dei eje r, 

ÍÍSZZ+Tái u + r.Vtt — - «• - 

íl '££. £ STTvh —-« * - v* ■■ 

3V5 unidades dei origen; _ ... .1 j__ j_i - 

VE unidades dei eje *, 2VTÕ unidades dei eje y, 3VS umdades dei eje , 

7 unidades dei origen. 

S. la) V22,<6) Vb, (c) V221, (d) iVÜ. _ __ 

5. (o) Vo* + b a +V, (b) VFT7, (c) Vo- +J*. (d) Va' + V. 

7 . {(*.y,s) | * = 0,s = 0 ); ((*, y. x) I* = 0,r - -O)- 

9. („) Plano paralelo al plano y. que pasa por 4,0.0 , 

íâ a= s=s£ a s= ^ 5: 5 =p „ 

U. (9 £* a ; wWvÍ5V8,vnr. 

17 * (o ) esfera, C(—4, 0, 5), radio = 6; ( b) ccuación dei conjunto nulo; 

(c) esfera. C(0,0,9), radio = 9. 

19. 3*a + 3y a + + 42* — lfyjr 32s + 123 = 0, 

C(—7. %,*%), radio = % V98. 


Sección 9.2, pp. 471-472 

1. s i —T "! 5 * ®0* • 4®’»66* • 

2 V3 ^Vi 

5. 2,—2.2;-g-,- 3 -.— • 

9. (.)J ^1— J;60».48Ma0». 
11. b, c. d. 

15 - 3 -ã' — 3' 


s. — J;— aoMSS-jec-: 

VÍ4 3V14 VT5 

1. 1,— 3 , 2 ;-^-»-• 7 * 


13. 54°44'. 


17. — 


3V29 4V29 2V29 
"29" * 29 ’ ”55 


S5soo.m £ psis 5 K 


EJEBCICIOS IMPARES 
Sección 9.8, p. 475 


/847 


1. cos S = 0; perpendicular. 3. cos 6 = 


9. Perpendicular. 


11 . 2,—5,—11. 


7. cos 0 = 


13. 1,2,—1. 


Sección 9.4, pp. 481-182 

1. 4,—12,3. 3. -12,-6, 

9. * + 32 — 5 = 0. 

11. 40* — 19y — 52r — 124 = 0. 
13. 2* + 9y —9x = 0. 


15. 60°. 


17. Perpendicular. 


7. 2x + 3y— 2i + 10 = 0. 


19. Cosí? = 


3V70 


Sección %5, pp. 486-488 

JL * = 1 + 3/, y = 6 + 3*, x = —3 + 5f. 

3. *=-4 + 7f,y = 3 + 2«,x = 2 — 3*. 

5. *= — 4+ 12r,y = —8 + 4í,x = 3 — 3í. 

7. * = —3 — Xy = 4,x = — 2 + 21. 

x+9y+8z Vê 7 1 

9 - rziõ‘-^=r’~T'~T _ ’“3 õ V6 13õ V6 - 

* — i y —3 í Vl4 V14 3V14 

~2 “1 V~ '“MT 5 14 1 

Intcrsecta al plano xy en (MkfoO), al plano yx cn (0,9,14), al plano xx 
en (3,0,—1). 

x = 4 + 2t,y = 3, t,s= 5 3<. 

60°. 27. 1,1.— i. 

* = 1 + 4r,y = 3 + 6 f, z = 1 — 2i. 31. * = X + t.y = — l,z = 2. 

7. 


sción 9.6, p. 490 

Círculo. 

•'Hipérbola. 

Cilindro circular. 

Cilindro. 

x* + y* — 2x = 0; cilindro circular. 


3. Cilindro circular. 

7. Curva exponencial. 
11. Cilindro circular 
15. Cilindro parabólico. 


Sección 9.7, p. 494 

1. Eje x, gráfica de x = ** ó x = y*. * 

3. Eje *, gráfica de^r + -^- = l ó^ + -^- = l. 

5. Eje *, gráfica de y* = 4* ó x* = 4x. 

7. Eje *, gráfica de x = x 3 ó x = y*. 

9. Eje x, gráfica de-^ — •^■ = 1 ó-^ — -^- = 1. 


848/ 
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¥ 


1. Esfera. 3. Hiperboloxdc dc una hoja. 

5. Cono. Cono. 

9. Paraboloide hiperbólico. 11. Paraboloide circular. 

13. Cilindro circular. 15. Cilindro circular. 

17. Cono. 

Sección 9.9, p. 505 

3 . (b) x = 5 — jt, y = 3 + í,z = 3 + t. 

5. ( b ) |(12 + 51n 5); (c) x = \ + t,y = 1 + 2t,z = i + t. 

Ejercicios adicional es al capítulo 9, pp. 505-507 

1 . 4V3; (x— 2 )* + (y— 3)* + (z — 4) a = 48. 

3. 4x + 2y — 25 = 0, plano. 

7. a) %' + y* = 15, ( 6 ) x 8 + z 8 = 9. (c) y 8 + z 8 = 25. 

9. Coa y = 0. coa /3 = 0, coa a = 0. 11. Cos 6 — \ . 

13. a) Perpendicular, ( 6 ) paralelo, (c) perpendicular, (d) cos 9 = i. 

15. 1,2,— l),x + 3y + z = 6 . _ 

17. * = —1 + 3í, y = 2 — 5í, z = 3 + í; longitud = V 35. 

19. A < 13, A = 13, 4 > 13. # „ . .. 

28. 3(**+ 7 * + *“)— 6 * + 2y — 2z— 63=0; esfera, centro (1,—*,*), 

r = l%V2. 

25. V3<«—». 


Sección 10.1, pp. 514-515 

L D = [—1; 5],R = [—4; 5]. 3. D = [—5; 5], R = [0; 4]. 

5. D ca el plano xy; esto cs D = {(x, y) \ ~ zc <x < + », — co<y< 
+ «>}• 

7. D = {(x, y) | x 8 + y* < 1}, D es una rcgión abierta. 

9. Si. 1L Si. 13. No. 

15. Una región, un conjunto ni abierto ni cerrado. 


Sección 10.2, pp. 521-523 

1. asec*(ox + óy), b sec*(ax + by). 



5. T>'F(x,y) = 


Vy^—? si y > 0 y *^r» 
~ »i y <0 y 



si y >0 y *#y. 
siyCOyx^y. 



EJERCICIOS EMPARES 


/84I 


Vx J + y 3 — 4 ’ V* a -f- y* — 4 
9. Para el ejercicio 3, D = í (x, y) y > 2x); 
para el ejercicio 4, Z? = j(x,y) x* ^ y}; 

para el ejercicio 6, D = Hx,y) x* + y* < 1); 

para el ejercicio 7, Z> = l(x,y) x* + y 2 > 4}; 

para el ejercicio 8, £> = {(x, y) x 8 > y 8 } U {(x. y) | x : + y 8 > 4}. 

11. F.(x,y) = —8x, ^(x,y) = —2y, F, = {(^y;r) • z “ ”"**)• **T 

y; z) | z = —2y}; dominio de F = ((x, y) | 4x* + y 8 < 4}, domínio d« 
F. = dominio de F„ = dominio de F; F (i, 1) = 2, F,($, 1) = —4, F* (i, 1) 
= — 2. 

13 . M*,r) =- 77 J^-.F, ( ,,y) = ^ + r f _ r • 

F. = (Ur;x)|r= Vx , + g y ,_ 9 j. 

* r. = { ( *r ; «>l« = v^/y-4 '} 8 

dominio de F = ((x, y) | x* + y 8 > 9}, dominio de F t = {(x,y) | x* + y* > 
9), dominio dc F„ = {(x,y) | x 8 + y 8 > 9); F(—3, 2) = 2, F,(—3,2) = 
—M—3.2) =1. 

,, dF(x,y) _ y{f-x') . 3F(x,y) _ xíx 8 — y 8 ) 

~S (x 8 + r 8 )« ’ 3y “ (x 8 + y*)* * 

29. D^(*. y, z) = 6x 8 — 2y cos z, D y F(x, y, z) = 8y — 2x cos z. B J (x, y, z) = 

2xy sen z. 

2L DS(x, r, Z) = + ln (,•■ —r>), DyF(x, y, z) = ! 

^r.*>=^. + TT5?- 

23. f.(x,y,z) = 2x, F„(x,y,z) =—4y. f,(*.y.z) = 6z; 

= {(*>y»z; “) » = 2x), /*, = {(x, y, z; u) | u =—4y), 

= ((x, y, z; u) I u = 6z). 

25. /'.(x,y,z) = 3x* — 6yz, /’ y (x,y,z) = 3y* —6xz, F, (x, y, z) = 3z* — 6xy; 
= ((*,y,*; «) U = 3x 8 — 6yz), F v = {(x,y,z; u) | u = 3y* —6xz>, 

= {(*>y,*J **) I » = 3z 8 — 6xy}. 

21. | = 2-«-r. 

29. |^ = —2scn(y — 2x) t ~ = —sen (y— 2*). 

31. ~ = 2xyz + y*z + yz a ; |^ = x*z + 2xyz + xz 8 ; = x*y + y 8 z + 2xyz. 

33. = —a esc* (ax + 6y + cz), = —6 esc 1 (ax + 6y + cz), 

— = —C CSC 8 {ax + by + cz). 

Sección 10.3, pp. 526-527 
1. F[x,y) =x*y — x'y'+ 2y + 7y> 

8. F (x, y) = ijn (x 8 + y*) + 3 In M. 

5. /-(x,y) =^ — 2x>y — 2xy 8 + •£ + c. 
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7. F{z t y) = sen^ 4- c. 

11. F(Xyy) = xe? + yt? 4- c. 13. Sin solución. 

15. /(*, y) = c* cos y 4- ** + acn y + y* 4- c. 

17. F[x,y) = |y— |cos2* + c. 


Sección 10.4, pp. 530-531 

1. (6) E,(l, 2) =—J, F„(l,2) = -—1. _ 

(c) La representación perpendicular de la linea tangente a Ci es y = 2 , 
z — 2 =—i(x — 1) ; la representación perpendicular de la línea tan¬ 
gente a C* es * = 1, z — 2 = —1 (y — 2). La representación para¬ 
métrica de la línea tangente a Cj cs * = 1 + t, y = 2, z = 2 — $£; la 
representación paramétrica dc la línea tangente a C 2 es x = 1, y = 2 4- £, 
x = 2 — *, 

(d) x —14- 2(y— 2) 4- 2{x — 2) = 0; las intersecciones x, y y x son 1, 
2 y 2 respectivamente. 

(e) * = 1 4- t, y = 2 4- 2t, x = 2 4- 

3. Ecuación dei plano tangente, 2(*— 2) 4- 4(y — 1) — (z — 4) =0; repre¬ 
sentación paramétrica de la línea normal, * = 24-2*. y = 1 4- 4t, z = 
4—x. 

5. Ecuación dei plnno tangente, V2x 4-2y 4-4z— 8 = 0; la representación 

K ramétrica de la línea normal, x = V2 4- V2t, y = 1 4- 2í, z = 1 4- 4£. 

uación dei plano tangente, 2* — 2y — z = 0; representación paramétrica 
de la línea normal, x = 1 — 2r, y = 1 4- 2t, z = t. 

9. Ecuación dei plano tangente, z = cx; representación paramétrica de la línea 
normal, x = 1 4- e£, y = 1, z = e — t. 

11. Ecuación dei plano tangente, 4(x—1) +z — 4 = 0; representación para¬ 
métrica de la línea normal, z = 1 4 4 z = 4 + t. 

13. 4; 8. 

Sección 10.6, p. 539 

L Az = Ax(2x + 2y) 4- Ay(2x — 2y) 4* Ax(Ax 4-Ay) 4- Ay(A*_ Ay); 

0t (àx, Ay) = Ax 4* Ay, 0 t (&*> Ay) = Ax — A J- 

3. Az = A*(4* —y) 4- Ay(2y— x) 4- Ax(2Ax— $Ay) 4- Ay (Ay— }Ax) ; 
0i(Ax, Ay) = 2Ax — }A y , 0,(Ax, A y ) = — $Ax. 

5. Au = Ax(2x + z) 4- Ay(—2y) 4- Ax(x — 1) 4- Ax(Ax 4- jAz) 

4- Ay(—Ay) 4- Az (A*). 

Sección 10.7, pp. 545-547 

1. D,z = 0. 

3. D f z = e f/, (i sen 2x 4- 2 cos 2l) + e“(2sen*£ 4- *cos±0-. 

5. DfZ = tln (1 — 30 — 2(1 — 3x) 

7. D,z = 1. * 

9. D t x = — 2(9r 4- e a ‘) sen (9 £» 4- 

11. D«z = [y cos (*y) —sen y]e* 4- [xcos (xy) —xcosy](£e‘ 4- «')• 

13. D t u = te* (2 ln £ 4- £ ln f 4- 1). * * 

15. D,u = (cos £ — sen £ 4- 20 cos (sen t 4- cos £ 4- £*). 


EJERCICIOS DITARES 


17. D,u = 2 cos 4t 4- 2 sen 4f. 19. D»u = 18í. 

21. D ,P = —0.311 kg/cm* por segundo. 

23. Creciente T) t V = 40r cm* por minuto. . 

_ —xl 1 4* ox ) 

25. D^ = 8x4-2. 27. Dt z = w _= f _ 

31. DjU = e*(scnx 4- cosx 4- x 4- 1) 4- sen* 4- *cos*. 


Sección 10.8, p. 


1. ia) 2, ( b) 1, (c) 


7T 


... _ —3VÍ4 


5. (o) 0 = 135°; ^r ( .,í = 0; (6) 0 = 45°; = "j— ■ 

7. De (3,4) a) origen. 9. (o) —2V3 + 1. (6) VT7. 

Sección 10.9, pp. 553-554 

1. (a) dz = 2(% 4* y) Ax 4* 2(* —y) Ay,_ _ ' 

Az = 2x Ax 4- Ax 5 + 2x Ay 4- 2y Ax 4- 2Ax Ay — 2y Ay — Ay*; 
(6) dz = 1.4, Az = 1.41. 

3. (o) 7, (6) 7.1407, (c) 7.14. 5. (a) 17, (6) 11.274. 

7. dz= yÍ * — *% ■ 9. dz = e'-‘’(2ix + 3dy). 

yV? — x‘ 

11. da = yzé ry: dx + *rc xv; dy 4- xyc*" 3 dz. 

13. da = sye** dx 4- zxe^ dy 4- e” dz. 15. 0.0004 7 

17. dz - 3 1 * dt. 19- dz = 0 . 


Bccció 


ón 10.10, p. 564 


1 . Fr(r,s) = (X 3 —y)6r4-3(y 5 — *),F,(r,s) = 3(* s —y) 4-6(y> — *)*. 

xe* 4- e* - • . 

3. F,(r,s) = («* 4- yc’)s 4--;-! F»(r,s) 


= (<* + ye*)r — 


r(xe v 4- e») 


5. F_Ar, s) = 2x 4- 2yzs + 9 zV,/g(r, j) = 2x 4- 2yzr. 

7; frír.O = y — * 4- xs 4- zs,F r (r,s) = 2y — z — x 4- xr 4- zr. 

9. Fr,(r 1 . r 2 » r s) = ^a)I>n Ci(^i, ^ r s ) 4- /'« (x„ Xs) D rI C.(r,, r., r»)., 

/r,(r x , r„ r.) = ^.,(xx, x,)D„ Gx(r 1% r,, r a ) 4- fra (x„ *t) Po Cj(ri, r s , r a ), 

F n (r u r if r s ) = fXsíDr, r a , r t ) 4- F n (*», *,) D fí C,(r„ r„ r,). 

11. E x (x, y) = 4xu 4- 2u*x ±y + (2x* .4- 3yv 4- 2ux*) cos x 


4- 2u*x 4- v 4- (2x* .4- 3yv 
4- (3yu 4- *) ^2xy 4- ; 


F y (x,y) = 3uv 4- (2x* 4- 3yt 4- 2ux») (2y) 4- (3yu 4- *)(2x*y). 

Sección 10.11, pp. 568-569 


• cós y—• y-cos x 
sen x 4- x sen y 


1 . 
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5. — 


2 sen 2* 

3 sen 2y 


7. Z. 

X 

' - kc + by + 


_ , . c* cos (x + y) 

11 . G t [Xy y) - C 9 {x, y) - ^ y scn + y) ' 


18. Gg{x,y) — 


f ^ r r - **** + 


15. G,(x,y) - > c r(^y) - e=—3xy* 

,/ 2x r + y’ + 2\ 

17. W(,) = (ycosx + seny) + (senx + xcos y )^—-—^y 

Djr^(y) = (yew^^ri ^+y»^ ) + í scn;c + * cos > r >- 

19. 4x + 3y — 3z + 4 = 0; * = — 1 + ‘U, y = 3 + 3i, z = 3 — 3í. 

21. * = 3;x = 0,y = 0. 

553. x —4y — 4z + 20 = 0; * = 8 + í, y = 5 — 4/,x = 2 — 4*. 

25. z —3 = 0,x = 0,y = 0. 

Secclón 10.12, pp. 574-575 

1. /■„(*, y) = l2x‘f,F„{x.y) = F„(x,y) = 8*'y — 3y\ f w (*,y) 

* = 2x* — 6xy. 

s. /„<* y > =^~!,FM(*.y) = ftr<*r> 

= _i^ + 2l. 

C-g = ^ = ^+^ = ^ = 2 r- 

* S=-^'g=—^’*=Ã =2y - 16 ^ 

9 - g = °’g ;= -* sen,,; 9^ = ã^r = COi) ' - 

u - 8=°'I? =< *5? = 0 '^ = Ã = 1, 


IS. 10. 


3»u _ 3*n _. 3’q _ 8*a _ j 
3z 3y — 2y 2z 2* 2z 3' 2* 

«, —2(x s + 2xy — y 2 ) lx .yi/<r-,» 
10. 21 - -(TZTT^ 


23. x*->+ r* y "ln*. 

Sección 10.13, p. 579 


1. sen * sen y = xy — [ (* 5 + 3*y«) cos («*) sen (*y) 


EJERCICIOS IMPARES ' 

+ (y a + 3x*y) sen (âx) cos (0y)], 0 < 0 < 1. 

s. p,(.*.y) = i+5 ,r 7 + sr[— (* — r) + 2 r{*— 2 )]’ 

Secclón 10.14, pp. 584-585 

1. F(0,0) = 0 es un valor mín-rel. 3. f(3.1) = 1 cs un valor mín-Td 

, 1 - a a a 

5. F(a t a) = a* cs un valor raáx-rd. 7. 3 » 3 • 3 • 

9. Ningún punto máx., ningún punto raín.; paraboloide hiperbólico. 

11. 16. 

Ejercicios adicional es aJ capitulo 10, pp. 585-586 

5 "‘’ i :£í(SÍífeV=V ll ’ í> 

„ dz _ (ad — bc)y dz _ (óc— «*)x 


“ dx (cx + rfy) 8 ’ 8y (ex + rfy)* ' 

*•<•-»- <( > r+1 > íüfcS ■=£:=!+m 

15. (o) 0, (6) i; Bm f (*, y) no exuto. 

19. (3,%,M4). 2L* = 2.r = l + ^x = 6 + ». 

/ 23. D|Z = 2(4t + e*‘) cos (4!* + «*'). 25. -^~r • 

27. Arctan | , SÜ i«i = 10. 

29. C.(*, y) = 2 j + * ’ = 2z + * ' 

"7^- . 37. F{0, 2) cs un valor min. rei. 


Sección 11.2, pp. 594-595 
l“ 3. Í • 


16 

3. 

a 5 

T- 

6 ‘ 

■V 

4 * 

11. 

1 

3- 


5. 5. 


13. 8 ln 8 —16 + e. 


Sección 11.3, pp. 603-604 

íi. y 10 . 13. 8*. ií 


5 . . 2 « 625tt 

15. ^ + m . 17. —2— 


Sección 11.4, pp. 610-611 

1. %• 3. 7T— %. 


5. 16. 


7. 19. 
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11. 48r. 


17 — 
17 ‘ 16 


19. }«•. 


Sección 11.6, p. 617 

1 . *. 


*i- 


Sección 11.7, pp. 624-625 
9. 0. 

Sección 11.8, p. 626 
1. 3. i- 

Sección 11.9, pp. 640-641 


9. 2 + £. 


3. ira}. 


11. 32ir. 


Sección 11.10, p. 652 


3 * 

76tt 

T’ 


8 . .|<3a*»~4a»). 


Sección 11.11» p. 656 


13. 16. 


15 * 


5. 2 % + y fl ln5. 


11. %4- 


5. 8 . 


5. 8 ?t. 


7 ' T' 
15. 32ir. 


(1 — cos b). 


'crb 1 + a 1 * 3 + 6 V. 


f J r (»- 4 *f)/« _ 

5. I I Vy* + 1 da: dy. 

7. 2ttoA. 9. i(2V2—l). , 

Ejercicios adicionales al capitulo 11, pp. 657-658 

1 . 2 %,. 3. Jir. 3- 24-. 7 * 

9. 3 %J . 11. 3%. 13. 2a+ 2. 15. 


3. Í7T. 

11 . 3 %- 


5. 24r. '7. 12% + Su¬ 
is. 2« 4- 2. 15. 0. 


Sección 12.1, p. 661 

1 * (%»%.%)• 

Sección 12.8, pp. 666-667 

1. fora* 


3. (i%. 




EJERCICIOS IMF ABES 


7. 

( 0 , f 6, 0 ). 

9. 


11 . 


13. 

f 3a 3a 3o\ 

\S 8 8 J * 

15. 

(a b c\ 

\4 * 4 * 4/ ’ 

17. 

(U.i)- 

Sección 12.3, pp. 672-673 





J- 

(t ■»'!)• 

S. 

(*È-S)- 

5. 

/2 1 ó' 
\5 ’ 2'2, 

7. 

ff 4 

• 9. 

f 4a 4*A 
* 3tt; * 

11 . 

(!•?)• 

13. 

(ira, Ja). 

15. 


17. 

(ia.|o). 

Sección 12.4, p. 676 








I. (na, . 


^4 


Sección 112.5, p. 680 

1. S = 1100.7 unidades cúbicas, V = 953.2 unidades cúbicas. 

3. V = 2tt j 5 5 = 4r*. 

Sección 12.6, p. 682 

1. El eje a como cl eje dei cilindro, / a = A/ = bxkath. 

3. El eje z como d eje dei cilindro, /. = Yi^ka^h. 

5. I K = ^nhkr*. 

7.. /. = ^ (6* + c*), /, = j- (»' + «’), 1. = ® l» 1 + fr 1 ). donde M = f 


Ejercicios adicionales al capítulo 12, pp. 682-683 

>-(í + è“’4 1 S h H' 

T (Í ; W)- 9. (%o,%V2 0 ). 

4 _ 2 V2 + 1 _ 

13. g»*a*. 15. x — 5 ' 2 V 2 — 1 ' T 


•• (£«“) 
n. = 


13. çirla». 

Sección 13.1, p. 692 
1. 5. 3. 2. 

13. ln|. 15. 


;y = 0. 


5. i. 

!7. - 5 . 


9. n. 

21 . 0 . 


Sección 13.2, p. 698 
5. 0. 7. 0. 


9. 

c 


11 . 1 . 
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13. 8 . 


15. 1. 


17 . - 2 * 


19. -2* 


Sección 13.3, pp. 705-707 

1 . D' limite existe y es igual a cero. 

3. El limite no existe para ^ -» + oj coando x-> + co. 

11. 0. 13. 0. 15. —3. 17. 0. 19. I 

21. 1. 23. 0. 25. 0. 27. 0. 29. i- 

Sección 13.4, pp. 710-711 

3. A 8 Íntota horizontal con ecuación y = 1, asíntota vertical con ecuación x = 

— 1 . 

5. Asíntota horizontal con ecuación r = 0, asíntotas verticales con ecuaciones 
x = 1, x = —3. 

7. Asíntota horizontal con ecuación y = 1, asíntota vertical con ecuación x = 

— 1 .. 

9. Asíntota horizontal con ecuación y — 1, asíntotas verticales con ecuaciones 

X - Vã, y * = —Vã. 

11. Asíntota horizontal con ecuación y = 0, asíntotas verticales con ecuaciones 
x = 1 , y x = — 1 . 

Sección 13.5, pp. 718-719 

L 1. 3. No definida. 5. e\ 7. r. 

9. No definida. 11. No definida. 18. 9. 15. No definida. 

17. No definida. 19. a . 21. —28. 2V5! 

■29. v unidades cúbicas. 

38. (<j) A = ln í y ( 6 ) lira A no existe, (c) V = ir £ j + 1 J » 

(d) Jim V = -n. 

37. 6 c. 


Sección 13.6, pp. 728-730 

- 1 . (a) 0 , (b) y x2 , (c) —*. 

5. (a) —1. ( b) —1. 

9. — 2*. 


3. (a) %o. (*) y 4 o- 
7. (a) —1, (A) —1. 
11 . — 2 . 


Sección 13.7, pp. 743-745 

1. 6 %. 3. 4*. 9. —1. 11. 6 . 13. 15. 


17. 2 + k. 


19. arctan -4-A. 

x 


21 . e* — «•» + *. 


23. x 4 + x 2 y* 4 - y* 4- A. 25. yx 1 — y 8 x 4- A. 
Sõ.^e 4 sen b. 


33. 3wa 4 . 


EJERCICIOS IMPARES 


Ejercicios adicionalcs al capítulo 13, pp. 745-747 

i _i 3. 0. 5 - i- 

9 . ^ã )Ninguna asíntota horizontal; la gráfica do x - — 1 es una asmtota 

( 5 ) —4 es un valor máximo relativo; F( 0 ) = 0 es un valor 

mínimo relativo. 

u ! 13. 2. 17. + 4**y + y* + *• 

19, i (X* + y*)' + k. 21. jln + *■ 

23. (o) 5. (6) »%„. (c) 9. 25. 4i- ' 


Sección 14.1, p. 757 
1. Convergente, lima, = 1. 


3. Divergente. 


Sección 14.2, pp. 766-768 

1. Convergente. 

7. Convergente. 

18. Divergente. 

19. Divergente. 

25. Divergente. 

35. Convergente. 

41. Convergente. 

47. Divergente. 

Sección 14.3, p. 773 

1. Condicional. 

7. Absoluta. 

13, 1. 


Convergente. 

Divergente. 

Convergente. 

Convergente. 

Divergente. 

Convergente. 

Convergente. 


3. Absoluta. 

9. Condicional. 


5. Divergente. 
11. Convergente. 
17. Convergente. 
23. Divergente. 
29. Convergente. 
39. Divergente. 
45. Divergente. 


5. Absoluta. 

11 . 1 . 


Sección 14.5, pp. 784-785 

1. Intervalo de convergência y conjunto de convergência, Rc. 

3. Intervalo de convergência (— 1; 1), conjunto de convergência <—lS 13- 
5. Intervalo dc convergência (—2; 2), conjunto de convergência [—2; 2]. 


11. Intervalo de convergência y conjunto de convergência, Rc. 

13. Intervalo de convergência (0;2), conjunto de convergência (0;2). 
15. {x 11 < x < 2). 17. {x | x > 0}. 19. V {* I * < 


Sección 14.6, pp. 793-794 

X* X a x T X* 
1. senxzzx—jr + jj — jr + õr 


«wu 

(2n+ " flT + 
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+... + (—i)— ( *~ 1) ‘ +.... 

*» X *** 1 

7. arctan x — % -+ -<r-— ••• + (—1)" 2a + — + •'*, —1 < * < 1- 

sen*_, ** , * 4 * é / ix. **" 

9 * 5T~7T + 9T + +(—1) (2* + l)! * 

X a X* * f X 2 ** 1 

11. «nh* = *+ IT + 5r + 7T + - + ( 2n + l)f + •"« 

Ejercicios adicional es al capítulo 14, pp. 794-795 
7. Convergente. 9. Convergente. 

Sección 15.1, p. 801 I 

1. (a) (l + *)«*=l + y 4 * — + + 

(c) 1.029892, (d) 2.0598. 

3. (a) (1 + *)-»/* = 1 — + %*» — Xe» 1 + • • •, (6) 1.01015. 

5. 0.1736. 7. 1.008. 

9. (a) (1 + x)»* = 1 + H* — H* f + He** — ftis* 4 + ••'.(*) 10954. 


Sección 15.2, p. 803 
1. 7.389. . 3. 0.135. 


5. 8.166. 


7. 0.999. 


9. 0.5299. 


Sección 15.3, p. 806 
1. 1.6094. 3. 2.3980. 


5. 1.3863. 


7. 2.0794. 


9. 0.3010. 


Sección 15.4, pp. 809-810 

1. 0.764. 3. 0.747. 

9. 0.659. 1 11. 0.1974. 


5. 0.069. 
13. 0.2915. 


7. 1.809. 


Sección 15.5, p. 814 

3L 3.84. 


3. 3.811. 


5. 3.827. 


Sección 15.6, p. 817 

1. At = 732.00, A, = 728.00. 
5. A t = 3.28, A t = 3.24. 


8 . A t = 33.10, A, = 32.65. 

7. 728. 9. 32.67. 


Sección 15.7, pp. 821-822 

1. 2.0946. 3. 1.70. 

7. 151. 9* 2.24. 


5. 2.54. 

11. (a) 1%, (6) 1.31. 


Ejercicios adicionales al capítulo 15, pp. 822-823 
1. 3.6088. 5. 0.000.000,08. 

13. 116,748 cúbicas 6 37,162 unidades cúbicas. 
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•'unción de primer grado, 46 
dc segundo grado, 47 
de tercer grado, 48 

•'unción velocidad en el tnovimiento rectllí- 
neo, 131-132 

'unción, exponencial. 306 
cero, 47 

algebraica siraple, 49 
de dos variables indepcndientes, 510 
continuas, 534 
de grado n, 48 
do grado n aimplc, 48 
de n variable indcpendientes, 510 
do primer grado, 46 
do segundo grado, 47 
de segundo grado simple, 47 
de tre» variables indepcndientes, 510 
gráfica de una, 38 
rnayor entero, 50 
biunivoca, 62 
ideotidad, 47 
inversa de una, 62 
inveraa de cosccante, 299 
inveraa dc coseno, 293 
inversa do cotangente, 295 
inversa de secante, 297 
inversa de aeno, 291 
inveraa de tangente, 294 
logarítmica, con baae a, 308 
con base e, 309 
polinomial, 49 
posición, 130 
racional, 49 

raia cuadrada simple, 51 

real, 38 

segunda derivada de una, 126 
tercer grado simple, 48 
tercera derivada de una, 126 
traacendental, 49 
veloddad, 131 


Función exponencial do baae a, 306 
derivada de la, 322 
dc baae e, 321 
derivada de la, 322 
Función idêntica, 47 
Función intcgrnble, 228 
Función logarítmica de base a, 306 
derivada de la, 314-313 
de base e, 315 
derivada de la, 315 
Función mayor entero, 50 
Función pendiente, 75 
Función polinomial, 47 
de grado n, 47 
Función racional, 49 
Función raiz cuadrada, 51 
Función real, 38 

Función seccionnlmenic lineal, 50 
Función Irascendente, 49 
Función trigonométrica, 94, 287 
Funciones, álgebra de, 52 
cociente de, 52 
diferencia de, 52 
hiperbólicas, 327 
iguale», 42 
produeto de, 52 
trigonométricos, 94, 255 
trigonométricas inversas, 300 
3uma de, 52 

Funciones hiperbólicas, 500, 501 
Funcione» iguales, 42 

Funciones trigonométricas inversas. 291, 300 

F(x), 39, 40 
Fix) -* + oo, 699 
F(x) - cc, 700 
F(x,r), 510 
F(x,yj)t 510 

Gráfica, de una ecuación, 44 
de una (unción, 144 
concavldad, 197 

dc una relación en cl espseio 2, 33 
do una propoaición en S*„ 33 
de una proposición cn Sr,., 462 
en coordenadas polares, 404 
cn el espacio-3, 462 

Hélice circular, 503 
Hipocicloide, 431 

Incremento, de x, 167 

' de y, 168 

de *. 537-538 


Integración aproximada utilizando series infini¬ 
tas, 806 

por medio de la regia de Sirapson, 814 
por medio de la regia trapezoidal, 810 
Integración dc los integrando» racionales, 362- 
367 

por sustitución, 348-360 
por la regia dei tropccio, 812 
por medio de tablas, 371-372 
por sustitución trigonométrica, 351 
Integrndón, usando coordenadas cilíndricas, 

MS 

de iategrandos racionales, 262-367 
•/ indefinida, 334 

■: paramétrica, 443 

por la regia de Simpson, 816 
por la regia trapezoidal. 811-813 
por partes, 339 
por sustitución, 348-360 
por su&titcdón trigonométrica, 351 
usando coordenadas polares, 638 
usando coordenadas esféricas, 651 
usando serie» infinitas, 806 
usando tablas, 371 
Integración indefinida, 334 
!!.’ Jv Integral curvilinca, 732 

Integral de una función continua, 230 
' ‘ curvilínea, 722 

v-i '1 definida, 228 

existência de, 229 

>;■ Í. dc Ricmann, 228, 590, 612 

doble. 590 . 

p generalizada, 711-712, 714-715 

indefinida, 333 
iterada, 593 
triple, 612-613 

Integral de Riemann, 228, 590, 612 
Integral definida, 228 
existência de la, 229 
Integral definida, 228 
■•••. "J, propiedadcs de la. 229 

Integral dóble, 590 

' ffi' Integrai indefinida, 333 

$>* Integral triple, 612-613 

Integrales dobles, áreas y volúraenea por, 604 
y coordenadas polares, 638 
Integrales generalizadas, en [«;&], 713-715 
« (a;+ oo), 711, 712 
en (— «O; M, 711, 712 
cn Re, 712 

Integralca iteradas, dc F{x,y ), 593 
de F(w), 617 

! vH Rv'"* ' * * 

»;>• 


Integrales trigonométricas, 343-346 
Integrando, 228 

de una integral indefinida, 333 
lntegrandos racionales, 362-367 
Intersección de conjuntos, 30 
Ir.teraecdón, de una gráfica, 447 - 
dc un plano, 477 
Intervalo, 35 
abierto, 35 

ablcrto por la derecha, 35 
abierto por la iequierda, 35 
cerrado, 35 

de convergenoia de una serie de potenciaa, 

35 

extremo derecho de un, 36 
extremo izquierdo de un, 36 
finito, 36 
infinito, 36 
longitud de un, 779n 
Intervalo abierto, 35 
Intervalo cerrado, 35 
Intervalo abierto por la derecha, 35 
Intervalo abierto por la izqnierda, 35 
Inversa de una función, 62 
derivada de Ia. 212-213 
de una relación, 59 
de una transíormación, 630 

Jacobiano de una transforznación, 629 
Jacobianos, 629 

Lamina, 667 

Ley de credmiento natural, 328 
Leyes dc los exponentes, 305 
Leyes exponencíale» de crecimiento y decreci- 
miento, 328 . * 

Limite, de F(x), por la izquierda, 85 
cuando x —* a, 53 
cuando x -» + oo, 692-693 
cuando x —* — », 692-693 
dc F(xj) t 531 

dei término general de una sucesión, 218 
teorema do, 86-89 

Limite de F(x), por la derecha, 85 
Limite inferior de integración, 228 
Limite superior de integración, 228 
Limites de integración, 228 
Limitas Infinitos, 698 699, 703-704 
Lines en el e3pacio-3, represcnteción paramé¬ 
trica de una, 483 
proyección plana de una, 484 
repieaentación biplanar de una, 482 
representación dos puntoa do una, 484 
representación perpendicular de una, 483 
representación simétrica de una, 483 
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nea normal, a una curva co el espacio-2, 76 
a una plano. 475 
a una superfície, 529 
neaa paralelaa cn el espacio-3, 471 
neas perpendiculares en el espacio-3, 4/4 
nea tangente a una curva, 75 
en el espacio-3, 504 
•garitmos, eomunes, 310 
na tu rale». 310311 
propicdadec de loa. 310 
ingilud de una curva, en coordenadas pola¬ 
res, 425 

en el espacio-2, 417 
en el cspacío-3, 504 
de un Intervalo, 779 

agnitud de un vector, 381 
asa, de un cuerpo, 662 
de un alambre. 673 
de una lâmina, 667 
étodo de Newton. 818-820 
omento de inércia, de un cuerpo, 690* 
de un sistema de partículas, 659 
omento de masa, de una partícula, 659 
de un sistema do partícula», 660 
ovimiento curvilíneo, 391, 398 
ovimiento reetilineo. 129. 398 
uhipücación de un vector de un numero 
real. 392 

itnril, logaritmo, 310-311 ■ 

irmn de una red. cn el espado-3, 612 
en el espacio-2. 588 
de una partícula. 226 
itactón sigma P M * » urn * s - 222-223 
•aima denvada. 127 
imeroa direccionalea. 469 

uso de, 30n 
rtantes. 458 

den de una derivada, 126 
igen. 403. 457 * 

ippus, teorema de. 677-678 
•raboloide, de una boja, 500-501 
de dos hojas. 500, 501 
.raboloide elíptico, 498*501 . 
iraboioide hiperbólico, 500. SOI 
ir ordenado, 28 
ir crítico de F{x,y), 580 
.rtes, integración por, 339 
irámetro, 379 

(Ttición de un intervalo cerrado, 226 
aumentarión de una, 22* 
norma de una, 227 


Pendiente, de una linea. 74 
de una curve, 125 
Plano en el capacio-3, 475, 476 
Plano tangente a una superfície, 529 
Planos coordenados, 458 
Planos paralelos, 480 
Planos perpendiculares, 480 
Pclinomio de Taylor de F(x), 445 
Posición, función de, de un punto en movi- 
miento rectilíneo, 130 
Presión de flúidoa. 280 

Primera componente de un par ordenado. 
28 

Primer momento, de una linoa, 669 
de un alambre, 674 
dc un sistema de partículas, 660 
do una partícula, 660 
Producto cartesiano. 32 
Progresión geométrica, 28 
suma de una, 217 
Proyectil, 401 
alcance de un, 402 
lietnpo de vuelo de un, 402 
Proyección plana de una lâmina, 484 
Proyección plana dc uno Unea. 484 
Punto dc inflexión do una gráfica, 198 
Punto frontera, 514 
Punto interior, de un intervalo. 181 
de un conjunto en el espacio-3, 513 
de una región, 590 

Punto máximo relativo, de uno auperíicie, 580 
Punto múltiple de una curva, 381 
Puntos extremos de una curva. 387 

Radio de curvatura, 438 
Rango de una relación. 31 
Ratón de cambio. 375 
promedio, 16-8 
instantâneo, 168 
Razón relacionada, 375 377 
Red. en una región, en el espacio-3. 612 
en el e*pacio-2, 589 
Región abierta. 514 
Región aeotada, 587 

Región, área de una región plana. 247, 248 
aeotada, 587 
cerrada. 587 
dei tipo Si.ii 618 
dei tipo Suu 619 
dei tipo Si.it 619 
dei tipo 7*,. 592 
dcl tipo 7*j, 592. 
d cl tipo 7*1.1, 592 
dei tipo 7*., 626 
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Región cerrada, 514 
Región múltiple conexa, 723 
Región simplemente conexa. 733 
Región tipo S«.», 618 
Región tipo St.», 618 
Región tipo 7\, 592 
Región tipo 7 *j,í, 592 
Región tipo Tu 592 
Región tipo r„, 626 

Región, área dc una región piana, 247, 248 
múltiple conexa. 733 
simplemente conexa, 733 
Regia de Simpson, 816 
Regia trapezoidal, 812 
Regias de I/Hôpital, 687-691 
Relación, 31 
domínio de una, 31 
cn el espacio-3, 462 
en Mc, 32 

gráfica dc una, cn un sistema dc coordena- 
- das polares, 404 
en el espacio-2. 33 
en el espacio-3, 462 
inversa de una. 59 

Reprcsentación biplanar dc una Unea, 482 
RepTesentación dc dos puntos de una Unea en 
cl cipaclo-3, 484 

Reprcsentación bisuperficial dc una curva en 
el espacio-3, 501-502 

Reprcsentación paramétrica de una curva, en 
el espacio-3. 503 
de una linea en el espacio-3, 433 

de una relación, 379 

Represeotación paramétrica de una Unea en 
un eapacio-3. 483 

Reprcsentación perpendicular de una linea en 
el eapacio 3, 484 

Reprcsentación simétrica dc una linea en el 

espoeis, 483 
Resultante de vectorea, 394 

Sec„ 94 

Secante a una Unea, 74 
Secante a una curva, Unea. 74 
Sec *, 94 

Sector de un circulo, 97 
Sección normal de un cilindro, 488 
Sección plana de una superfície, 490 
Segmento de linea, diviaión de un, 463 
punto medio de un, 463 
Segunda componente de un par ordenado. 
28 


Segunda derivada, 126 
Sen, 94 
Sen *, 93 

derivada de, 135 
Sen x 

-, limite de. cuando * —o 0, 97, 98 

x 

Serie, armónica, 761 
alterna n te. 769 
hélice circular, 503 
Serie convergente, 758, 775 
Serie divergente, 759, 775 
Serie de Taylor, 786 
Serio de potência, 777 

Intervalo de una convergência, 779* 

779 

Series infinitas, 217, 758, 774 
uso de integración aproximada de, 906 
Series, 758, 775 

abaolulamente convergente*. 770 
alternante», 768 
*r mó nicas, 761 
alternante», 769 

condicionalmcnte convergente». 771 
conjunto de convergência, 775 
convergentes, 770, 775 
critério de comparación para, 762 
critério de la integral para, 768 
critério de la razón, 764 
de potências, 777 
intervalo de convergência, 762 
reprcsentación de una función para una. 

785 

dc términos positivos, 762 
divergentes, 770, 775 
P. 770 

aucesión de aumaa partiaie» de una, 758 
atima de una, 759 
Serie» alternante*. 768 
Series armónicas alternantes, 769 
Series p, 783 

Sistema con derivadas, 156 
parcial, 525 
tolución de un. 157 

Simetria con respecto a un plano, 459-460 
Sistema de coordenadas derecho, 458 
Sistema coordenado derecho, 457 
Sistema de coordenadas izquierdo, 457 
Sistema de coordenadas polares, 403 
gráfica de un, 404 

Sistema de coordenada» polares de tres dimen¬ 
siones, 457 

Sistema de derivadas parciaks, 523 
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Sistema diferencial, 176 
solución de an, 176 

Solucióa de un sistema con derivada», 157 
de una ecnación con dos várUblea, 31 
Sólido de revolución. 256 
volumen de un, 258 
Subconjunto, 29 
propio, 29 

Subintervalo, 226 
Sucesióm 213, 749. 774 
acouda, 752 
convergente, 750-751 
de Cuachy, 752 
divergente, 751, 774 
monótona, 752 
•uma parcial de una. 758 
Sucesión acotada, 752, 753 
Sucesión convergente, 750*751, "5 
Sucesión de Cuacby, 752 
Sucesión divergente, 751, 774 
Sucesión infinita, 218, 749, 774 
Sucesión monótona, 752 
Suceaionea infinitas, 218,. 749, 774. 

Suma do aproximaciones para un área plana, 
247, 250 
para fuerza, 280 
para volumen, 258 
para trabajo, 267, 269 
Suma. de una serie, "59 * - 

de vectores, 393 
Suma de vedores, 393 
Sumas pareis les, de un* sucesión, 758 
SupeTÍicie, 448 
área de una, 653 , • 

cilíndrica, 448 
cuadr ático, 490 

de revolución, 490 - . - - • 

áre» de una, 428 '*• v 

rurva generalizada de una. 490 
eje de rotación de una. 490 .«• .\ 

seodlla, 612 ' i •- ' ' v:- 

ttaza de una, 495- „• ‘ - i* 

Superfície caadr ática, 4^4 .. 

Superfície sencllta, 613 . t ^ ..... , 
Sustitudones en la integradón pára rôdonali- 
xar, 353-354 - '• * 

Sustitución. micgradón por, 348, 360 ' \ 

Sustitudones trigonométricas pára ôvaluar in- 
.. tegralesi 351...» • “ 

Sustituyente, ls variable como. 26‘- v 
Toblas integrales, 371. ..* , - 

è 


Tan, 94 
Tan x, 94 

Teorema de Green, 730 
Teorema de Rolle, 150 
Teorema dc Ttylor, 448 

Teorema dei valor medio para derivadas, 151 
Teotema fundamental dei cálculo. 235 
dcntoslrodón dei, 239-240 
para derivadón parcial, 535 
para integrales dobles, 595, 596 
para Integrales triples, 617 
Tercera derivada, 126 
Término dei resíduo, 789 
Término, de una sucesión, 750 
de uua serie, 758, 774 
Termino n-csimo, de una sucesión, 218 
de una serie, 758, 774 

Termino general, dei rango de una sucesión, 
218 

de uno sucesión, 749 
de una serie. 758, 774 
Trabajo. hecho al vaciar un tanque, 270 
hecho por una fuerza, 268 
Tronsíormacióii, en cl espacio-3, 628 
cn ei capaclo-2, 627 w 
Traza, de una gráfica en un plano, 495 
de una suporíicie en un plano, 495 
Tríada ordenada. 457 

Unilateral, derivadu, 128 
Unión de conjuntos, 30 , 

Universal, conjunto, 26 
Universo, 26 . . 

Valor absoluto, 49, 67 
funcióft, 49 1 
teoremas de, 68-70 
Valor critico-de xparáf (*)/190 
Valor, de Fix ) en a, 40 ' 5 

•• • de P(xy)‘tn (aJ>),Sl0 
' de una variable, 26 

• Valer máximo de F(xL'188 . . * 

. relativo, 188 

primora piueba para. 192 
segunda prtieba para 200-201 
- -Valor móximo de F Ixjr) , 57ft . • • 

Valor máximo relativo do F(x), 188 
deF(x,y). 579 ' * * " • * f 

Valor, mínimo deF.(ar), 188..- •' •" 

• ' relativo, 188•• » *• 

primera-phieba para;-159 -*>•'•■* ^ 

V ‘ segunda prueba para/200*201- * • • > - ' ‘ 
Valore» extremos. de <F(xJ\ 189 ** «•' 

...: dc F(x,y), 580 


Variable, 26 
dependíente. 44. 509 
indeper.diente, 44 

unitário de una, 26 
valor de una, 26 
Variable independiente, 509 
Variable dependiente, 510 
Variablea independientea, 510 
Vecindad dc un punto en el espacio 2, 512-513 
cerrada, 514 

Vector, 391 

aceleración. 398 
cero, 392 

componente de un, 394 
__ magnitud de un, 391 r 
multiplicación por un número real, 392 
posición, 39 5 

punto extremo dc un, 391 
punto inicial de un, 391-392 
unitário, 394 
velocidad, 395 
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Vecindad cerrada en el punto en el espacio-2, 
514 

Vector cero. 613 
Vector suma, 393 
Vector dc posición. 395 
Vector unitário, 394 
Vector velocidad, 395 
Vectores, suma dc dos, 394 
resultante de doa, 394 
unitários, 394 

Velocidad de uno partícula, en un movimiento 
curvilíneo, 461 

en un movimiento rectilineo, 131-132 
Velocidad media en el movimiento rectilineo, 
130-131 

Volumen, 607, 615 
de un sólido de revolución, 258 
por integrales dobles. 607 
por integrales triples, 619-620 
y, uso de, 3Qn 
y/o, uso de. 30a 




